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Resolucao sumaria

1. Seja f: C — C uma fungdo analitica tal que Re f(z) = 2. Serd f uma fun¢do constante?
Justifique.

Resolugao: Escrevendo f(z+iy) = u(z,y)+iv(x,y), temos u(z,y) = 2. Substituindo
u nas equagoes de Cauchy-Riemann obtemos

ou _ v 0= &
or ~— O )
{a_u_ Yov ‘:{0: You

logo Vv = 0. Uma vez que C é conexo por arcos, conclui-se que v é constante e, portanto,
f é constante.

2. Considere a fungdo f(z) = z 4 cos z.

(a) Caleule ¢, _; f(2)d. |

(b) Calcule [ f(2) dz, em que y(t) =7 — me*, e 0 <t < 7.

Resolugao:

(a) Como f(z) é uma func3o analitica em C, o Teorema de Cauchy garante que o integral
de f(z) ao longo de qualquer curva fechada é nulo. Portanto 9%2—1|:3 f(z)dz = 0.

(b) Uma primitiva para f(z) é %%—sen z. O ponto inicial do caminho v é~v(0) = 7—m =
0 e o ponto final é y(m) = m — 7(—1) = 27. Logo, pelo Teorema Fundamental do
Calculo,

42
/f(z)dz:i—0:27r2.
. 2

Alternativamente, uma vez que f é analitica em C, o Teorema de Cauchy garante
que o integral de f depende apenas do ponto inicial e final do caminho de integracgao.
Podemos portanto substituir o caminho  pelo caminho a(t) =t com 0 <t < 2w e
substituindo na definicdo de integral obtemos igualmente

2 2

2w t
/f(z)dz—/ (t + cost)dt = §+sent = 2n°,
a 0

0

1
3. Considere a fungdo f(z) = P P +ex.
z(z —

(a) Determine e classifique todas as singularidade de f.
(b) Determine a série de Laurent de f na regido 0 < |z| < 1.
(c) Calcule

§£|1 f(2) dz. e f(2) dz

|2]=2

onde no primeiro integral, a curva é percorrida no sentido positivo e no segundo
integral a curva é percorrida no sentido negativo.
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Resolucgao:
(a) A fungdo f é diferencidvel no seu dominio logo as singularidades sdo z =0e z = 1.
A singularidade z = 1 é um pdlo triplo uma vez que
1
lim(z— 1f(z) =lim -+ (z— 1) =1+0=1#0.

z—1 z—1 2z
O ponto z = 0 é uma singularidade essencial uma vez que no desenvolvimento de
Laurent em 0 < |z| < 1 calculado na alinea seguinte, o coeficiente de zi” é nao nulo
para todo o n > 0.
Alternativamente, para classificar a singularidade z = 0, podemos notar que o

. . 1 , .
primeiro termo 55 tem um pdlo simples, uma vez que,

) 1
mye e L7

Como o segundo termo

o0

11
1/z
e —g o para z # 0

n=0

tem uma singularidade essencial conclui-se que f(z) tem uma singularidade essencial.

(b) Temos
L e
(z—1)3 2d2\z—-1)"

1 [e.e]
po| :—Zz”, para |z| < 1
n=0

derivando esta série duas vezes temos

Como

1 1 S n—2
WI—Q;H(’H—l)Z , para ’Z’ < 1.
e, uma vez que os dois primeiros termos da série acima sdo nulos,
1 = nn—1) , 4

—_— = ——2" 0<|z] <1

pp— ; 54 . para ||
Por outro lado,

11
Ve=N" - — 0.
e ; et para z #

Associando os termos comuns as séries (que sdo os termos constantes e em %) temos

1 11 1 = nn-—1), 4
= —+1 —— -3 —
/() z+ +;n!z” z +; 2 -
=11 = nn-1), 4
= ;mz—n—2+;—7z , para0 < |z| <L

(c) Pelo Teorema dos Residuos,

(2) dz = 2mi R:e(r)s f(z).

1
|Z\:§
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O residuo de f(z) em 0 é o coeficiente de 1 no desenvolvimento de Laurent obtido
na alinea anterior, que é 0. Portanto

f(z)dz=0.

2l=3

Da mesma forma, tendo em conta que a orientacdo da curva é negativa e as singu-
laridades estdo ambas no interior da curva, temos

(2) dz = —2mi <lz%zeosf(z) + lj:elsf(z)> :

|z|=2

/ s . 1, 7y ..
Como 1 é um pélo triplo e e= é analitica numa vizinhanga de z = 1 temos

Conclui-se que

f(2) dz = —2mi(0+ 1) = —2mi.

|z|=2
4. Seja g a curva fechada que limita a regido

) 2
QR:{z:pele|0§p§R,O§0§?ﬂ}, em que R > 1,

§1§ - de.
'm1+2

/ 7
0 1 + 173
Resolugao:

(a) As singularidades da fungdo integranda sdo as solugdes da equagdo

(r+2km)i

PHl=0 =e"=z2=c 3 ,k=012.

percorrida no sentido positivo.
(a) Calcule o integral

(b) Calcule o integral real

Destas, a Unica que se encontra no interior do contorno de integracdo é es. Como
. i x

o denominador g(z) = 2% + 1 se anula em ¢3 mas ¢/(z) n3o se anula nesse ponto

conclui-se que

z VA )
Res —_—_ = — . = 16_?
z:egfi 23 +1 322 2=e 3 3

Pelo Teorema dos residuos concluimos que

% z 271 _mi 27Tﬂ‘
SdZ:—e 3 — —e6 .
e L+ 2 3 3

(b) Podemos escrever a fronteira da regido {2r como a unido de trés arcos:

YR = [O,R]U(SRUO(R

onde dp € o arco de circunferéncia

2
S = {z € C: |2 = R, Arg(z) € {o, g]}
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percorrido no sentido positivo e ar é o segmento de recta
27
ap=42€C:0<|z] <R,Arg(z) = 3

percorrido na direccao da origem.
O resultado da alinea anterior diz-nos que, para R > 1, temos

2 T R
—Weﬁ:/ * dx+/ - dz+/ c 4
3 0 .1'3+1 5R23+1 aR23+1

Como |23 + 1| > |23 — 1, temos

/ o </ || ds_27TR R
s 221 | T S 13 -1 3 R3—1

logo este termo tende para 0 quando R — oo.

. 271 .
O caminho «(t) = tes com 0 < t < R parametriza o segmento de recta ap,
percorrendo-o no sentido oposto ao pretendido, portanto

R 2m 00
z te s i i x
/ dz = —/ 62T dt = —64T dz.
op 22+ 1 o B¥+1 o a3+1

Passando ao limite quando R — 0o na equagdo (1) obtém-se portanto

Uma vez que

concluimos que

Mostre que a série >, - define uma fungdo analitica na regido {z € C | Rez > 1}.
(Recorde que se define n* = €*1°¢™ em que log designa o logaritmo de base natural de
um ndmero real.)

Resolugao: Como
1

—zlogn ‘ _ 6—(Re z)logn
- )
n?

:‘6

dado s > 1, temos, para Re(z) > s,

1
‘eleogn} < 6fslogn —
nS
;o 00 1 7 . ;- %) 1
A série ) > | - é convergente logo, pelo teste de Weierstrass, a série ) " | -- converge
uniformemente na regido
{z € C | Re(z) > s}.
As funcoes n—lz sdo analiticas nesta regidao portanto o mesmo acontece com a soma da
série. Vemos assim que a expressao

1



ACED - TESTE 1 5

define uma fungdo analitica em qualquer regido da forma {z € C | Re(z) > s} com
s > 1. Como s € arbitrario, conclui-se que a soma estd definida e é analitica na regiao
{z€C|Rez>1}

conforme pretendiamos demonstrar.



