ANALISE COMPLEXA E EQUACOES DIFERENCIAIS
TESTE 2A- 7 DE JUNHO DE 2008 - DAS 11H AS 12:30H

Apresente e justifique todos os calculos

1. Determine a solu¢ao do problema de valor inicial indicando o intervalo maximo de definicao.

d cost
Z y(0) = 0.

dt 2—|—2y

Trata-se de uma equagdo separdvel que, para y # —1 pode ser escrita na forma

d
(24 2y)d—i = cost.

ou seja,

d
dt(2y+y ) = cost.

t
/ (2y + 2 ds-/cossds
0

e usando a condig3o inicial y(0) = 0, resulta a seguinte forma implicita para a solug3o:

Integrando entre 0 e ¢

2y +y? =sent.
Resolvendo para y, obtem-se a solu¢ao na forma explicita:
Y2 +2y —sent =0 = y(t) = =1+ 1 +sent,

Levando mais uma vez em considera¢do que y(0) = 0, resulta

y(t) = -1+ +1+sent

O intervalo maximo de definicdo da solucao sera }—% 7”[ dado que, emt = —T et = 37

2 '
y(t) ndo ¢é diferencidvel (y/(—2") = +oo e ¥ (") = —00).

2. Determine a solu¢do da equagdo seguinte que satisfaz y(1) = 2.

2dy

22y° + 32y i 0

Definindo M(z,y) = 2xy* e N(z,y) = 3z*y?, podemos constatar que

= — 6
o Yy,

e, portanto, para todo (z,y) € R?, %A; = %—JZ. Logo a equacao diferencial é exacta e, portanto,
existe ®(z,y) tal que

0P

o
Primitivando a primeira equagdo, obtemos ®(z,y) = z%y® + h(y), e portanto ‘3—3 = 3z%y% +
h'(y). Comparando com a segunda equagdo, concluimos que h/(y) = 0 e portanto, h(y) = ¢
(constante). Logo, ®(z,y) = x%y> + ¢ e a solugdo assume a forma implicita z°y®> = C
(constante). Usando a condigdo inicial, obtemos C' = 8 e a solu¢do do problema de valor incial
considerado serd

0D
= M(z,y) = 2zy°, 8—y=N(rc,y)=3x2y2
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1= (s 70):

(a) Determine a solucdo geral da equagdo diferencial y’' = Ay.

3. Considere a matriz

Método 1:
Célculo dos valores préprios: det(A — M) = (4 — \)(—=4 — \) + 16 = A% Logo, a matriz tem
o valor proéprio duplo A = 0. Célculo de vectores préprios:

(A—OI)(Z):(S) & 4a—-2=0 & b=2.

Logo, o espago préprio associado a A = 0 é gerado pelo vector v; = (1,2)T Por outro lado,
como A% é a matriz nula, sabemos que qualquer vector v de R? é um vector préprio generalizado
que satisfaz (A — 0I)?> = 0. Escolhendo, em particular v, = (0,1)”, que com v; forma uma
base de R? obtemos as seguintes solucdes para o sistema homogéneo:

o) =etvi=vi e Gt)=eMva=(+tA)(9) = () -
Entdo, a solucdo geral da equagao homogénea pode ser escrita na forma

yt)=a(3)+e (%), c1,c0 €R.
Método 2:
Verificando que A? = 0 podemos concluir que et = I + At = ('{!" 7%,) e, logo, a solugdo
geral da equacdo homogénea pode ser escrita na forma
yt)=e (@) =a (M) +e (i), aaekR

(b) Determine a solugdo geral da equagdo y’ = Ay + (9).

Método 1:
Se e/ n3o foi determinada em (a) mas apenas uma base de solucdes da equacio homogénea,
podemos construir a matriz solu¢do fundamental correspondente. Usando {¢;(t), ¢2(t)} calcu-
lado nesta resolucao,

X(t)=(31%) eportanto  X()7'=(:%),

o que nos permite calcular uma solugao particular da equagdo nao homogénea dada, recorrendo
a férmula da variacdo dos parametros:

/ X(s)™1 () ds = X(t) (ff)f()?zd) — X(t) (5)

A solucao geral pedida pode ser escrita na forma

2
y(t):C1<%)+02(1_%4tt)+(tz_?;tg), CI,CQGR.

2 3
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Método 2:
Se ja foi calculada e! em (a), recorrendo igualmente 3 férmula da variagio dos parimetros
obtemos a solucdo particular

t t ‘o s
—As x 2s 2s%ds
yP(t):eAt/O € 4 (g)ds:eAt/O (* 1345)(2)d$:€At(fg{2+452)d8>

_ 263
p— 3
2 _a®
2 3

e a solugao geral pedida pode ser dada como
t

y(t):eAt(g;)—{—eAt/ e_As(g)dS:C]_<1—§t4t)+c2(1_24&)+(t2_32t3)7 ClaCZER.
0 2t7

t

4. Determine a solucao geral da equacdo diferencial
Py dy —t

e Tar

O polinédmio caracteristico da equagdo homogénea associada é p(\) = A2+ X = (A + 1),
tendo as raizes simples 0 e —1. A solugdo geral da equacdo homogénea é entdo

yu(t) = ¢ + cae™, c1,co € R,
A equacdo dada pode-se escrever na forma
p(D)y = (D +1)Dy =te™

e, como (D + 1)*(te™*) = 0, por aplicagdo do operador (D + 1)? a ambos os membros da
equacdo diferencial dada obtemos a equagao homogénea

(D+1)’Dy =0,
para a qual uma base de solugdes é {1,e~! te™ t?e~'}. Sendo as duas primeiras solucdes da
equagao homogénea, vamos calcular uma solugao particular da ndo homogénea na forma

yo(t) = (at + bi%)c™
Como, y5(t) = (a+ (2b — a)t — bt?)e~t e yh(t) = ((2b — 2a) + (—4b + a)t + bt?)et, obtemos
Y +yp=te? & 2b—a—2bt=t.

A segunda identidade verifica-se para todo ¢ sse —a +2b=0e —2b =1 ousejasea = —1¢e
b= —%. Concluimos que a solucdo geral pedida pode ser escrita na forma

2

t
y(t) =c + 026% — <t + 5) et c1,c0 €R.

5. Considere o problema de Dirichlet

0 0?
a—?—a—Z:u u(t,0) = 0, u(t,1) =0
X
t>0 0O0<zx<l, u(0,z) = x.

(a) Determine a série de senos de u(0, x).



4 englishACED — TESTE 2

A série de senos de u(0,z) = x em [0, 1] é a série

(0.)
g b, sen nmzx,
n=1

onde
xcosnﬂx]l 1

9 1 1
b, = —/ xsennmrdr = 2( [— + —/ cosnmx dx)
1/ nm 0o nmjy

2cosnm  2(—1)"*

nm nm
A série dos senos de u(0,z) = x é entdo dada por:

9 ce (_1)n+1
— Z — SenNnNmTI.
T el n

cuja soma é igual az em [0,1[ea O em z = 1.

(b) Resolva o problema.

Por separacdo de varidveis vamos obter solucdes linearmente independentes da equacao
diferencial satisfazendo condi¢des de fronteira homogéneas da forma w(z,t) = X (z)T'(t). Da
equacao e condicoes de fronteira resulta entao:

X(2)T'(t) — X"(2)T(t) = X(2)T(t), X(0)=X(1)=0.
Separando numa equagdo para X e outra para 7', temos que

X" T —T
y(ﬁ): T (t) =c,

onde ¢ é uma constante arbitraria (para ja). Comegemos por resolver
X"—cX =0, X(0)=X(1) =0.

Para ¢ > 0 a solucdo geral real é X (z) = aeV® 4 be~ V" e as condicdes em x = 0, 1 equivalem
ab=—aealeV*+e V%) =0,o0queimplicaaa=b=0.

Para ¢ = 0, a solugdo geral é da forma X (z) = a + bz, e as condigdes em = = 0, 1 implicam
a=0b=0.

Para ¢ < 0, a solucdo geral real é X (z) = acos/—cx + bsen/—cx. A condicio X(0) = 0
implica a = 0. Usando este resultado com a condigdo X (1) = 0, concluimos que apenas existem
solucdes n3o triviais nos casos em que /—c = nm, ou seja, ¢ = —n’w?, paran = 1,2,3,....
e obtemos assim, para fungdes X (z) as funcdes:

X, (x) = sennmx para n=1223,...

Para ¢ = —n?7?, a equacdo para T fica:

T + (n*n* + 1)T =0,
que tem como solucdes:
Tn(t) _ 6—(7127r2—l-1)t7 t>0
Entdo, X, (z)T,,(t) sdo solugdes linearmente independentes da equagdo diferencial e condi¢cdes

de fronteira. Vamos ent3o considerar a solugcdo formal do problema como uma combinacdo
linear infinita destas solucdes:

oo
2.2
u(z,t) = g bpe ™ T sen .
n=1
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Os coeficientes b,, sdo determinados pela condigdo inicial imposta. Assim, como u(x,0) =
> > [ bpsennmz e a condigdo inicial é u(x,0) = z, para z € (0,1), concluimos que estes
coeficientes sdo exactamente os da série de senos da fun¢do x em (0, 1) determinados em (a).

6. Determine a solucao de

que satisfaz y(0) = 1,4/(0) = 0. Sug: Considere fun¢des definidas por séries de poténcias.

Seguindo a sugestdo, vamos procurar a solugdo y(t) na forma

y(t) = Z Cnt™ .
n=0

Como uma série de poténcias pode ser derivada termo a termo no interior do seu intervalo de
convergéncia, e dado que

y'(t) = Z ot e () = Z can(n — 1)t" 2,
n=1 n=2

substituindo na equacao diferencial, obtemos

Z can(n — 1)t"2 — 2t Z eont™ ™t — 2 Z et =0
n=2 n=1 n=0
Reindexando a primeira série, e fazendo as operagdes débvias, resulta
D (ena(n+2)(n+ 1) — 2con — 2,)t" = 0,
n=0
ou .
> (enra(n+2) = 26,) (n+ D" = 0,
n=0
0 que, por sua vez, é equivalente ao sistema (infinito) de equagdes
2, 0,1,2
Cpiog = ——, para n=0,1,2,...
2T nt2 .

Mas, ¢ = y(0) = 1 e ¢; = %/(0) = 0. Logo de imediato podemos dizer que para todo o n
impar ¢, = 0. Por outro lado, para n par, escrevendo n + 2 = 2k, paran =0,2,4,...,

2 2 2 2 1
Cgk:Cn_‘_z:E'Z'a...%Co:E, para ]’C:]_,Q,g,...
sendo o resultado igualmente valido para £ = 0. Logo,
e t2k 2
y(t) = i
k=0



