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Apresente e justifique todos os calculos

[0,5val] 1. Resolva a equagdo 2° =1 + 1.

Resolugdo. Usando a forma polar 1 4 i = v/2¢"™/*, obtemos
z= N2/ 2mR5 k=0, 1,2,3,4.

2. Seja f: C — C uma funcdo holomorfa com parte imagindria dada pela funcao
v(z,y) = 2y + 32y — ¢,
[1,5 val ] Calcule a derivada da fun¢do f no ponto 1 —i.

Resolugao. Seja f(z + iy) = u(x,y) + i(2y + 3x%y — y3). Aplicando as
equacdes de Cauchy-Riemann obtemos

/ . _a 2 3 8 2 3
f(x+zy)—ay(2y—|—3xy y)+zax(2y+3$y y°).

Logo f'(1 —i) =2 — 6.

[1 val.] 3. Seja Q@ =C\ {z+ 0i: x <0}. Calcule o integral

Alog(z) dz,

onde v é um caminho em €2 com inicio em 1 e fim em ¢, e log denota o ramo principal do
logaritmo com argumento em [—m, 7.

Resolugao. Segay(t), 0 <t < 1 um caminho regular em  tal que v(0) =1
e (1) =1, eg., Y(t) =1+t +it. Temos L (—z + zlogz) = log z. Logo

/log(z) dz = —i+ilogi— (—1+1logl) = 1”6_1)'
0

4. Considere a fungdo f(2) = g + 1522,
[1 val.] (a) Determine e classifique todas as singularidades de f.

Resolucao. As singularidades de f sdo i, —i,0. As singularidades i, —i sao
pélos simples, e 0 é uma singularidade removivel.



[0,5 val.] (b) Quantos desenvolvimentos de Laurent distintos admite a fun¢do f em torno do ponto
z=1+4147 Justifique.

Resolucao. A fungdo

—1l+cosz
h(z) = {—22 z2#0

1 _
5 Z—O

s () (144 :
é andlitica no plano complexo. Portanto, h(z) = 3.2 2 75!1“) (z —1-—13)"
para qualquer z € C. A funcdo

1 i 1 1
g(z):m:§ (z—f—i a z—z’)

é andlitica em C\ {i, —i}. Logo g tem séries de Laurent nas regides
Ri={z€C||z—(1+1)] <1},
Ry={z€C|1<|z—(1+1%)| <5},
Ry={2€C|Vb<|z—(1+3)|}.

Portanto f tem 3 séries de Laurent nas regides distantas.

[1 val] (c) Determine o desenvolvimento de Laurent de f na regido definida pela condigdo |z| > 1.
Resolucgao.
11 1 o z*"
——_— = 4 =N ()
&9 (_1>n—1 &9 . ~2n
DL 5
2n
~ =z — (2n + 2)!
(d) Calcule

pofera e ie

[1 val.] onde no primeiro integral a curva é percorrida no sentido anti-horario e no segundo
integral a curva é percorrida no sentido horario.

Resolugao. No interior do disco {z | |z] < 1/2} a fungdo f é andlitica. Logo

ylgfql f(z) dz=0.

No déminio C\ {, —i} o caminho o(t) = % +2¢™™, 0 < t < 27 é homotépico
a caminho 7(t) = re”™, 0 < ¢t < 27. Portanto ¢ f(z) dz = 2miby, em

i
lz—5[=2

que b; é o coeficiente de 2~* da série de laurent de 4 (c). Portanto

§’§Z£|:2f(z) dz = 0.



5. Seja D = {#z € C: Im(2) > 0,|2| < R} com R > /2.

[1 val] (a) Calcule ‘
55 26 dz.
8Dgr 22+ 2

onde a fronteira de Dy é percorrida no sentido anti-horario.

Resolugao. Aplicando o teorema de residous obtemos

1z 1z —\/5
e e e T
dz = 21t Res ——— = 271 = )
§éDR 22+ 2 iv2 22+ 2 (@2\/5) evV24/2

[1,5 val.] (b) Calcule

—+oc0o
/ COS T .
e T2H2

[e.9]

Resolugao. Para R > V2, temos

+R iz 7 _iRcost,—Rsent
coS T e e e N
/ D) B dl’ = Re % D) 9 dZ —/ WZRC dt
_R T aF dDgr Z¥ A 0 e aF

7 _iRcost, —Rsent
™ e e .
=———+1I ———— Redt
e\/i\/ﬁ -l (/0 R2¢i2t | 9 € )

Como
m giRcost,—Rsent T Re—Rsent
‘Im (/0 TR Re" dt)’ < /0 _o dt
R
obtemos
lim +Rﬂ T = _T :
R—oo J_p 2?42 eV2V/2

[1 val] 6. Seja f: C\ {1} — C uma fungdo holomorfa tal que lim,_,, @ = 1. Calcule

¢ e

onde a circunferéncia é percorrida no sentido horario.

Resolugao. A fungdo f é analitica em |z| < 1. Portanto

(n)
f(z) = nz%anz”, p = / n!(O) elz| < 1.

Como lim,_,g @ = 1, obtemos ay = 0 e a; = 1. Portanto f(z7!) = 27! +

> ,anz"" para |z| > 1. Como a série converge uniformemente, obtemos

dz dz
£ dZ—yg — + any{ — =i2m.
51§z|:2 ) zl=2 % 2 lzl=2 #"

VSFF
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1. Resolva o problema de valor inicial, indicando o intervalo maximo de existéncia da solu¢ao.

[1,5 val.] (sugestdo: considere a mudanga de varidveis u = ty).
dy .5 Y
— =ty - = 1)=1.

Resolugao. Sendo u = ty obtemos

u=y+ty
=y+ty —y
= U2
u ' = 1.
Logo u=! = ¢ —t. Aplicando a condi¢do u(1) = 1-y(1) = 1, obtemos
y(t) = t(21— n e o interval maximo de existéncia da solugdo é {t | 0 < ¢ < 2}.

[1,5 val.] 2. Determine a solu¢do da equagdo seguinte que satisfaz y(0) = 1,

(3t +t) + (> + Dyy' = 0.
(sugestdo: a equagdo possui um factor integrante da forma pu = pu(t))

Resolugao. Um factor intergrante da forma p = u(t) tem de verificar a
equacao seguinte.

oo (O3 + 1) = 2 [ue)(E + )
p(t)6t%y = 1 (t) (£ + D)y + u(t)3t%y
p(t)3t%y = p' (8) (1 + 1)y
3 ()
B3+1  u(t)

Logo pu(t) = ¢* + 1 é um factor intergrante, e
(F+ 1)@y +1) + (° +1)°yy =0

é exacta no plano R?. A solugdo é dada implicitamente por ®(,y) = constante,
em que

d, = (£ + 1)(3t%y* + 1)
@, = (t° +1)%.



Resolugao. Segue-se que ®(t,y) = (> + 1)*y?/2+ f(¢) e

2(zf?’ +1)%2/2+ f(t) = (£ + 1)(3t%° + t)

ot
(£ +1)36" + f'(t) =
@)=+ 1)t
Logo
1 — 12 — 245
v =\ —m e
(3 +1)
3. Considere a matriz
1 0 O
A=1(0 -1 1
0 -1 -1
[1,5 val ] (a) Determine a solugdo geral da equagdo diferencial y’' = Ay.

Resolugao. O polinémio caracteristico de A é (1 — \)((1 + \)? +1). Para
A = 1, obtemos uma solugdo vy(t) = € (é). Para A = —1 — ¢, é facil de
ver que (?) é uma solug¢do ndo nula da equagdo (A + (1 +4)I)w = 0. Logo
vo(t) Re (e(_l_i)t <(zl)>) e v3(t) Im <e(_1_i)t (?)) s3o solugde linearmente in-

dependentes da equacdo diferencial y’ = Ay. Portanto a solugdo geral é da
forma

1 _ 0 _ 0
Clet 0 ) + cge t sent + cse t cost , C1,C2,C3 € R.
0 cost —sent

[1,0 val ] (b) Determine a solugdo geral da equagdo y’' = Ay + (%).

Resolucao. A solucdo geral da equacdo é da forma
cie [ 0) + coe sent | + C3e cost | + Vp<t)7 c1,C,c3 € R,
0 cost —sent

em que v,(t) € uma solugdo particular. Como a matriz A é ndo singular, existe
. 0 1 (0 . ~
tnico v € R3 tal que Av + ((1)> = 0. Portanto v = —A"! (9) é uma solucido

particular. Logo a solucao geral é da forma

1 [ © _ 0 Lo
clet 0 | + coe t( sent + c3e t cost —=\(1), c1,69,C3 € R.
0 cost —sent 2 \1



[1,5 val.] 4. Determine a solugdo, para t > 0, da equagio diferencial

d*y dy
— +—==6(t—-1
az a0
que satisfaz y(0) = ¢/(0) = 0, em que §(t — 1) é a distribui¢do delta de Dirac centrada em

1.

Resolucao. Aplicando a transformada de Laplace obtemos
s*Y(s) +sY(s) =e"

é a funcdo de Heaviside.

[1 val] 5. Considere a fungdo f(x) = |z|, x €] — 1,1].
(a) Justifique que a série de Fourier de f no intervalo indicado é uma série de cosenos e
determine-a. Indique a soma da série para todo o = € R.

Resolugao. Designa-se por

Qo >
S(z)=—+ a, cos(nmx) + b, sen(nwx
(£) = G + X ancos{ama) + b seno)
a série de Fourier de f. A func3o f é da classe C° e C! por partes. Alem disso, f
€ uma funcdo par. Portanto s série de Fourier de f é uma série pura de cosenos
e para cada z € R temos S(z) = |y, emque z =2n+ye -1 <y < 1. Os
coeficientes sao

1
a0:2/ rdr =1
0

1
= x cos(nmx) dz

1
_/ sen(nmx) d:z;]
0 nm

[JISGI’I mrm

Portanto




[1 val] (b) Resolva o seguinte problema

Pu  0*u ou ou

gu _oJgu _ au — 1) =
ot?  Ox? 0 ax(t’()) 0 8:U(t’) 0
O<z<l1l, t>0 %(O,x)—() 0,z) =1+

Resolugao. Sendo u(t,x) = X (x)T(t) obtemos

Tl/ X/I
= = A X'(0)=0 X'(1) =0

O<z<l1l, t>0 T'(0) =0 X(@)T0)=1+=

Assim obtemos solu¢des wu,,(t,z) = cos(nnt)cos(nmx), para n = 0,1, 2, etc.
que verficam

Pu  0%u ou ou
o2 Ox? 03:(’ ) 893( )=
O<z<1l, t>0 O (0, 2) = 0
x —(0,z) =
9 at )
Para obter uma solucdo que verifica u(0,z) = 1 + z, consideremos

Yoo o Cntin(t, ). De 5 (a) obtemos

3 4 cos((2n + )wt) cos((2n + 1)ma)
ulhe) =3~ 2 2n+ 172 |

[1,0 val.] 6. Considere a equag&o diferencial
Y +a(t)y +b(t)y=0

onde a(t) e b(t) sdo duas fungdes continuas em R. Mostre que, se w(t) é o determinante de
uma matriz wronskiana desta equacdo, entdo, para todo o t € R,

w(t) = w(0)e b,
(sugestdo: encontre uma equagdo diferencial satisfeita por w(t))
Resolugao. Sejam y;(t) e y2(t) duas solugdes da equagdo diferencial linear-
mente independentes. Para w(t) = y1(¢)y5(t) — y2(t)y}(t) temos
w' =115 — Y2y

w' + a(t)w = y1ys — vy + a(t) (i (H)ys(t) — v2(t)y (1))
= y1(yy + a(t)ys) — v2(y) + a(t)yy)
= y1(=b(t)y2) — y2(=0(t)1n)
0.

Portanto w(t) = w(0)e~ foas)ds



