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1) Considere a equagio
dy

(3y + 22y?) + (3z + 4x2y)d— =0.
x
a) Verifique que a equagdo admite um factor integrante da forma pu = u(xy) e determine-o.
b) Obtenha a solu¢do (definida implicitamente) que verifica a condigdo inicial y(1) = —1.
Resolucao;

a) Supondo que a equagdo admite um factor integrante da forma indicada, a equagio
p(zy) 3y + 2zy°) + p(xy) 3z + da?y)y' () = 0
é exacta, pelo que
a% p(zy)(3y + 2xy2)} = a% {u(wy)(?w + 49621/)}
ou seja
wp (2y) (3y + 2xy?) + u(xy) (3 + dzy) = yp' (2y) 3z + 42”y) + p(ay) (3 + Sxy)

Tendo-se entdo que
1 (zy) 2

wxy) — (ay)?

Confirma-se entdo a existéncia de um factor integrante da forma indicada, e resolvendo a equagio,

obtem-se
1

w(ry) = mTyg

b) Multiplicando ambos os membros da equagio pelo factor calculado em a), obtem-se a equacio

3 2 /3 4y,

2 (2 @) =0

x2y+x (a:y2+y>y( )

que é por construcdo exacta. Conclui-se que existe ® : R — R, definido por V® = (x%y 2 #

e tal que ®(z,y) = C define implicitamente a solu¢do da equagdo. Para calcular @,
0P 3 2 3
or ~ 1%z (z,9) ww oglz| + c(y)

Por outro lado

0P 3 4 , 4
=2 4 =S == = =4l K
oy mt ¢ (y) c(y) = 4log |y| +
Pelo que
3
b(x,y) = T +2log|z| +4logly| + K , keR
e a equagao
3
—— 4 2log|z| +4logly|=C , CeR
ry
define implicitamente a solu¢do da equacdo. Visto y(1) = -1, C = -3 e

3
—— + 2log |z| + 4log |y| = —3
Yy

define implicitamente a solugdo do PVI (note-se que o Teorema da funcdo implicita é aplicivel pois

3 4 _
2ty = 1#0)



2) Considere o sistema

r=x+2y+1
Y =y+2e
Z=z4w
w' = 2w

a) Escreva o sistema na forma 4 X (t) = AX(t) + B(t) e calcule e*4.
b) Determine a solugdo do sistema que verifica a condi¢do inicial z(0) = y(0) = z(0) = w(0) = 0.
Resolucao:

a) Sendo a matriz

OO O =
OO =N
O~ OO
N = OO

verifica-se facilmente que é da forma

| A4 0 12 _
A—[O A2:| com Al_[()l} €A2—|:

Aqt 0
ool 2]

Sendo assim

0 eAzt
Célculo de e41t:

Note-se que

10 0 2
Al_ld“N_{o 1}“{0 0}

pelo que (calculando a matriz exponencial pela defini¢do)
JALE _ et 0 ( 1 0 n 0 2t ) [ et 2t
I 0 1 0 0 10 e

Os valores préprios de A s3o 1 e 2, pelo que A : 2 é diagonalizavel, i.e., A= SDS™! em que

o-[48] « 5= [ 1]

Célculo de eA2t:

Ent3o , . ot
eAQt _ SeDtS—l _ { 60 fee;e }
Finalmente
et 2tet 0 0
t
At 4| 0 e 0 0
et =A= 0 0 e —et4e2

0 0 0 e?t

b) Pela férmula da variagdo das cobstantes a solugdo do PVI serd

x(t) z(0) 1
y(t) _ o ae | y(0) At ' —as | 2e°
2(t) = e 2(0) +e ; e 0 ds
w(t) w(0) 0
e® —2se® 0 0 1 el(1+2t%) -1
t _
At 0 e 0 0 2e® . 2tet
- /O 0 0 e* —efqe 0 |9 = 0
0 0 0 e 2 0 0



3) Considere a equagio
2® +a" 2+ =0.

a) Determine a sua soluggo geral.

b) Determine a solugdo da problema de valor inicial:
2@ 42" 42’ 4+ =15e*, 2(0) = 0,2/(0) = 2" (0) = 1.

Resolucao:

a) Fazendo Dx = 2/, a equagio pode ser escrita na forma
(D*+D*+D+1)z=0
Tem-se entdo que o polindmio caracteristico associado é
P(R)=R*+R*+R+1=(R-1)(R*+1)
As suas raizes sdo -1 de multiplicidade 1 e +¢ de multiplicidade 1, pelo que
et , sent , cost
sdo solugdes da equacgdo diferencial, e

x(t) = Ae™" + Bcost + Csent

é a sua solugdo geral.

b) A solugdo da equagdo é da forma = z¢+xp, em que x4 € a solugdo geral da equacdo homogénea
associada e x;, é uma solugdo particular da equagdo. Por a)

z4(t) = Ae™ " + Beost + Csent

Para calcular z,, podemos utilizar o método dos coeficientes indeterminados. Assim, para b(t) = 15¢2
o polinémio aniquilador é P4 (D) = D — 2. Aplicando este polinémio a equacio diferencial obtem-se

(D —2)(D?+ D*+ D+ 1)z = (D — 2)(15¢*")
pelo que temos que resolver a equacdo homogenea
(D-2)(D+1)(D*+1)z=0
Facilmente se vé que a sua solugdo geral é
z(t) = ae® + Be™t + ycost + dsent

pelo que a solugdo particular serd da forma w(t) = ae?'. Teremos que determinar o coeficiente «
de modo a que
w® +w” +w +w = 15

ou seja
(8a+4a+2a+a)e2t =15 & a=1

conclui-se que ,(t) = e* e como tal
x(t) = Ae™' + Bcost + Csent + 2!

é a solucdo geral da equac3o. Para determinar as constantes A, B e C vamos utilizar as condi¢des
iniciais. Assim

2(0)=0 = A+B+1=0 A=-2
Z(0)=1 = —-A+C+2=1 & B=1
2"(0)=1 = A-—B+4=1 C=-3

x(t) = —2e~" + cost — 3sent 4 %

é a solugcdo pedida.



4) Determine a solug3o do seguinte problema:
Ut = Ugy + U, x €]0,1]
uz(0,1) = ux(1,t) =0,

u(z,0) = cosmx + Hcos 3mx + 8cos Smx.

Resolucao:

Comecamos por notar que a solu¢do nula ndo pode ser solu¢do do nosso problema, visto n3o verificar
a condicdo inicial. Considere-se o problema de valores na fronteira

Up = Ug +u, x€)0,1[ , t>0

(1)
ugy(0,8) =0,  wugy(1,t)=0

Vamos resolver pelo método de separagdo de varidveis. Sendo u(z,t) = X (z)T(t) (note que visto
a fun¢do u n3o poder ser identicamente nula, nem X nem T podem ser nulas.) a equagdo pode ser
escrita na forma

7 X'+X

T X

Como de costume, o primeiro membro da equagdo é uma funcdo de t e o segundo membro é uma
fun¢do de z, pelo que a igualdade sé serad verificada para todo (z,t) no seu dominio se ambas
igualarem uma constante, i.e.,

XT' =X"T+XT <&

T =AT , X"+(1-M)X=0 AeR

Por outro lado, as condi¢cGes de fronteira

u(0,6)=0 = X'(0T(t) =0 = X'(0)=0

u(L,t) =0 = X'OT{t) =0 = X'(1)=0

onde usdmos o facto de T'(t) ndo poder ser identicamente nula. Temos ent3o dois problemas para
resolver

" _ _
{X+(1 NX =0 T = AT

X'(0)=X'(1)=0

Comegando por resolver o problema de valores préprios (problema em X, trata-se de uma equagdo
linear de coeficientes constantes cujo polindmio caracteristico é

P(R)=R*+(1-X)=0
cujas raizes s3o +v/A — 1.

A =1 - Neste caso o polinémio caracteristico tem 0 como raiz de multiplicidade 2. Assim X (z) =
Ax + B e pelas condi¢Oes de fronteira

X'0)=X'(1)=0 = A=0
pelo que A =1 é valor préprio do problema associado a solu¢ao
X(J(.'I,‘) =B

E ébvio que uma solugdo X () constante nunca poder & satisfazer a condi¢3o inicial do problema.

A > 1, (A\—1 = p?), Neste caso o polinémio caracteristico tem +4 como raizes de multiplicidade 1.
Assim
X(x) = Ael'® + Be™#*

e pelas condi¢des de fronteira

X'(0)=X'(1)=0 = A=B=0



Conclui-se que qualquer que seja A > 1, A n3o é valor préprio do problema.

A <1, (A=1= —u?), Neste caso o polinémio caracteristico tem iz como raizes de multiplicidade
1. Assim
X (x) = Acos (ux) + Bsen (ux)

Pelas condicGes de fronteira
X'(0)=0 = B=0
X'(1)=0 = —Ausen(u)=0
Mais uma vez pelo facto de X nao poder ser identicamente nula
p=nm , neN
Conclui-se que para cada n € N, )\, = 1 — n?x2 é valor préprio do problema associado a solucio
xn(x) = cos (nmx)

Para resolver o segundo problema (em T), consideraremos apenas os valores préprios que conduzem
a solugdes n3o-triviais ( e ndo constantes) do primeiro problema.

A=1-n?7%. neN. Asolugdode T = (1 —n’r?) =t ¢é
T.(t) = =" )t eN

Tem-se entao que

(1—n’n

unp(t,x) =e Dicos (nmx) mneN

sdo solucdes do problema de condigcdes na fronteira homogéneas e como tal tambem combinagdes
lineares o serdo. Pelo que, formalmente

o0
2_2
u(z,t) = E e Nt eos (nara)
n=0
é solucdo.
Para determinar as constantes ¢,,, n € Ny, usamos a condi¢3o inicial, ou seja

oo
co+ Z cos (nmx) = cosmx + Heos 3wc + 8cos b

n=1

concluindo-se

e todos os outros ¢,, = 0. Finalmente
u(z,t) = e Vcos (rz) + 51797 Vicos (3ma) + 812 Vicos (5rx)
é a solucdo pedida.
5) Considere o problema de valor inicial

o) = 21528 arctg (3 4 ¢)

2(0) = (e — 1)}

a) Verifique que este problema tem solugdo local dnica.



14-x2
—, —arctg

A fungio f(t,x) =

2
™

(z + t) é claramente continua no aberto D = {(t,z) € R? :

x # 0}, e, como (0, (e — 1)% € D, temos certamente existéncia de solucdo do problema de

valor inicial em questao. Por outro lado,

oS

2_
%(xmzl

arctg (v + t)

1422 1 )

+ z  1+(xz+t)?

que estd bem definida e é continua em D. Podemos entdo concluir que f é Localmente
Lipschitziana em D e, pelo Teorema de Picard-Lindelof, garantir a existéncia de solugdo tnica

do problema de valor inicial.

Verifique que o intervalo méximo de existéncia da solu¢do contém [0, +oo[. Claramente, con-

cluimos que:

2
_1+m <

xT

1+ a2
< + )
T

Considerando entdo problema de valor inicial

u

,_1—i—u2

, u(0) = (e~ 1)7,

u

sabemos, por compara¢ao de solugdes, que, para t > 0, se tem:

x(t) <ul(t),

A equacdo diferencial para u é separdvel e ficilmente obtemos, tendo em conta a condi¢cdo

inicial. que

z(t) < wu(t

)=Vet — 1, t >0,

e u(t) estd bem definida para todo o ¢t > 0. Concluimos também que, se = > 0, 2%(t) <

e?t1 — 1, e entdo

x>

1 +$2 o 62t+1

T

T

Resolvendo ent3o o problema de valor inicial:

concluimos que
z? >

62t+1

—e? 4 (2e — 1),

e, por continuidade da solugdo, como z(0) > 0, a solu¢do serd sempre positiva e

z(t) > V2e—1—e2t+1 ¢ >0,

expressdo que esta bem definida para todo o ¢ > 0.

Portanto, o intervalo méaximo de existéncia da solu¢do contém [0, +oo].



