
Análise Matemática IV
Problemas para as Aulas Práticas

20 de Fevereiro de 2006

Semana 13

1. Determine os valores de λ para os quais os seguintes problemas de valores fronteira têm
soluções não triviais:

(a) y′′−2y′+(1+λ )y = 0; y(0) = 0, y(1) = 0.

(b) y′′+λy = 0; y(0) = y(2π) , y′ (0) = y′ (2π) .

Resolução:
(a) A equação caracterı́stica associada é

R2−2R+(1+λ ) = 0 ⇔ R = 1±
√
−λ

Existem então três possibilidades:

λ = 0 A equação caracterı́stica tem uma solução R = 1 de multiplicidade 2, pelo que a solução
da equação diferencial será

y(x) = Aex +Bxex

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = Bxex

Por outro lado
y(1) = 0 ⇒ Be = 0 ⇒ B = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que λ = 0 não é valor próprio.

λ < 0 (λ =−µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções reais distintas R = 1±µ , pelo que
a solução da equação diferencial será

y(x) = Ae(1+µ)x +Be(1−µ)x = ex
(

Aeµx +Be−µx
)

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ A+B = 0 ⇒ B =−A ⇒ y(x) = Aex
(

eµx− e−µx
)

1
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Por outro lado

y(1) = 0 ⇒ A(eµ − e−µ) = 0 ⇒ A = 0 ou µ =−µ ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que qualquer λ < 0 não é valor próprio.

λ > 0 (λ = µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções complexas conjugadas R = 1± iµ ,
pelo que a solução da equação diferencial será

y(x) = Aexsen(µx)+Bexcos(µx)

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ B = 0 ⇒ y(x) = Aexsen(µx)

Por outro lado

y(1) = 0 ⇒ Aesen µ = 0 ⇒ B = 0 ou µ = kπ k ∈ N

tem-se então que para cada k ∈ N, λk = k2π2 é valor próprio da equação associado à
função própria yk(x) = Bksen(kπx).

(b) A equação caracterı́stica associada é

R2 +λ = 0 ⇔ R =±
√
−λ

Existem então três possibilidades:

λ = 0 A equação caracterı́stica tem uma solução R = 0 de multiplicidade 2, pelo que a solução
da equação diferencial será

y(x) = A+Bx

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = y(2π) ⇒ A = A+2πB ⇒ B = 0 ⇒ y(x) = A

Sendo assim y′(x) = 0 e a condição y′(0) = y′(2π) verifica-se para qualquer A ∈ R.
Conclui-se que λ = 0 é valor próprio da equação associado à função própria y(x) = A0.

λ < 0 (λ =−µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções reais distintas R =±µ , pelo que a
solução da equação diferencial será

y(x) = Aeµx +Be−µx

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = y(2π) ⇒ A+B = Ae2µπ +Be−2µπ ⇒ B = A
e2µπ −1

1− e−2µπ

e então

y(x) = A
(

eµx +
e2µπ −1

1− e−2µπ e−µx
)
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Como consequência

y′(x) = Aµ
(

eµx− e2µπ −1
1− e−2µπ e−µx

)

pelo que

y′(0) = y′(2π) ⇒ Aµ
(

1− e2µπ −1
1− e−2µπ

)
= Aµ

(
e2µπ − e2µπ −1

1− e−2µπ e−2µπ
)

ou seja
2A−2µπ

e−2µπ −1
(e2µπ −1)2 = 0

e dado que por hipótese µ 6= 0

A = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que qualquer λ < 0 não é valor próprio.

λ > 0 (λ = µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções complexas conjugadas R = ±iµ ,
pelo que a solução da equação diferencial será

y(x) = Asen(µx)+Bcos(µx)

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = y(2π) ⇒ B = Asen(2µπ)+Bcos(2µπ)

Se sen(2µπ) = 0, isto é se µ = k, k ∈ N, então tambem 1− cos(2µπ) = 0 e a condição
y(0) = y(2π) verifica-se para qualquer A e qualquer B. Nesse caso

y′(x) = k(Acos(kx)−Bsen(kx))

e é fácil de verificar que tambem a condição y′(0) = y′(2π) se verifica independente de
A, B. conclui-se que λ = µ2 = k2 é valor próprio associado às funções próprias sen(kx)
e cos(kx). Verifica-se que a condição sen(2µπ) 6= 0 não torna possı́vel as condições de
fronteira.

2. a) Recorrendo ao método de separação de variáveis, determine as soluções para t > 0 e para
x ∈ [0,1] de 




∂u
∂ t

=
∂ 2u
∂x2 +u se x ∈]0,1[

u(0, t) = 0 se t > 0
u(1, t) = sen1 se t > 0

Resolução:
Dado que as condições de fronteira não são homogéneas, teremos que considerar

u(t,x) = v(x)+w(t,x)

em que v(x) é a solução do problema




0 = v′′(x)+ v(x) se x ∈]0,1[
v(0) = 0
v(1) = sen1

(1)
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e w(t,x) é solução do problema




∂w
∂ t

=
∂ 2w
∂x2 +w se x ∈]0,1[

w(t,0) = 0
w(t,1) = 0

(2)

Começemos por resolver o problema (??). Trata-se de uma equação ordinária linear de
coeficientes constantes, de equação caracterı́stica

R2 +1 = 0 ⇔ R =±i

pelo que a solução geral da equação é

v(x) = Acosx+Bsenx

Dado que v(0) = 0, tem-se que A = 0, pelo que v(x) = Bsenx. Por outro lado, dado que
v(1) = sen1 tem-se A = 1 e

v(x) = senx

Para resolver o problema (??) utilizaremos o método de separação de variáveis. Assim,
considerando w(t,x) = T (t)X(x) e substituindo na equação, obteremos

T ′(t)X(x) = T (t)X ′′(x)+T (t)X(x) ⇒ T ′

T
=

X ′′

X
+1

Sendo o primeiro membro da equação uma função de t e o segundo membro uma função
de x, para que a igualdade se verifique para todo t > 0 e x ∈]0,1[, tem de existir λ ∈ R
para o qual

T ′

T
−1 = λ e

X ′′

X
= λ

Por outro lado, analisando as condições de fronteira

w(t,0) = 0 ⇒ T (t)X(0) = 0 ⇒ T (t)≡ 0 ou X(0) = 0

dado que T (t) não pode ser a função nula

w(t,0) = 0 ⇒ X(0) = 0

Do mesmo modo
w(t,1) = 0 ⇒ X(1) = 0

Temos assim dois problemas para resolver:
{

X ′′−λX = 0 se x ∈]0,1[
X(0) = X(1) = 0

(3)

e
T ′ = (1+λ )T (4)

Para resolver (??), temos que procurar os valores e funções próprias associadas. O po-
linómio caracterı́tico associado é

R2−λ = 0 ⇔ R =±
√

λ

Existem então três possibilidades:
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λ = 0 A equação caracterı́stica tem uma solução R = 0 de multiplicidade 2, pelo que a
solução da equação diferencial será

y(x) = A+Bx

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = Bx

Por outro lado
y(1) = 0 ⇒ B = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que λ = 0 não é valor próprio.
λ > 0 (λ = µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções reais distintas R =±µ , pelo que

a solução da equação diferencial será

y(x) = Aeµx +Be−µx

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ A+B = 0 ⇒ B =−A ⇒ y(x) = A
(

eµx− e−µx
)

Por outro lado

y(1) = 0 ⇒ A(eµ − e−µ) = 0 ⇒ B = 0 ou µ =−µ ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que qualquer λ > 0 não é valor próprio.
λ < 0 (λ = −µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções complexas conjugadas R =

±iµ , pelo que a solução da equação diferencial será

y(x) = Asen(µx)+Bcos(µx)

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ B = 0 ⇒ y(x) = Asen(µx)

Por outro lado

y(1) = 0 ⇒ Asen µ = 0 ⇒ B = 0 ou µ = kπ k ∈ N

tem-se então que para cada k ∈ N, λk =−k2π2 é valor próprio da equação associado
à função própria Xk(x) = Bksen(kπx).

Podemos agora resolver (??), apenas para os valores de λ encontrados anteriormente (pois
para outros valores de λ a solução de (??) é a solução nula que não nos interessa.). Assim,
para cada k ∈ N,

T ′(t) = (1− k2π2)T ⇐ Tk(t) = Cke(1−k2π2)t

Para cada k ∈ N, a função

wk(t,x) = Tk(t)Xk(x) = Ake(1−k2π2)tsen(kπx)
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é solução do problema de valores na fronteira (??), e consequentemente qualquer combinação
linear tambem o será, ou seja

w(t,x) =
∞

∑
n=1

Ake(1−k2π2)tsen(kπx)

Finalmente

u(t,x) = v(x)+w(t,x) = senx+
∞

∑
n=1

Ake(1−k2π2)tsen(kπx)

é a solução pedida.

b) Determine a solução que satisfaz a condição inicial

u(x,0) = 3sen(2πx)−7sen(4πx)+ sen (x) .

Resolução:
Pela alı́nea anterior

u(0,x) = senx+
∞

∑
n=1

Aksen(kπx) = 3sen(2πx)−7sen(4πx)+ sen (x)

pelo que teremos que determinar os coeficientes Ak de modo a que

∞

∑
n=1

Aksen(kπx) = 3sen(2πx)−7sen(4πx)

Facilmente se verifica que

Ak =





3 se k = 2
−7 se k = 4
0 se k 6= 2 , k 6= 4

pelo que a solução do problema de valor inicial e valore na fronteira é

u(t,x) = senx+3e(1−4π2)tsen(2πx)−7e(1−16π2)tsen(4πx)

3. Determine a solução do seguinte problema de valor inicial e condição na fronteira:

ut = α2uxx, x ∈ (0,π), com
{

u(0, t) = u(π, t) = 0
u(x,0) = sen(x)−2 sen(5x).

Resolução:
Para resolver o problema de valores na fronteira, utilizaremos o método de separação de variáveis.
Assim, considerando u(t,x) = T (t)X(x) e substituindo na equação, obteremos

T ′(t)X(x) = α2T (t)X ′′(x) ⇒ T ′

α2T
=

X ′′

X
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Sendo o primeiro membro da equação uma função de t e o segundo membro uma função de x,
para que a igualdade se verifique para todo t > 0 e x ∈]0,π[, tem de existir λ ∈ R para o qual

T ′

α2T
= λ e

X ′′

X
= λ

Por outro lado, analisando as condições de fronteira

u(t,0) = 0 ⇒ T (t)X(0) = 0 ⇒ T (t)≡ 0 ou X(0) = 0

dado que T (t) não pode ser a função nula

u(t,0) = 0 ⇒ X(0) = 0

Do mesmo modo
u(t,π) = 0 ⇒ X(π) = 0

Temos assim dois problemas para resolver:
{

X ′′−λX = 0 se x ∈]0,π[
X(0) = X(π) = 0

(5)

e
T ′ = (α2λ )T (6)

Para resolver (??), temos que procurar os valore e funções próprias associadas. O polinómio
caracterı́tico associado é

R2−λ = 0 ⇔ R =±
√

λ
Existem então três possibilidades:

λ = 0 A equação caracterı́stica tem uma solução R = 0 de multiplicidade 2, pelo que a solução
da equação diferencial será

y(x) = A+Bx

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = Bx

Por outro lado
y(π) = 0 ⇒ Bπ = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que λ = 0 não é valor próprio.

λ > 0 (λ = µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções reais distintas R = ±µ , pelo que a
solução da equação diferencial será

y(x) = Aeµx +Be−µx

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ A+B = 0 ⇒ B =−A ⇒ y(x) = A
(

eµx− e−µx
)

Por outro lado

y(π) = 0 ⇒ A(eµπ − e−µπ) = 0 ⇒ B = 0 ou µ =−µ ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que qualquer λ > 0 não é valor próprio.
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λ < 0 (λ = −µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções complexas conjugadas R = ±iµ ,
pelo que a solução da equação diferencial será

y(x) = Asen(µx)+Bcos(µx)

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y(0) = 0 ⇒ B = 0 ⇒ y(x) = Asen(µx)

Por outro lado

y(π) = 0 ⇒ Asenπµ = 0 ⇒ A = 0 ou πµ = kπ k ∈ N

tem-se então que para cada k ∈N, λk =−k2 é valor próprio da equação associado à função
própria Xk(x) = Bksen(kx).

Podemos agora resolver (??), apenas para os valores de λ encontrados anteriormente (pois para
outros valores de λ a solução de (??) é a solução nula que não nos interessa.). Assim, para cada
k ∈ N,

T ′(t) =−α2k2T ⇒ Tk(t) = Cke−α2k2t

Para cada k ∈ N, a função

uk(t,x) = Tk(t)Xk(x) = Ake−α2k2tsen(kx)

é solução do problema de valores na fronteira, e consequentemente qualquer combinação linear
tambem o será, ou seja

u(t,x) =
∞

∑
n=1

Ake−α2k2tsen(kx)

Para calcular as constantes Ak utilizaremos a condição inicial

u(0,x) = senx−2sen(5x)

Assim

u(0,x) =
∞

∑
n=1

Aksen(kx) = senx−2sen(5x)

Facilmente se verifica que

Ak =





1 se k = 1
−2 se k = 5
0 se k 6= 1 , k 6= 5

pelo que a solução do problema de valor inicial e valores na fronteira é

u(t,x) = e−α2tsen(x)−2e−25α2tsen(5x)

4. Determine a solução dos seguinte problema de valor inicial e condição na fronteira:

ut = uxx −u, x ∈ (0,L), com
{

ux(0, t) = ux(L, t) = 0
u(x,0) = cos(3πx/L).
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Resolução:
Para resolver o problema de valores na fronteira, utilizaremos o método de separação de variáveis.
Assim, considerando u(t,x) = T (t)X(x) e substituindo na equação, obteremos

T ′(t)X(x) = T (t)X ′′(x)−T (t)X(x) ⇒ T ′

T
=

X ′′

X
−1

Sendo o primeiro membro da equação uma função de t e o segundo membro uma função de x,
para que a igualdade se verifique para todo t > 0 e x ∈]0,π[, tem de existir λ ∈ R para o qual

T ′

T
+1 = λ e

X ′′

X
= λ

Por outro lado, analisando as condições de fronteira

ux(t,0) = 0 ⇒ T (t)X ′(0) = 0 ⇒ T (t)≡ 0 ou X ′(0) = 0

dado que T (t) não pode ser a função nula

u(t,0) = 0 ⇒ X ′(0) = 0

Do mesmo modo
ux(t,L) = 0 ⇒ X ′(L) = 0

Temos assim dois problemas para resolver:
{

X ′′−λX = 0 se x ∈]0,L[
X ′(0) = X ′(L) = 0

(7)

e
T ′ = (λ −1)T (8)

Para resolver (??), temos que procurar os valores e funções próprias associadas. O polinómio
caracterı́tico associado é

R2−λ = 0 ⇔ R =±
√

λ

Existem então três possibilidades:

λ = 0 A equação caracterı́stica tem uma solução R = 0 de multiplicidade 2, pelo que a solução
da equação diferencial será

y(x) = A+Bx ⇒ y′(x) = B

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y′(0) = 0 ⇒ B = 0 ⇒ y(x) = A ⇒ y(x) = 0

Por outro lado y′(L) = 0 verifica-se qualquer que seja A pelo que λ = 0 é valor próprio
associado à função própria X0(x) = A0.



Análise Matemática IV 10

λ > 0 (λ = µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções reais distintas R = ±µ , pelo que a
solução da equação diferencial será

y(x) = Aeµx +Be−µx ⇒ y′(x) = µ
(

Aeµx−Be−µx
)

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y′(0) = 0 ⇒ A−B = 0 ⇒ B = A ⇒ y(x) = A
(

eµx + e−µx
)

Por outro lado

y′(L) = 0 ⇒ A(eµL− e−µL) = 0 ⇒ B = 0 ou µ =−µ ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = 0 ∀x

pelo que qualquer λ > 0 não é valor próprio.

λ < 0 (λ = −µ2) A equação caracterı́stica tem duas soluções complexas conjugadas R = ±iµ ,
pelo que a solução da equação diferencial será

y(x) = Asen(µx)+Bcos(µx) ⇒ y′(x) = µ
(

Acos(µx)−Bsen(µx)
)

Para verificar as condições de fronteira, tem-se que

y′(0) = 0 ⇒ A = 0 ⇒ y(x) = Bcos(µx)

Por outro lado

y′(L) = 0 ⇒ −BµsenLµ = 0 ⇒ B = 0 ou Lµ = kπ k ∈ N

tem-se então que para cada k ∈ N, λk = −k2π2

L2 é valor próprio da equação associado à
função própria Xk(x) = Bkcos(kπ

L x).

Podemos agora resolver (??), apenas para os valores de λ encontrados anteriormente (pois para
outros valores de λ a solução de (??) é a solução nula que não nos interessa.). Assim, para cada
k ∈ N,

T ′(t) = (−π2k2

L2 −1)T ⇐ Tk(t) = Cke(− π2k2

L2 −1)t

e para λ = 0
T ′(t) =−T (t) ⇐ T0(t) = C0e−t

Para cada k ∈ N, a função

uk(t,x) = Tk(t)Xk(x) = Ake(− π2k2

L2 −1)tcos(
kπ
L

x)

é solução do problema de valores na fronteira, assim como

u0(t,x) = A0e−t

Consequentemente qualquer combinação linear tambem o será, ou seja

u(t,x) = A0e−t +
∞

∑
n=1

Ake(− π2k2

L2 −1)tcos(
kπ
L

x)
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Para calcular as constantes Ak, k ∈ N0 utilizaremos a condição inicial

u(0,x) = cos(
3πx

L

Assim

u(0,x) = A0 +
∞

∑
n=1

Akcos(
kπ
L

x) = cos(
3πx

L

Facilmente se verifica que

Ak =

{
1 se k = 3
0 se k 6= 3

pelo que a solução do problema de valor inicial e valores na fronteira é

u(t,x) = e(− 9π2

L2 −1)tcos(
3π
L

x)

5. Calcule a série de Fourier da função f : [−1,1]→ R definida por

f (x) =
{ −1 se −16 x6 0,

+1 se 0 < x6 1.

Resolução:
A série de Fourier associada a f será

SF [ f ](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(nπx)+bnsen(nπx)

)

em que

a0 =
∫ 1

−1
f (x)dx = 0 e an =

∫ 1

−1
cos(nπx) f (x)dx = 0

dado que f é uma função impar; e

bn =
∫ 1

−1
sen(nπx) f (x)dx = 2

∫ 1

0
sen(nπx)dx =− 1

nπ
cos(nπx)

∣∣∣
1

0
=

1
nπ

(1− cos(nπ))

Assim

SF [ f ](x) =
∞

∑
n=1

1
nπ

(1− cos(nπ))sen(nπx)

Visto

1− cos(nπ) = 1− (−1)n =

{
0 se n é par
2 se n é impar

podemos escrever

SF [ f ](x) =
∞

∑
n=1

2
(2n−1)π

sen((2n−1)πx) =

{
f (x) se x ∈]−1,0[∪]0,1[
0 se x =−1, x = 0, x = 1
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6. Determine a série de Fourier da função g(x) = L−|x|, no intervalo [−L,L]. Utilizando a série
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

+∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 = 1+

1
32 +

1
52 + · · ·= π2

8
.

Resolução:
A função f (x) pode ser escrita na forma

f (x) =

{
L+ x se x ∈ [−L,0[
L− x se x ∈ [0,L]

A série de Fourier associada a f será

SF [ f ](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(

nπ
L

x)+bnsen(
nπ
L

x)
)

em que

a0 =
1
L

∫ L

−L
f (x)dx =

2
L

∫ L

0
(L− x)dx = L

e para n > 1

an =
1
L

∫ L

−L
f (x)cos(nπx)dx =

2
L

∫ L

0
f (x)cos(nπx)dx =

2L
n2π2 (1− cos(nπ))

Dado que f é uma função par podemos concluir que

bn =
1
L

∫ L

−L
sen(nπx) f (x)dx = 0

Assim

SF [ f ](x) =
L
2

+
∞

∑
n=1

2L
n2π2 (1− cos(nπ))cos

nπ
L

x

Visto

1− cos(nπ) = 1− (−1)n =

{
0 se n é par
2 se n é impar

podemos escrever

SF [ f ](x) =
L2

4
+

∞

∑
n=1

4L
(2n−1)2π2 cos

(2n−1)π
L

x =

{
f (x) se x ∈]−L,L[
L
2 se x =−L, x = L

Para calcular o valor da série numérica, usaremos o facto de para x = 0 se ter SF [ f ](0) = f (0),
isto é

L
2

+
∞

∑
n=1

4L
(2n−1)2π2 = L

pelo que
4

π2

∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 =

1
2
⇒

∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 =

π2

8
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7. Determine a série de Fourier da função h(x) = x2, no intervalo x ∈ [−L,L]. Utilizando a série
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

+∞

∑
n=1

1
n2 = 1+

1
22 +

1
32 + · · ·= π2

6
.

Resolução:
A série de Fourier associada a h será

SF [h](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(

nπ
L

x)+bnsen(
nπ
L

x)
)

em que

a0 =
1
L

∫ L

−L
h(x)dx =

2
L

∫ L

0
x2 dx =

2L2

3
e para n > 1

an =
1
L

∫ L

−L
h(x)cos(nπx)dx =

2
L

∫ L

0
x2cos(nπx)dx =

4L2

n2π2 cos(nπ)

Dado que f é uma função par podemos concluir que

bn =
1
L

∫ L

−L
sen(nπx)h(x)dx = 0

Assim

SF [h](x) =
L2

3
+

∞

∑
n=1

4L2

n2π2 cos(nπ)cos
nπ
L

x =

{
h(x) se x ∈]−L,L[
L2 se x =−L, x = L

Para calcular o valor da série numérica, usaremos o facto de para x = 0 se ter SF [h](L) = L2,
isto é

L2

3
+

∞

∑
n=1

4L2

n2π2 cos(nπ)cos(nπ) = L2

pelo que
4

π2

∞

∑
n=1

1
n2 =

2
3
⇒

∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6

8. Calcule a série de Fourier da onda sinusoidal rectificada, isto é, de

f (x) =
{

senx se senx > 0
0 se senx6 0

Resolução:
A função f pode ser escrita na forma

f (x) =





...

0 se x ∈]−3π,−2π[
senx se x ∈ [−2π,−π]
0 se x ∈]−π,0[
senx se x ∈ [0,π]
0 se x ∈]π,2π[
...
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pelo que a função é periódica de perı́odo 2π . Assim, a série de Fourier associada a f será

SF [ f ](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(

nπ
π

x)+bnsen(
nπ
π

x)
)

em que

a0 =
1
π

∫ π

−π
f (x)dx =

1
π

∫ π

0
xdx =

2
π

Para n≥ 1

an =
1
π

∫ π

−π
f (x)cos(nx)dx =

1
π

∫ π

0
senxcos(nx)dx =

(−1)n+1−1
π(n2−1)

se n 6= 1, onde para calcular a primitiva de senxcos(nx) utilizámos a fórmula

senacosb =
1
2
(sen(a+b)+ sen(a−b))

Se n = 1

a1 =
1
π

∫ π

−π
f (x)cosxdx =

1
π

∫ π

0
senxcosxdx =

1
2π

∫ π

0
sen(2x)dx = 0

Por outro lado, se n 6= 1

bn =
1
π

∫ π

−π
f (x)sen(nx)dx =

1
π

∫ π

0
senxsen(nx)dx = 0

onde para calcular a primitiva de senxsen(nx) utilizámos a fórmula

senasenb =
1
2
(cos(a−b)− cos(a+b))

e para n = 1

b1 =
1
π

∫ π

−π
f (x)senxdx =

1
π

∫ π

0
senxsenxdx =

1
2

Assim

SF [ f ](x) =
1
π

+
∞

∑
n=2

(−1)n+1−1
π(n2−1)

cos(nx)+
1
2

senx

Visto

(−1)n+1−1 =

{
0 se n é impar
−2 se n é par

podemos escrever

SF [ f ](x) =
1
π

+
∞

∑
n=2

2
π(4n2−1)

cos(2nx)+
1
2

senx = f (x) , ∀x
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9. Desenvolva a função definida no intervalo [0,1] por f (x) = 1 numa série de senos e indique
para que valores converge (pontualmente) a série obtida.

Resolução:
(b) A série de senos associada a f é

∞

∑
n=1

bnsen(nπx)

em que

bn = 2
∫ 1

0
f (x)sen(nπx)dx = 2

∫ 1

0
sen(nπx)dx =

2
πn

(1− (−1)n)

A série de senos de f em [0,1] é consequência da extensão impar de f ao intervalo [−1,1], isto
é, da série de Fourier da função

g(x) =

{
−1 se x ∈ [−1,0[
1 se x ∈ [0,1]

pelo que

SF [ f ](x) =
∞

∑
n=1

2
πn

(1− (−1)n)sen(nπx) =

{
1 se x ∈]0,1[
0 se x = 0 ou x = 1

10. Considere a função f : [0,1]→ R definida por f (x) = x. Determine:

(a) a série de Fourier associada a f ;

(b) a série de senos associada a f ;

(c) a série de cosenos associada a f .

Resolução:
(a) À função f está associada a série de Fourier

SF [ f ](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(2nπx)+bnsen(2nπx)

)

com

an = 2
∫ 1

0
f (x)cos(2nπx)dx para n≥ 0

e

bn = 2
∫ 1

0
f (x)sen(2nπx)dx para n ∈ N .

Calculando os coeficientes, tem-se

a0 = 2
∫ 1

0
xdx = 1

e para n ∈ N

an = 2
∫ 1

0
xcos(2nπx)dx

= 2
( x

2nπ
sen(2πnx)

∣∣∣
1

0
− 1

2nπ

∫ 1

0
sen(2πnx)dx

)
= 0
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e

bn = 2
∫ 1

0
xsen(2nπx)dx

= 2
(
− x

2nπ
cos(2πnx)

∣∣∣
1

0
+

1
2nπ

∫ 1

0
cos(2πnx)dx

)

= − 1
nπ

cos(2πn) =− 1
nπ

Temos então que, para x ∈ [0,1]

SF [ f ](x) =
1
2
−

∞

∑
n=1

1
nπ

sen(2nπx).

Dado que f (x) é contı́nua em [0,1], podemos concluir que

SF [ f ](x) =

{
x se x ∈]0,1[
1
2 se x = 0 ou x = 1

(b) A série de senos associada a f é
∞

∑
n=1

bnsen(nπx)

em que

bn = 2
∫ 1

0
f (x)sen(nπx)dx = 2

∫ 1

0
xsen(nπx)dx = 2

(−1)n+1

πn
(c) A série de cosenos associada a f é

a0

2
+

∞

∑
n=1

ancos(nπx)

onde

a0 = 2
∫ 1

0
f (x)dx = 2

∫ 1

0
xdx = 1

e para n ∈ N

an = 2
∫ 1

0
f (x)cos(nπx)dx = 2

∫ 1

0
xcos(nπx)dx =

2
π2n2 ((−1)n−1)


