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Analise Matentica IV

Problemas para as Aulas Paticas

'Semana 14

1. Considere a equag de propagap do calor

du  ,0%

(a) Mostre que esta equEE possui uma sol@p estacioaria (istoé, que i&o depende do tempo)
da formau(x) = Ax+ B.

(b) Determine a sol#ip estacioaria para o problema correspondente a uma barra situada entre
os pontox = 0 ex = L, em que se fixam as temperatutg8,t) = Ty, u(L,t) = T>.

(c) Resolva a equap (??) para 0< x < 1 e para as condigs iniciais e de fronteira

u(o,t) =20
u(1,t) = 60
u(x,0) = 75.

Resolu@o:

(a) Definindou(x) = Ax+B, temos2l = A, 24 — 0= 2. Pelo quai(x) = Ax+ B & uma solugo

T oxe T
R 2 . .
estacioaria de% = azg—xg, guaisquer que sejam as constaitesB.

(b) Comu(x) = Ax+ B, temosu(0) =B =T; eu(L) = AL+ B = T,. Portanto

 T-B T-T

BT A
1 € L L

A solucdo estacioaria pretendid@ u(x) = #H Ti.
(c) Identificamos, em rel@p as alneas anterioresl. = 1, T = 20 e T, = 60. Designando por
w(x,t) a diferenca entre a solag estacioariau(x) = 40x+ 20 e a solugo do problemal(x,t), ou
seja
w(x,t) = u(x,t) —40x — 20,
obtemos
ow  ,d%°w
— = ——
ot X2
Usando o retodo da separag de varveis obtemos

com w(0,t)=w(1,t)=0 e w(x,0) =55—40x

pig —n?rla’t
w(x,t) = z bn€ sen(nmx).
n=1
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Donde
~+o00

55— 40x = Z bnsen(nzx) .
A=1
Determinando os coeficientes destas de senos vemn(e Nj), por integra@o por partes,
1
by = 2/ (55— 40x) sen(nzx) dx
0

) {(55— 40x) —Cos(mx)] l -2 / ' (—40) cos(nmx) dx
0 0

—Nmw —Nnw
- 2((55—4 )CO_SE:? - _5:7[)
= 2(5(—1)”*%%’)
10
= — (31" +11).

u(x,t) = 20+40x+w(x,t)

10

~+00
= 20+40x =
+40x+ n; —

(3(—1)'“rl + 11) g "rta’t sen(nzx)

Note-se que esta solagé C” parat > 0, e coninua para &< x < 1 et = 0, mas descoiriua nos
pontos(x,t) = (0,0) e (x,t) = (1,0) porque a cond#o inicial rAoé compaitvel com as condiges
fronteira.

2. Seja afungo f definida no interval@O, ) por f(x) = senx).

(a) Determine aé&rie de Fourier de cosenos da faod .

(b) Diga, justificando, qual o valor da soma @ais de Fourier da @lea anterior para cadano
intervalo[—r, «].

(c) Resolva a equag

Uy = Uxx+2U, X € |0, 7]
UX(O,t) — Ux(ﬂi,t) — O

u(x,0) = f(x)
Resolu@o:
(a) A série pretendid&
ap &
—+ z an cos(nx)
2 &
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com
T
an = 3/ ser(x) cos(nx) dx
7 Jo
T
_ %/‘@emm+¢pq_sa«n_nx»dx
0
B %[—cosr(lgli—l)x)_i_cos(r(]n—ll)x)}z se n+1
= - coso 17
%[—Cc’; )}0 se n=1
- 1)7)+1 —1)m)-1
_ %( Cos{(r?:l)ﬂH +COS((nn71)ﬂ) ) se n£1
0 se n=1
_ LA+ (=) (s —737) se n#1
0 se n=1
_ | FEe senz
0 se n=1
Portanto . .
E — E Zzl-l_z(—_l)Cos(r]x)7
T &5 -1
ou ainda

_2 1- 5y 2 cos(2nx)
R n; 42 —1 '
(b) Temos que a&sie de senos calculaésa €rie de Fourier da furdp

[ se se xel0,7]
Q(X)—{ sen(—x) se x€[-m,0]

O prolongamento perdico deg(x) & a fun@o |serx| que esh definida eniR, & contnua e sec-
cionalmente moatona. Conclimos endio que

2 1_+00 2 cos(2nx) | = |serx|
1 r];4n2—1 B

para toda € R.
(c) Procurando soluies separadagx,t) = X (X) T (t) do problema linear homémeo

Vi = Vgx+ 2V, X € |0, 7|
Vx(o,t> == Vx(n',t) - O ’

obtemos
XT =X"T +2XT,
pelo que

A= —2=""
T X
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é constante. Temos &t
T=02+MT
=AX com X' (0)=X'(m)=0.
Determinando soluiesX nao triviais deste problema, obtem-se

(@) SeA =0, resolvendX” = 0, vemX = Ax+ B. DondeX’ = A. ComoX’ (0) = X'(x) =0,
obtemosX = B, ou seja temos as soldgs constantes.

(b) SeA #0, resolvendX” = A X, vemX = AevV2x 1 Be=VAx DondeX’ = v2 (Ae\/IX—Be—ﬁX)
ComoX' (0) = X' () = 0, obtemos

A—B=0 e Ae'AT_pe Vit _

PortantoA = B e €2V47 = 1 (paraA # 0). Conclumos que apenas existem sdieg rao
triviais se 3/A 7 = in27, ou seja

A =-—n?> comninteiro,
sendo as soluges correspondentes
X = A(E™ e ™)
A
= —=cos(nx).
5 cos(nY

ondeC & uma constante arbétria.
Obtivemos eriio a solugo€? (correspondenta solugo constante para= 0), e as solu@es
el ")t cos(nx).
Fazendo combind@es lineares destas soigs chegamos a

u(x,t) = ﬁ + +Zoo a,e(2™)t cos(nx).
n=1

Finalmente atendendiocondi@o inicial eas alneas anteriores, obtemos a s@lo¢

2 +00 oa—4ntt
u(x,t) = eZt( Z 462 cos( 2nx))

3. Recorrendo ao étodo de separag de varveis, resolva o seguinte problema para a eapaas

ondas
d%u 0282
o2 IX?
u(t,0) =u(t,1) =0
Ju

u(0,x) =0, E(O’X) =1
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parat > 0 e parax € [0,1], (satisfazendo a equag diferencial parx €]0,1[) e ondec & um
pa@metro real.

Resolu@o (muito sumaria):
Pelo neétodo da separag de vamveis vem
-+ o0
u(t,x) = Z (Ancos(nzct) + Bysen(nzct)) sen(nmx) .
n=1
Da condi@o inicial
+00
u(0,x) = z Ansen(nzx) =0,
n=1
conclumosA, = 0 para toda. Ento derivando formalmentg(t,x) em ordem a vem

u_§ nzcBy cos(nzct) sen(nzx)
ot nzl |

pelo que a segunda condinicial fica

+00
> nmcBysen(nmx) = 1.
n=1

Entio
nrcB, = 2/1ser(n7rx)dx: %,

0 —nm
ou seja

5 _ 20-(-1)"

n?m2c
Portanto a solu#pé
400 n
u(t,x) = nzl% sen(nzct) sen(nzx) .

4. Recorrendo ao &todo de separag de vataveis, resolva o seguinte problema para a egpae
Laplace
gxz oy2
%(x, 0)=0
3—;(x, 1) = cos(2nX)
du
5 (Ly) = cos(2zy)

0
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parax,y € [0, 1].

Resolu@o (muito sumaria):
Vamos dividir o problema na soma de dois mais simples:

( 82u1 82u1 ( 82U2 82uz
o2 "oy ~° gﬂ'+8ﬁ'_o
ﬂ(x7o):o E(X,O):O
5 5
al;/l( ,1)=0 e 5:/2 (x,1) = cos(27x)
ja“l -0 2% 0y)=0
Uz dup B
| ox (1,y) = cos(2zy) \ 5 (LY) =0

Recorrendo ao Btodo da separag de varveis obtemos

+00
ur(x,y) = % + Z an ch(nzx) cos(nmy),
n=1

e de forma semelhante, ja queuz(x,y) = ug(Y,X).

Portanto, usando a conén; (1 y) = cos(2ry), temos, a menos de uma constante aditiva:

ch(2rx) cos(2ry)

U]_(X7 y) = € UZ(Xa y) =

ch(2ry) cos(2mx)
2rsh(2r) '

2nsh(2r)

Pelo que a solip pretendidé@

ch(2rx) cos(2ry) + ch(2ry) cos(27mx)
2nsh(2r) ’

u(x,y) =c+

ondec & uma constante arbétria.
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5. (a) Recorrendo ao @todo de separag de varveis, determine as soldgs pard > 0 e para

x € [0,x] de
u_
ot Ix?
u(0,t) =u(m,t) =0
(satisfazendo a equag diferencial para €]0, z[).
(b) Determine a sol@p que satisfaz a con@ig inicial

u(x,0) = (T —x)x.
Resolug@o:

(a) Pelo netodo de separag de varaveis, procuram-se soloes, da equap diferencial parcial
com condi@es fronteira, da forma(t,x) = T (t)X(x), para as quais

d 92

5 (TOXK) =T'OXX) e 55 (THOX)) =T OX"(x).
Substituindo na equae, e assumindo qui(t)X(x) # 0, fica
T OX(X) =T )X (x) =T ()X (X) = -_II-_((:)) +1= ))((((x);)’

onde cada um dos membros tem que ser uma constante (fEaique o0 membro esquerdo
nao depende de o0 membro direito &o depende dee eles &m que ser iguais).

A solugio geral d&’(t) = (k—1)T(t) € T(t) = ce* Dt comc e R.
A solugdo geral deX”(x) + kX(x) =0&

X(x) = c;@% 4 e Vke sek£0
X(X) = €1 + CpX sek=0"

Para que a condip na fronteiraT (t)X(0) = T (t)X(x) = 0, seja satisfeita por uma soaa;
nao identicamente nula, tem que ser

X(0)=X(m)=0

(ja que, s&X(0) # 0 ouX(x) # O, teria que seT (t) = 0, vt). Quanddk = 0, alnica solu@o
X(x) que satisfaz esta condig na fronteir& a solu@o identicamente nula, ou seja, nesse
caso,

X(0)=X(r) =0 = c1=0c,=0.

Quanddk # 0, a condi@o X (0) = 0 impdec; = —C;, e depois a condép X () = 0 impde, a
uma solu@o rao identicamente nula, que

ekr_g vkt _g

ou sejaeNR” = 1. Esta condigo pode ser satisfeita desde que

2Vkr=2nmi, n=123,...



Andlise Matemadtica IV 8

(b)

ou seja,
k=-n?, n=123,...

obtendo-se nestes casos

X(x) = ¢1 (€™ — &™) = 2ic; ser(nx)

Chega-se assim que todas as seguintesoRs@o solu@es para o problema de valor na

fronteira dado: ,
un(t,x) = N sernx), n=1,23,...
—_— ——
T(t) X(x)
parat > 0 e parax < [0, |. Por linearidade, qualquer combidadinear finita destas solaes
é ainda solugo e, mais geralmente,

qualquer é&rie
z b Un(t, x)
n=1

€ uma solugo formal.

Para que a sol@p geral da forma acima satisfaca a coadiqicialu(0,x) = (7 — X)X, tem
que se ter

8

bnun(0,X) = (T — X)X, OU Seja, z bnsen(nx) = (r —x)x..
n=1

n=1

Para encontrar as constantgsadequadas, desenvolve-se a im¢r — x)x em €rie de
senos. Iss@ equivalente a estender esta fam@o intervald—r, 7] como fun@oimpar, e
desenvolver a exteéie em grie de Fourier. Os coeficientes dais $10

by, = %f(f(n —x)xsen(nx) dx

n

aln

[(n — x)xM] Z + %foﬂ(n — 2x) cognx) dx

T

4
[(7‘[— 2X) Seri(qnx)} + ﬂnzfoﬂ ser(nx) dx

3]

0

_ i[l—(—l)“]: —5- senimpar
n3rx 0 senpar

Logo, a solugo pretendid@

Heo

> 8 2 > 8 2
(14t _ —(1+H(2n+1)?)t o on-+1
g sern(nx) n;—(2n+1)37re sin((2n+1)x) .

n=1,nimpar

6. Sejaf a fung@o definida no intervalf®, 2z por f(x) = x.

(@)

Determine aérie de cosenos da fuag f.
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(b) Resolva a equao

Resolu@o (sunaria):

(a) A <trie pretendid&

com (paran = 0)

e paran# 0,

Portanto a&rieé

ou ainda

UX(O,t) - UX(ZE,t) - O

U = Uxx —tu, X € ]0,27]
{ u(x,0) = f(x)

n—;g(zn—jq)zcos(<n+%) x).

(b) Procurando soldes separadas= X (x) T (t) da parte homagnea do problema chegamos

sucessivamente a

XT' = X"T —tXT,
T/ X//
T X

T =(A-1)T,

constante,

2
T=ceM 7z,

X"=2AX com X (0)=X'(2n) =0,

n2

A=—— e X(x):cos<gx>, com neN.

4
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Obtemos assim

2 1o W2 12 n
u(x,t) = %e—% + z ae sz cos<§x> .
=1

Pela condigo inicial, para € |0, 2x[, e atendenda ainea anterior

u(x,t) = . Jf we"@%}ztt cos(%x) .

7. Recorrendo ao &todo de separag de varaveis, resolva o seguinte problema para a eguaas
ondas )
d2u u, ’u_ d%u
X2 8y2 - ot2
u(x,0,t) =x, u(x,1t)=
uO,y,t)=0, u(lyt)=
u(x,y,0) = x
du

| 5 (x:0) = cos2r (x— ) — cos 27 (x-+Y)

parax,y € [0,1] et € R,

Resolu@o: (muito sumaria)

Procurando uma soléagv que rao dependa dee que satisfaca as condgs fronteira, obtemos
V(X y) = X.

Pelo que se definirmas(t,X,y) = u(t,Xx,y) — X, esta fung@o o satisfaz as seguintes condks:

(%0 J°w J°w

2 oy T o2
o(t,x,00=0, o(,x,1)=0
o(t,0,y)=0, o(t,1y) =0
o(0,x,y) =0.

Usando o metodo da separap de vaiaveis para resolver estdtimo problema, chegamaos
seguinte soluio formal:

—+o00 400
o(t,x,y) = Z z Cmn SIN(y/ (M2 + n?)xt) sin(mzx) sin(nzy).

=1m=1

Atendendo que c@8r (x—y)) — cog2x (X+Y)) = 2sin(2xx) sin(2ry) , vem

u(t,x,y) = x+ Fsm(\/_nt) sin(2zx) sin(2ry).



