Analise Matematica IV
Resolucao dos problemas para as aulas praticas

Semana 2|

1. Estabeleca as seguintes identidades (onde z = z + iy):
a) cos (iz) = cosh (2); b) sen (iz) = isenh z;
c) |cos z|* + |sen z|* = cosh (2y); d) cos?z +sen?z = 1;
e) sen(z +w) =senz-cosw +cosz-senw; f)cosh?z + senh?z = cosh (2z).
Resolucao:
(a) Utilizando a definigdo de coseno complexo

ei(iz) + efi(iz) e~% 4+ e
cos (iz) = 5 = 5 = cosh z

(b) De modo andlogo

i(iz) _ ,—i(iz) -z _ 2
sen (zz) = % = —i% = ¢senh z
7

(c) Notando que para um complexo z o quadrado do seu médulo é dado por |z|? = 2Z, obtemos:
e* + e el 4 emiz
2 2
¥ +e e 4 e
2 2
ei(z—2) +ei(z+2) +e—z’(z—2) +€—i(z+2)
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|cos 2|2 =

e também:

1z _ e—iz eiz _ 6—iz

21 21

_ oz gmiZ _ iz

21 —2

ei(z=2) _ oi(2472) + e~ i(z=2) _ o—i(2472)
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e

|sen z|? =

1z

Logo:
et(z—2) +6—i(z—2)
2
e 4 e
2
= cosh (2y).

|cos z|* + |sen z|? =



(d) Mais uma vez utilizando a definigdo das fungoes trigonométricas complexas
eiz +€—iz 2 eiz _ e—iz 2
— ) (=)
2 29

_ i(emz L9 q 2 2z o 6722‘,2) —1

COS2Z + sen22 = (

(e) Outra vez utilizando a definicao das fungoes trigonométricas complexas

sen zcos w -+ Cos zsen w =

6ZZ _ 6—ZZ 67/[1} + e—’L’LU e’LZ + e—’LZ e’L’LU _ e—’L’LU

27 2 2 27
eilztw) + etlz—w) _ gi(—ztw) _ o—i(z4w) etlztw) _ gi(z—w) + eil=ztw) _ o—i(zt+w)
= . + . —
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ei(z—i-w) _ e—i(z-l—w)
= 5; =sen (z + w)
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(f) Ainda mais uma vez utilizando a defini¢cao das fungoes trigonométricas complexas

z —zZ\ 92 Z _ =2\ 2
cosh?z 4+ senh?z = (i) + (u)

2 2
1
_ Z(€2z +2+€_2Z +62Z *2+6_2Z>
62z —|—6_2Z

=—F — = cosh (2z).

. Calcule o valor principal (i.e., tomando na funcao logz o dngulo correspondente a restrigao
principal) de:

. N\ 144
a) log (—i); b) log (1 — i); c) it; d) (%) ,
Resolugao:
(a) log (—1i) = log(le_%r) =logl — %T = _%T
x 1
(b) log (1 — i) = log (V2e %) = 510g2 - 2%

» .3 . . . i ST _
(C) it = elog(l) — ezlogz — ezlog(le 2) _ 61(12) —e w/2

-\ 1+2 . i g
(d) <1\;L§’L> _ e(l—&-z)log(l\g) _ 6(1+z)1,Z _ \gﬁeﬂ/ll(l + Z)

. Determine todas as solucoes das seguintes equagcoes:
a) e” =2 b) e*+e *42=0 c)logz =1+2mi d) sen(2z) =5

Resolugao:

(a) e =2 & z=1log2+ 2kmi com k € Z.



(b) Multiplicando todos os termos por e'*, obtem-se
274287 4+ 1=0 & (“+1)2=0 & F=-1
1
< z=-log(-1)=—i(in(2k+1)) = 2k + )7
i

com k € Z.

(c)logz=1+2m = z=elt?™ =

e
Nota: loge =1+ 27i, apenas com uma escolha adequada do ramo do logaritmo.
(d) Pela definigao de seno

2tz _ ,—2iz

sen(2z) =5 & ——— =5

3N}
ﬂ)

e multiplicando todos os termos da equacio por e?*

. 107 + ~/—
e¥® = M = (5+2V6)i

et —10ie?* -1 =0
Entao
2iz =log (5 £ 2V6)i) + 2kmi , kEZ

Finalmente, dado que 5 + 2v/6 sdo ambos positivos,
—1 T
z= ?<log(5j:2\/6)+z§) +kr , kel

ou seja

zz%—klm—%(log(!ﬁi%@) , keZ

. Determine o conjunto dos pontos do plano complexo onde as seguintes func¢oes admitem derivada:

(a) zy — iz (b) 22 — 3z (c)z—2 (d) e# (e) Tm(z?).

Resolucgao:

(a) Sendo f(x + iy) = zy — iz, verifica~se que
Ref =wu(z,y) =2y , Imf=v(z,y)=—z

e como tal

ou ou ov v

=Y 5 =2 , — =-1 9 — =0

ox dy ox oy
Atendendo a que todas as derivadas parciais sdo continuas, f seréd diferencidvel no conjunto de
pontos onde se verifiquem as condigoes de Cauchy-Riemann. Tem-se entao que

Ju __ Ov _
9 = oy o Ju=0
ou _ v

pelo que f é diferencidvel apenas no ponto z =1+ 0, e

) )
F(1+0i) = 52(1’0) + iFZ(O’ 1) = —i



(b) Sendo f(2) = 22 — 32 = (z +iy)? — 3(z + iy) = 2% — y* — 3z + i(2zy — 3y), verifica-se que
Ref = u(z,y) =2* —y*> =3z , Imf=v(z,y) =22y — 3y

e como tal 9 5 9 9

U u v v

=2xr—3 — — =2 — =2r—3
o oy Ox v oy o

or
E ébvio que as condicdes de Cauchy-Riemann sdo verificadas para todo (z,y) € R?, e atendendo
a que todas as derivadas parciais sao continuas, f ¢é diferencidvel em C, e

0 0
fl(z) = 8—Z(x,y) —i—ia—Z(x,y) =2x—3+2y=22—3

= _2y )

para todo z € C.
(c) Sendo f(z) =2z —z = +iy — (v — 1y) = 2iy, verifica-se que

Ref =u(r,y) =0 , Imf=v(z,y) =2y

como tal, para todo (z,y) € R?

ou_you_y o
Ox oy Ox oy
.. Ov U 2 - .
Dado que, a condicdo — = —— ndo se verfica para nenhum (x,y) € R*, o dominio de diferen-
Yy x

ciabilidade de f é o conjunto vazio.

(d) Sendo f(z) = e* = eTcosy + ieTseny = ecosy — ie”sen y, verifica-se que
Ref =u(z,y) =e"cosy , Imf=wv(r,y)=—e"seny

como tal

ou ou . ov . ov .
— =e€“cosy , —— =—e"seny , — =—e"seny , — = —e"cosy

ox oy Oz

Para que se verifiquem as condigoes de Cauchy- Riemann

{gg:gz N {excosy:—excosy - {cosyzO

Ju v _ LT _ T _

o) = ~ou e®seny = e*seny seny =0

Atendendo a que as fungbes seno e coseno nunca se anulam simultaneamente, tem-se que o
dominio de diferenciabilidade é o conjunto vazio.

(e) Sendo f(z) = Imz? = Im(2? — y? + i2zxy) = 2wy, verifica-se que
Ref =u(z,y) =2zy , Imf=v(z,y)=0
como tal, para todo (r,y) € R?

ou ou ov ov
— =2y , —=2zr , —=0, —=0
ox oy ox oy
E imediato verificar que as derivadas parciais de u e v sdo continuas em R?, e que as equacoes de
Cauchy Riemann se verificam apenas no ponto (0,0), pelo que a fun¢ao admite derivada apenas
em z=0,e

ou v

1'(0) = 5-(0,0) +i5-(0,0) =0



5. Considere a funcio f : C — C definida por f(z2) = f(x + iy) = 2% — y? + 2i|zy|.
(a) Estude a analiticidade de f(z).
(b) Calcule f’(z) nos pontos onde f é analitica.
Resolugao:

(a) Comegemos por estudar o conjunto dos pontos onde f é C-diferencidvel. Podemos escrever

2 2 .
f(Z)zf(xHy):{x —y°+2xyi se vy >0

2?2 —y? —2xyi se xy <0
pelo que, se zy > 0

u(z,y) =Ref(z,y) =22 —y* , v(z,y) =Imf(z,y) = 22y

esexy <0
w(z,y) = Ref(z,y) =22 —y* , vl(z,y) =Imf(z,y) = —2zy

Temos entao que se xy > 0

ou ou
O xz o, y

Jy

ov ov
) A
Ox v oy .

e as condigoes de Cauchy-Riemann verificam-se para todo (z,y) tais que xy > 0. Dado que as

derivadas parciais de u e v s@o continuas na mesma regiao, conclui-se que f é diferencidvel em

{z € C : Rez-Imz > 0}.

No caso em que zy < 0

ou ou v Ov

— =2 — =2 — =2 — =2
ar T oy Y bz 4o oy v
e as condigoes de Cauchy- Riemann nao se verificam nesta regiao.

Por outro lado, observe que a fungao v(z,y) = 2|zy| nao é diferencidvel em x # 0 e y = 0, nem
em x = 0 e y # 0, mas é diferencidvel na origem, onde mais uma vez sao satisfeitas as condigoes
de Cauchy-Riemann.

Assim, concluimos que os pontos onde f possui C-derivada séo:
{z€ C : Rez-Imz > 0} U{0}.
O maior aberto aonde f é diferencidvel é a regiao de analiticidade de f:

{z € C : Rez-Imz > 0}.

(b) Para z na regiao de analiticidade {z € C : Rez - Imz > 0} temos:

ou Ov .
f/(Z) = %(x,y) =+ Z%(x7y) =2z + Z2y = 2z.

6. Considere a fungao f : C — C definida por

B e it se (2,y) # (0,0)
f(z)—f(f“HW—{ 0T s (e =

(a) Mostre que as equagoes de Cauchy-Riemann sao verificadas em (z,y) = (0, 0).



(b) Verifique, utilizando a defini¢ao, que f/(0) nao existe.
(c) Porqué que isto nao contradiz o Teorema de Cauchy-Riemann?

Resolugao:

(a) Atendendo a definigao de f, podemos escrever

CCB— 3 Z‘B 3
oy = (5 e A0 [ s () £ 0.0
’ 0 se (z,y) =(0,0) ’ 0 se (z,y) = (0,0

Tem-se entao

ou . u(h,0) —u(0,0) ou . u(0,h) —u(0,0)

bt =1 =1 — =1 -1

gz (0:0) = Jim h » 5y (00 = fim h
e

v . v(h,0) —v(0,0) ov .. v(0,h) —v(0,0)

E entao 6bvio que as condicdes de Cauchy-Riemann se verificam em (x,y) = (0,0).
(b) Por defini¢ao

23 —q3 n Z'm3+y3
f/(o) — llm f(Z) B f(o) — hm x2+y2 cc2+y2
z—0 z (z,)—(0,0) T+ 1y

Fazendo z convergir para 0 no eixo real (o que significa z — 0 e y = 0), obtem-se

+ iz
, i & 14
f(0) = lim —— = +1

enquanto que, fazendo z convergir para 0 na recta {z € C : Rez = Imz} (o que significa z — 0
e y = x), obtem-se

. iz i 141

=0z +ir 1+i 2

Como 141 # % conclui-se que o limite nao existe e consequentemente f nao admite derivada
em 2z = 0.

(c) As fungoes u(z,y) e v(z,y) embora tenham as derivadas parciais em (0,0) néo sao dife-
rencidveis em (0,0). Assim, a fun¢do f, vista como uma fungao de R? — R?, nio ¢ diferenciavel
em (0,0).

. Mostre que se f e f sao ambas inteiras, entao f é constante.

Resolugao:

Recordemos que se f é analitica num conjunto aberto e conexo A C C e f/'(z) = 0, entdo f é
constante. No nosso caso A = C, logo basta verificar que f'(z) = 0.

Escrevendo f(z) = u(x,y) +iv(x,y), como f é analitica em C, concluimos que as funcoes u e v
satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann:

ou Ov ou ov

Por outro lado, escrevendo f(z,y) = u(z,y) —iv(z,y), como f é analitica em C, concluimos que
as funcoes u e —v satisfazem as equagcoes de Cauchy-Riemann:

ou ov ou  Ov

oxr — dy  dy o

6



Deste conjunto de equagoes concluimos que:

Ou v Ou v

or 9y 9Oy Ox

Mas entao:
_Ou  Ov 0

f’(z)—%H%—

como pretendiamos.

. Seja A C C um aberto e defina A* = {z € C: z € A}. Se f é uma fungao analitica em A mostre
que F(z) = f(Z) é uma funcao analitica em A*.
Resolugao:

Se escrevermos f(z) = u(z,y) +iv(z,y) e F(z) = U(x,y) + iV (z,y), obtemos:

F(z) = f(2) = w(z, —y) —iv(z, —y) = Ulz,y) +iV(2,y).

Ou seja, U(z,y) = u(z,—y) e V(x,y) = —v(x,—y). Como u e v sdo fungodes diferencidveis em
A, segue-se que U e V sao fungoes diferenciaveis em A*. Por outro lado, verificamos que U e V
satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann em A* da seguinte forma:

o = 2 u(z, )
or oz Y
_ Ou _ v
0| (4 —y)y  OYl(z,—y)
P oV
- @( U( 7_y)) - 87]47
W _ 0, —y)
oy =~ 3y Y
_ Ou _ v
Wliz—y) %] (z,—y)
P oV

= — (vl —y) = =5

onde utilizamos que u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann. Assim, podemos concluir
que F' é analitica em A*.



