Analise Matematica IV - 2003/04
Problemas para as Aulas Praticas

20 de Fevereiro de 2006

1. Considere a seguinte funcdo u : R — R:
u(x,y) = x> +y° = 3xy(x+y)

(a) Mostre que u € uma fun¢do harmonica.

(b) Determine a fung¢do harménica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

(c) Calcule
?{ f(2) 5 dz e &?dz
C(z—1) c z

onde f(z) = u(x,y) +iv(x,y), z=x+iy e C é a curva {z € C: |z] =2} percorrida no
sentido positivo.

2. Considere a fungio g : C — C definida por g(z) = z(z> +7z* — |z|?), e sejam u e v fungdes de R?
em R tais que u(x,y) = Re[g(x+iy)] e v(x,y) =Im[g(x+iy)].

(a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equacdes de Cauchy—Riemann.
O que pode concluir sobre a analiticidade da fungdo g?

(b) Mostre que u € uma funcao harmonica.

(c) Determine uma fungdo f : C — C, analitica em C, tal que Re (f) = u.
3. Calcule a regido de convergéncia das seguintes séries de poténcias:
oo L—l\/i " oo =)
EV) @ ®) ¥ mz+1-0)" () L %(z+1)"
n=0 n=1 n=1
4. Considere a seguinte série de poténcias
(—2)" se nimpar

=, 5" se n par
Z a,z onde a, =
n=0

Sabendo que esta € a série de Taylor em torno de zg = 0 de uma fungdo f, analitica em todo o
seu dominio, calcule f(1).



5. Determine os desenvolvimentos de Taylor das seguintes fun¢des em torno dos seguintes pontos:

(a) senz,emtornode z =T.
(b) €%, em torno de z = ix.

(c) z%¢*,emtorno de z = 1.
(d) Valor principal de logz, em tornode z =i — 1.

6. Para cada funcdo e regido indicada, determine as séries de Laurent respectivas:

@ 2,

z] > L

(b) 2° (e% -l-Z) , |z| > 0.

© o le=il> 1.

(d) (3z2%2—1)sen (%), z| > 0.

7. Determine a série de Laurent de —1— nas seguintes regides:

(-1)
(@ 0<|z—1|<2.

(b) 2<|z—1].
e calcule os seguintes integrais:

(a) 3g|z_1‘:1 Wdz.

(b) 3g|z_1‘:3 W(Zz

8. Seja P(z) um polinémio e Y uma curva simples e fechada em C, percorrida uma vez no sentido
directo, e que ndo intersecta o conjunto dos zeros de P(z). Mostre que o valor de

1 P'(z)
i b

¢ igual ao nimero de zeros (contando multiplicidades) de P(z) que pertencem ao interior da
curva y.




