Anadlise Matematica IV - 2003 /04
Problemas para as Aulas Praticas

Semana 4|

1. Considere a seguinte funciao u : R? — R:
u(z,y) = 2° +y* = 3ay(z +y)

(a) Mostre que u é uma fungao harménica.

(b) Determine a fun¢ao harménica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

(c) Calcule
I S
c

(z—1)° c Z

onde f(z) = u(x,y) +iv(z,y), z =z +iy e C é a curva {z € C: |z| = 2} percorrida
no sentido positivo.

Resolucao:

(a) E 6bvio que u é uma funcio de classe C2(R?) visto ser uma funcéo polinomial. Por
outro lado
ou Ju 9

8—x:3x2—6xy—3y2 , 6_y:3y — 3% — 6zy
‘ 02 o?
U u

sendo entao evidente que Au = % + % = 0 para todo (z,y) € R%
(b) Por definigao, u e v tém que verificar as condi¢oes de Cauchy-Riemann. Entao

g_z - % = 32" — 62y - 3y* = v(r,y) = /(3372 — Gy — 3y*)dy

ou seja
v(z,y) = 3a%y — 3wy® —y° + Ci(2)



Por outro lado

ov ou
= =

0
— = (3:623/ — 3z — P + C’l(x)> = —3y* + 32 + 62y
ox dy

D
pelo que
Ci(z) =32 = Ciz)=2"+C = ovlry) =32"y—3zy* -y’ +2°+C

Dado que v(0,0) = 0 tem-se que C' = 0 e finalmente v(z,y) = 3z%y — 3zy* — y* + 2°.

(c) Pela alinea anterior, a fungao
f(z) = fla +iy) = u(z, y) + iv(z,y)

f(2)

é uma fungao inteira, pelo que Go1p ¢ analitica em C\ {1}. Como 1 € intC, e C

é uma curva simples e fechada, estamos nas condigoes de utilizar a formula integral de
Cauchy generalizada (n = 1),

- £ (0u
ﬁ%dz = 2mif'(1) = 27m<%

Ov

1o | ox

(x’y):(1’0)>

— om <3x2 — 6y — 3y® + i(6zy — 3y + 312)

<x7y><17o>>
= 6mi(1+1)

O segundo integral pode ser calculado como o anterior utilizando, neste caso, a formula
integral de Cauchy com n = 2. Alternativamente, e atendendo a que

f(z) = 2*+9° —3xy® — 322y +i(32%y — 3zy® — ® + 2°)
= 2 + 32%(iy) + 3z(iy)* + (iy)* + v* — 3(iz)y* + 3(iz)*y — (iz)?
= (z+iy)’ + (y —iz)®
= 22442 = (1414)2%,
entao, pelo Teorema de Cauchy:

JE) j{(l +i)dz = 0.
C

c 2

. Considere a fungao g : C — C definida por g(z) = 2(2? + 2% — |2]?), e sejam u e v fungdes
de R? em R tais que u(z,y) = Re [g(z + iy)] e v(z,y) = Im [g(x + iy)].

(a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equagdes de Cauchy—
Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da fungao g7

(b) Mostre que u é uma fungao harménica.
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(c¢) Determine uma fungao f : C — C, analitica em C, tal que Re(f) = u.

Resolucao:
(a) Fazendo z = = + iy
9(z) = 2(2+7 [ = (v+iy)(le+iy) + (@ —y)* - (@ +y%)
= 2° - 3wy® +i(2y — 3y°)
pelo que
Re f =u(z,y) =2° —3zy® e Imf=v(z,y) =2y — 3y°

Calculando as derivadas parciais

——_3 2_32 - _6
ik R y
’ 9 9
v v
_:2 -7 2_92

E 6bvio que todas estas funcoes sdo continuas em R?, visto serem funcoes polinomiais.
Por outro lado

ou Ov
—=_— & 2°+6y2=0
or Oy T+ 0y
e
du v 0
_— = I’ =
By oz 4
Conclui-se que as condigoes de Cauchy-Riemann se verificam sse (x,y) = (0,0), pelo

que a funcao admite derivada apenas em z = 0 e consequentemente o seu dominio de
analiticidade é o conjunto vazio.

(b) Como ja se referiu, u(z,y) = 2% — 3xy? é uma fungao de classe C?(R?) visto ser
polinomial. Por outro lado

ou ou
— = 322 — 3y? — =6
‘ 92 92
u u
o2 =0 g T

e é 6bvio que Au = 0 para todo (z,y) € R

(c) Denotaremos a harménica conjugada de u por ©. Por defini¢ao, u e ¥ tém que verificar
as condi¢oes de Cauchy-Riemann. Entao

oo Ou ) 3 B ) , L, ;
8y_8x_3x T = U(:C,y)_/(?)x 3y°)dy = 3x°y — y° + C1(2)
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Por outro lado

o5 ou D (.o 4 B
o oy &Awy y+CMM>—My

pelo que
Cil(z)=0 = Ci(z)=C = by =32"y—y"+C

Note que, como seria de esperar atendendo ao resultado da alinea (a), a conjugada
harmoénica de u, v, é distinta de v.

. Calcule os regiao de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

@S E S e @S Eey

Resolucao:

(a) Note-se que

%0 o (L) (2 =20
sl ) e

pelo que se trata de uma série de poténcias da forma Z an(z —2i)". Tem-se entao (caso
o limite exista):

(1/v2)" 4
_ _ it (n+ 141
R = hqgn P hn W \/5 llTILIl n4——|—1 = \/5
NCES N

Assim, a série é convergente na regiao:
{zeC :|z-2i| <V2}.

(b) Trata-se de uma série de poténcias da forma Z a,(z+1—1)". Tem-se entao:

1
1/R = limsup "v/|a,| = limsup — =0
n n n

pelo que R = +o00. Consequentemente, a série é convergente em C.

(c) Trata-se de uma série de poténcias da forma > a,(z + 1)". Tem-se entdo, caso o

limite exista '
n!

R = lim =lim —2— =¢
nolap n (n+1)!
(n+1)n+1

e a série é convergente na regiao

{zeC: |z+1|<e}



4. Considere a seguinte série de poténcias

—+00

E Qy 2" onde ay = o Se mpar
- " " (—2)" se n impar

n=

Sabendo que esta é a série de Taylor em torno de 2y = 0 de uma funcao f, analitica em

todo o seu dominio, calcule f(1).

Resolucao:

Dado que as duas subsucessoes de a,, sdo (—2)" e 5", vé-se facilmente que:

n 5 se mn par
Vial={

2 se n impar

Logo:

limsup v/|a,| = 5.

Tem-se entao que a série converge na regiao
1
{zeC: |z| < 5}

Assim sendo, a série Y7 a,z" diverge em z = 1, pelo que é impossivel calcular o valor
de f(1) por substitui¢ao de z = 1 naquela série. Porém, na regiao |z| < 1, temos:

flz) = Zanz”
= ) o5t ) (-2

n par nimpar

= i 52m2m 4 i(_2)2m+122m+1
m=0 m=0

— i <(5z)2>m — 2z i ((22)2>m
m:01 2z "
1—2522 1 — 422

Como f é analitica em todo o seu dominio, concluimos que:

B 1 2z
1 —-2522 1 —422°

f(2)

1 1
para qualquer z € C \ {:I:g, :|:§} ;

o que implica que f(1) = g



5. Determine os desenvolvimentos de Taylor das seguintes funcoes em torno dos seguintes
pontos:

(a) sinz , em torno de z = .
(b) €** | em torno de z = 7.
)

)

22e?

(c

(d) Valor principal de log z em torno de z =i — 1.

, em torno de z = 1.

Resolucgao:

(a) Para todo z € C

sinz=sin(z+7—7m) = —sin(z —7m) = — i(_1>n(z — 7T)2n+1
- - T 2n 1 1)
(b) Para todo z € C
02— Q2emim) 2im _ 2(a—im) _ f: 2_7:(2 py
“— nl

(c) Para todo z € C
e = (z—1+1)2% M =[z-1)0*+2(z—1) + 1}e§: (Gl
B B —~

= eiw+2€iﬂ+e§:ﬂ

| |
n=0 ’ n=0 n n=0 n:
= Zan(z -1
n=0
em que

e se n=20

a, = 3e se n=1

¢ + 2¢ + il se n>2

(n—2)! (n—1)! n! -

(d) Paratodoo zem D=C\{z+iy € C:y=0ex <0} (o dominio de analiticidade
do v.p. do logaritmo):

1 1 . 1 z—i+1\"
1 / - 1—1' _ 2: 1n 1
(log 2) z z—i1+14+i—1 1+—ZZJ{1 1—1 (=1) < 1—1 ) ’ (1)

n=0




para |z 44 — 1] < |i — 1| = y/2. Primitivando, obtem-se:

(z—z—i—l"“_ iz —i+1)"
logz—C'—i-Z (n 1 10— 1) C’+Z G = 1) :

Esta igualdade é valida no maior disco centrado em z —i+1% que nao intersecta o semieixo
real negativo, ou seja, para |z+7— 1| < 1. Note-se que este disco estd contido no dominio
de convergéncia da série (1). Finalmente, fazendo z = i—1 na igualdade anterior, obtem-se
C =log(i —1). Assim:

nl . 1
logz = = log2+z +Z ZZ_1;+ S ;

para |z —i+ 1] < 1.

. Para cada funcao e regiao indicada, determine as séries de Laurent respectivas:

2] > 1

1
(2) z—1
Resolucao:

Dado que |z| > 1 (o que implica |

1 1 1 T e /1\" o= /1\nt1
z—1_2'1—§_22<2) _Z(Z>

n=0 n=0

< 1), é valido o desenvolvimento

(b) 2° <eé +z> , |z >0

Resolugao:

Para z # 0, é valido

Resolucgao:



Para |z —i| > 1 (o que implica — < 1), tem-se que

|2 =

d d
ﬁ - (=) -£(==)

Usando o facto de a série geométrica ser uniformente convergente na regiao {z : |i| <r}
para todo r < 1, podemos derivar termo a termo, obtendo-se

() =X

n=0 n=0
Finalmente
z—1i =i+ 1)
:Z , para |z —1i| >1
: n+1
(z — 2i) —~ (2 i)

3
(d) (322 — 1) sen (”Zj Z), 2] > 0.

Resolucao:

Para |z| > 0

(32 — 1) sen (WZ il Z) = (32 — D)sen(rw + ;) =(1- 3z2)sen(i)

23 22
ad (—1)" 1\ 2n+1
- s
( Z);Qn—kl)! 22
— 2n+1 lpAnt2 L ( 2n—|— (2n + 1)lzn

7. Determine a série de Laurent de W nas seguintes regioes:

(a) 0<|z—1]<2.

(b) 2<|z—1] .



e calcule os seguintes integrais:

Resolucgao:

(a) Para qualquer z € C\ {—1, 1}, tem-se que

1 1 ! d g/ —1
(z2—1)2_(z—1)2(z+1)2_(2—1)2'E(z+1>

Para 0 < |z — 1| < 2, é valido

1 1 d —1 1 d ~1
(22_1)2 - (z—1)2'£<2+z—1>:(2_1)2E<2(1+221)>

- 2(;__11)2%;<_z;1>n

Pela convergeéncia uniforme da série geométrica, podemos derivar termo a termo e obter

1 - (z — 1) - (z —1)n3
n — -1 n+1
( o 1) Z _ 1 2 ; ;( ) n 2n+1

1), tem-se que

2
Por outro lado, se |z — 1| > 2 (o que implica ] <
S

ey - e EEr) ey E )

1 d/ —1 < (=2)" 1 d = (—1)mHon
h (2—1)2'E<z—1;(z—1)n>:(z—1)2'£z(z—1)n+1

n=0
_ i "+12”( —n —1) i 1"2"(n + 1)
(z —1)2 — (z — 1)n+2 — (z — 1)n+4

(b) Por defini¢ao, para qualquer n € Z

_ 1 f(2)
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é o coeficiente de (z —zp)"™ da série de Laurent de f convergente na regiao r < |z—zy| < R,
para qualquer curva de Jordan C, seccionalmente regular, percorrida em sentido directo,
contida na regiao de convergéncia. Sendo assim, e atendendo a que a circunferéncia
|z — 1] = 1 é uma curva de Jordan e estd contida na regiao 0 < |z — 1| < 2, o integral

pedido
1 f(2) .
—  dz= % ————dz =2mia_
%zﬂ:l (22— 1) |z—1]=1 (z—1)° '

em que a_; € o coeficiente de Z—il da primeira série obtida em (a). Assim,

1 1 m
= dr=97mi(—2) = -~

Analogamente, e dado que a circunferéncia |z — 1| = 3 é uma curva de Jordan e estd
contida na regiao |z — 1| > 2, o integral pedido

L _ )
}{ZH:B mdz N j{zu:g mdz =2mia_

em que a_; é o coeficiente de 5 da segunda série obtida em (a). Assim,

1
———dz=0
]i—lz1 (22 —1)2

. Seja P(z) um polinémio e v uma curva simples e fechada em C, percorrida uma vez no
sentido directo, e que ndo intersecta o conjunto dos zeros de P(z). Mostre que o valor de

1 P'(2)

2mi J., P(2)

é igual ao niumero de zeros (contando multiplicidades) de P(z) que pertencem ao interior
da curva 7.

Resolugao:

Se P(z) = a,2"+- - -4+ajz+ag é um polinémio de grau n entao, pelo Teorema Fundamental
da Algebra:

P(z)=an(z—21)(z — 22) -+ (2 — zp)

onde z,...,2, sao os zeros de P(z) (alguns dos factores podem aparecer repetidos).
Entao:

n

P'(z d d Y :
P((z)) = log P(z) = — <1Oga0 + ;bg(z B Zk)) =2 z— 2

= k=1
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Desta forma: .

1 [ P(2) 1 1
. dz = — d
QWi]{ P(2) : QWiEZ;]{z—zk ©

k Y

1 Qs — 0 se z ¢intvy,
v 2= 2k N 2me se zp € intry,

Calculando

obtem-se o resultado.
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