Analise Matematica IV

Problemas para as Aulas Praticas

'Semana 5|

1. Determine e classifique as singularidades das seguintes funcoes. Calcule os residuos
correspondentes.

D) i) = 22
b) fo(z) = (Zzig)z

) 5i2) = i
d) fil2) = =22
) fu(z) = 2 exp

Resolucgao:

(a) f1 é o quociente de fungoes inteiras, logo é analitica em C\ {7}. Como em poténcias
de z — 7, tem-se que para todo z € C\ {r}

lim(z —7)fi(z) = im(1 —cosz) =1 —cosm =2 # 0,

concluimos que 7 é um pdlo simples e Res (f1,7) = 2.

(b) Visto f, ser uma funcio racional, serd analitica em C\ {1/2i, —v/2i}. Note-se que a
funcao f,; pode ser escrita na forma

fo(z) =

(2 — V20)2(2 + \/2i)?

e como tal +iv/2 sdo candidatos a polos de segunda ordem. De facto

| . o R )
i = VARG = M T v 8

pelo que v/2i é um polo de segunda ordem, e

)= lim ((z—V20)2f(z g im (Z+\/§i)2_22<2+\/§i)—
Res(fo, V2) = i ((z = V2iPfo(2) = lim T ~0




Analogamente se conclui que —v/2i é um polo de segunda ordem e Res( fa, —\/52) =

(c) Mais uma vez f3 é uma funcao racional, pelo que f; é analitica em C\ {0,1,—1}.
Note-se que podemos escrever

1
2T(1—=2)(1+ 2)

pelo que 0 é candidato a polo de ordem 7, e +1 sao candidatos a polos simples. De facto

f3(z) =

. 7 o
e Sl =l =1
pelo que 0 é um polo de ordem 7, e
lim (z 41 —lim =]
S, (2 £ 1) fs(2) = limy J(z¥1) 2

donde 1 e -1 s@o polos simples, podendo ser concluido de imediato que Res(fy, 1) = —%.

Para calcular o residuo de f3 em 0 e para evitar ter que calcular 6 derivadas, vamos
recorrer ao desenvolvimento em série de f3 em torno de zop = 0. Assim, para |z| < 1

] & 207 _ 1 1 1 5
fg(Z): 1_22 :—72 Zz —|———l—§—|—;+z+z + ...
n=0 n=0

Confirma-se que 0 é um polo de ordem 7, e Res(f,0) = 1.
(d) Como anteriormente, fy é analitica em C\ {0, 1, —1}. Note-se que podemos escrever

fa(z) =

241 = 2)(1+ 2)

pelo que, 0 é candidato a polo de terceira ordem e 1 sao candidatos a polos simples. De
facto

sen z sen 1

ZIE%(Z +1)fi(2) = Zlggl AzFl) T

sen 1

pelo que %1 sao polos simples e Res(fy, 1) = F%5=. Por outro lado

comcluindo-se que 0 é um polo de ordem 3. Para calcular o residuo, e evitar o calculo
de duas derivadas e alguns limites “aborrecidos”, vamos recorrer ao desenvolvimento em
série de poténcias de z da func@o f;. Assim, para 0 < |z] < 1

1 1

fi(z) = Sasenz—;

2n+1

B z4Z 2n—|—1'22n

n=0

2



O facto de se ter um produto de séries dificulta um pouco o processo, mas para calcular o
residuo necessitamos apenas de saber qual o coeficiente da poténcia % Efectuando alguns
produtos relevantes, observamos que

1 2 2

fa(z) = ;(Z—§+5—ﬁ+...><1+22+z4+z6+...>

1 1z 22 s 4 6
= (;—%‘Fa—ﬁ—l—...)(l%—z + 2"+ 2z +>

1 1 1 ~—
= S (g1 X

pelo que se confirma que 0 é um polo de terceira ordem e Res(fy,0) = —% + 1.

(e) E fécil de observar que f5 é analitica em C \ {0}. Atendendo a que para z # 0

>~ 1 =1 1 1 1 1
2 - n o nt2 2 [ T _
fo(z) = 2 ;nlz _T;nlz S At T s

0 é uma singularidade essencial e Res(fs,0) = ;.

. Considere a funcao
1

sen T’
4

9(z) =

Mostre que g(z) nao possui uma singularidade isolada em z = 0.
Resolucgao:

Por ¢ ser definida a custa de quocientes e composicoes de fungoes analiticas, serd analitica
em

C\{z: seng:(]ez:()}:(:\{o,%:kEZ\{O}}

Por definicao, 0 serd uma singularidade isolada de g(z) se existir € > 0 tal que g(z) é

analitica em {z : 0 < |z] < €¢}. Como % — 0, para qualquer € > 0, podemos sempre
encontrar (um nimero infinito de) pontos da forma + em {z: 0 < |z| < €}, e como tal 0

k
nao é uma singularidade isolada.

. Considere as curvas 71 = {z € C: |z] = 1} e 9 = {z € C : |z + 2mi| = 1}, percorridas
uma vez no sentido directo. Calcule o valor dos integrais

72 g(2)dz,

para cada uma das seguintes fungoes complexas:



1 z— 0

. B .. g 4 _
() g(e)= . () &) ==Hen(), (i) 9= 5—pa i
Resolugao:
(i) A fungao

()= —

IE =

é analitica em C\ {z : ¢ — 1 = 0}, ou seja tem singularidades nos pontos z = 2kmi para
k € 7Z. Note-se que
2kmi| <1 < k=0

pelo que

7{ g(z) dz = 2miRes(g, 0)

7
Para calcular o referido residuo, note-se que

1
2+ 2+

9(2) =

o que implica que
1
lim zg(z) = lim 5 =1
2—0 =04 2424

concluindo-se que 0 é um polo simples e que Res(g,0) = 1. Entao

7{ g(2) dz = 2mi

71

Por outro lado
|2kmi +2mi| <1 & k=-1

pelo que
jQ{ g(z) dz = 2miRes(g, —2mi)
Y2
Para calcular o residuo, note-se que
o
lim (z+2mi)g(z) = lim P — Y

z——27i z——2mi e* — 1 w—0 eW—2mi _ ]

concluindo-se que —27i é um polo simples e que Res(g, —27i) = 1. Entao
7{ g(z)dz = 2mi
72
(i) A fungao

1
pr— 2 p—
g(z) = z°sen .
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é analitica em C \ {0}, ou seja tem uma singularidade em z = 0. Assim:

% g(z) dz = 2miRes(f,0)
Y1
Para calcular o referido residuo

g(2) :ZQZ (=1" =z ! +L—...

(2n+ 1)1z20+41 — 7 31z T B123

n=0

. Entao

pelo que 0 é uma singularidade essencial e Res(g,0) = —%

Por outro lado, dado que |04 27| > 1, g é analitica na regiao interior a 7, e pelo Teorema

de Cauchy
}{ g(z)dz=0
Y2

z— 20 z—2 1

9(z) = A 158 — 42 22(2% — diz — 4) - 22(z — 21)

(iii) A fungao

¢ analitica em C\ {0, 2i}. No interior de 7, temos apenas a singularidade z = 0, pelo que

f g(z) dz = 2miRes(f,0)

Y1

Para calcular o referido residuo, note-se que

1 1
lim 2%g(z) = li =——#0
iy 2°9(2) = lim ———2 = —5; #0,
pelo que 0 é um polo de ordem 2, e
d d 1 1
Res(g,0) = lim —(2%¢g(2)) = lim =-

2—0 dz z—»OE,z—ZZ_Zl

)
f;l g(z)dz = b}

Por outro lado, como ¢ é analitica na regiao interior a 7, o Teorema de Cauchy mostra

que
}{ g(z)dz=10
72

Entao



4. Calcule o seguinte integral

7{ ( 22 ) 1 >
——— + zsen — | dz,
o \sen (7z) (z—1)

onde C é a elipse |z — 1| + |z + 1| = 3, percorrida uma vez no sentido positivo.
Resolucao:

Por linearidade

22 1 22 1
j{ (— + 2%sen —2) dz = f —dz+7{ 2%sen —de
o \sen (mz) (z—1) c sen (7z) c (z—1)

Relativamente ao primeiro integral, verifica-se que a fungao

f(z) =

sen (mz)

¢ analitica em C\ {z : sen(wz) = 0}, isto é, f tem singularidades nos pontos z; = k
para k € Z. Assim, as singularidades de f no interior de C sao 0,+1. Pelo Teorema dos
Residuos

]if(z) dz = 2mi (Res(f, 0) + Res(f,1) + Res(f, —1))

Atendendo a que

z 1
li - lim —=— . ] ——.0
Zlmo f(z) zlmO ” ( z) Zlmoz

conclui-se que zy = 0 é uma singularidade removivel e consequentemente Res(f,0) = 0.
Por outro lado

1) 1
lim(z — 1) f(z) = lim wiw+ 1) = lim ———— = =
21 w—0 sen (m(w + 1))  w—0 —sen (ww) 7T
1
pelo que z; = 1 é um polo simples e Res(f,1) = ——. De forma andloga se mostra que
0
z_1 = —1 é um polo simples e Res(f, —1) = —%. Entao
1 1
dz =2mi(0 — — — —) = -4
§ 1z = 2mil0— ~ 2 = i

Relativamente ao segundo integral, verifica-se que a fungao
2qon — L
(z—1)°

é analitica em C \ {1}. Dado que 1 € int C, pelo Teorema dos Residuos

7{ g(z)dz = 2miRes(g, 1)
c
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Mais uma vez utilizando o desenvolvimento em poténcias de z — 1 da fung¢ao seno, tem-se
para z # 1

o0

2 1 _ 2 <_1)n 1 2
g(z) = z%sen i (z—141) 2 (20 +1)! ((z— 1)2)
2 1 1 !
= (G-1re2e-n ) <(z BNV e e )
2 1 1
= 1+ +

-1 (z—12 3l(z—1* 7

donde se conclui que 1 é uma singularidade essencial, e pela série Res(g, 1) = 2, pelo que

fc g(2) dz = Ami

2 1
}{ (Z— + 2%sen —2) dz = —41 4+ 4mi
o \sen (mz) (z—1)

5. Recorrendo ao Teorema dos Residuos, mediante a escolha de um contorno de integragao
adequado, estabeleca os seguintes resultados:

()/27r do B 2
e 0 2 tsen2d V3

27 2
(b)/ cos* 36 20 3_7r
0

Finalmente

5—4cos20 8
2T cos?(36) 1 14
tao: T aeosion W =75 5 — 4cos(20)
Sugestao: mostre que/0 5~ dcos(20) do 2R /0 5 — 4cos(20)
+o0 1 —
o [ gy = B VAT
oo (24 1) (224 3) 6

*© dx 2
(d) /oox6+1_§7r

—+o00
() / _zsenx

o (2+1) e

[

Resolucao:



(a) Efectuando a mudanca de varavel z = €, 0 € [0, 2], obtemos

2w 1
I = / ——df
o 2+sen?d

By
‘Z|:12+( 1>2 1z

z—2"
24

z
— 4id — g
ZfQZI 24— 1022 +1 -

A funcao
z

S T

¢ analitica em (C\{\/5+2\/_,—\/5+2\/6, \/5—2\/_,—\/5—2\/6}, e é 6bvio que

’\/5+2\/6‘>1 , ‘5—\/6‘<1

pelo que, utilizando o Teorema dos Residuos

1 = 4i(2mi(Res(f, /5 — 2V6) + Res(f, —/5 — 2V6))

Dado que todas as singularidades sao polos simples de f,

Res(f, /5 —2V6) = lim

z(z—\/5—2\/6) _ 1
c/5-2v6 (2 — V5 —2v6) (2 + V5 — 2v6)(22 — (5 + 2V6)) 8v/6

e da mesma forma se calcula

Res(f, —\/5 — 2\/6) = _8_\1/6

Conclui-se entao que

7 2m 2
= -_—__ 7r —
V6 3
como se queria mostrar.
(b) Atendendo a que
1 2
cos? o = M , Va e R

tem-se que, para # € R

cos?(30) = %(1 + cos(66)) = %Re(l + cos(66) + isen (60)) =

8

1 )
§Re(1 + 667'6)



e estd demonstrada a sugestao. Comecemos entao por calcular

o 6i0
;= / _ e
o D —4cos(20)
o 6i0
1+
= / 25_,,_ —2i0 do
0o 5—4(—5—)
B 7{ 1+ 26 dz
B |z|=1 5 — 2(22 + 2_2) 12

@ 2(2°+1) s
2 ]2:1 EEE

2

A funcéo integranda é tem singularidades em +v/2 e + %, pelo que é 6bvio que

' 1
I = %(27ri(Res(f, \/;) + Res(f, — 5)))
Atendendo a que todas as singularidades de f sao polos simples, tem-se que
1 2(204+1) 3

1 ) = lim = —=
Res(f’\@:imjg(z_ LA YRR

Analogamente
1 3
R —/z)=—=
pelo que
6 6
I=tomi(—2)=2
2 8 8
Finalmente ) ) ) »
T cos” 30 1 To1+¢€ 3m
————— df = -R ———df = —
/0 5 — 4 cos 20 2 e/o 5 — 4 cos(26) 8
(c) Considere-se a fungao complexa de varidvel complexa
1
fz) =

(224 1)(2%2 + 3)
e para R > /3, a curva
Cr=IpUTr={2=2: xc[-R R}U{z=Re" : §c[0,n]}

Pelo Teorema dos Residuos

(2) dz = 2mi (Res( f,i) + Res(/, ﬁz)

CRr
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Dado que as singularidades sao polos simples de f

N . . 1 1
Res(f,) =lim(z =) (=) =lim ey = 5
(&
S B . o 1 1
Res(f, V/3i) = ZE%Z(Z V3i)f(z) = z1—1>H\/1§z ST i
Entao

(1 1\ 7(3—+3)
CRf(z)dz-Qm <5_4\/§z) = 5

b feydz= [ e / RCEE

Por outro lado

ou seja

W_T@:/_zf(g;) dg;+/07rf(Rei9)Riei9d9

e fazendo R — oo, obtemos

7r(3;\/§) :/_‘X’ 1

d li ! ReYRic?dp
D@yt | SR Rie

Atendendo a que

" W0\ 1y i " R B TR
| eyt < | i = e

quando R — oo, conclui-se que

lim / f(Re®)Rie?df = 0
0

R—o0
e como tal

o ($2+1)($2+3)d$_ 6

/°° 1 _ m(3—V3)

como se queria mostrar.

(d) Um modo de obter o resultado ¢ imitar a resolugao de (c). Uma outra, que poupara
algumas contas é como se segue.

Considere-se a funcao complexa de variavel complexa

e para R > 1, a curva

Cr=1IpUTRUIz ={z=z:2 € [0,R]}U{z = Re" .0 ¢ [O,g]}u{z — 2’5 .2 € [R,0]}
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Atendendo a que as singularidades de f sao as raizes sextas de —1, ¢é facil de verificar,
que a tnica singularidade no interior de Cg é precisamente e’s (recordar a definigao
geométrica das raizes de indice n). E tambem fécil de intuir que todas as singularidades
sao polos simples, pelo que

i i 1 e 6
es(f,ev) ﬁlmﬁ(z es)f(2) lim & 5
e assim i
(z) dz = 2miRes(f, e%) Y
Cr 3

Por outro lado

]{f(z)dz: f(z)dz—l—/ f(z)dz + f(2)dz
Cr In I'n

I%y

ou seja
—5im
€ 6
m
3

= f(z)dz+ f(z)dz+ f(z)dz
In T'r

I%y

Utilizando as parametrizacoes que definem cada uma das curvas obtemos

R
RO / f(z) dz

e
0 L S
/ f(z)dz = / f(ze's)e'sdx
Iz R
3
R
n 1
= —613/ T a— dl’
o (ze'3)s+1
R
r 1
= —613/ 6—d$
0 A +1
Entao

et [ Rremiretao— et [ -
— — '3
i /0 f(z) x—i—/o f(Re")iRe e /0 o

e fazendo R — oo, obtem-se

—5im
e 6

:/ f(ZB) dx + lim ’ f(Reie)iReiedQ_ei’é/
3 0 R—oo [ .

1
6 4+ 1

dx

T

Como na alinea anterior é facil de mostrar que

lim / f(Re®)iRe®df = 0
0

R—o00
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tendo-se finalmente que

. < 1
(1—6’3)/ 6—dx:m'e i
o 2%+1 3

ou seja

—5im

/‘X’ 1 g T e 6 T
, r=— — = —
o 2841 31—e¢es 3

Finalmente, pela simetria da funcao integranda
< 1 2w
dr = —
/_Oo 641 3

(e) Considere-se a fungao complexa de varidvel complexa

como se queria mostrar.

iz

ze

e para R > 1, a curva

Cr=IrUTlr={2=2: 2€[-R R}U{z=Re” : 0 c[0,n]}

Pelo Teorema dos Residuos

(z)dz = 2miRes(f, 1)
Cr

Dado que as singularidades sao polos simples de f

1z 1

T At
Entao ‘
f(z)dz = m

Por outro lado
f(z)dz= [ f(z)dz+ [ f(2)dz
CR IR, FR

ou seja
e R T . .
— = / f(z)dx + / f(Re®)Rie®do
€ -R 0

e fazendo R — oo, obtemos

T [ e - " 0\ 13 0
€_/Oox2+1dw+1%£%o i f(Re")Rie”do
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Dado que | 55| — 0 quando R — 00, estamos nas condigoes de utilizar o Lema de Jordan
e concluir .

Jim /O f(Re®)Rie®df = 0
e como tal

[e'e] :Eeiz -
/ dmzﬂ—z
| e
e * rcosx * rsenx
— = dr +1 ———dx
e /_OO 2 +1 /_oo 2 +1
> rsenx
/ de ==
| e

. Seja f(z) uma funcao analitica no conjunto A = C — {z1,...,2,}. Observe que a fungao
F(z) = % f(2) possui uma singularidade isolada em z = 0. Define-se o residuo de f em
00 por:

Pela férmula de Euler

permitindo concluir que

como se queria mostrar.

Res(f, 00) = —Res(F, 0).

Mostre que se v C A é uma curva simples, fechada, percorrida no sentido directo, que
contém os pontos {z1,. .., z,} no seu interior, entao:

/f(z) dz = —2mi Res(f, 00).

Resolugao:

Observe que 7 é homotépica em A a uma circunferéncia {z € C : |z| = r}, para r
suficientemente grande. Assim, temos:

/ﬂaw:|:ﬂ@w

= f(re®yrie dt
0

2 1 1 ge i
:/0 f(%eit) T%ef%t ’ dt
1 /1
— — (=) dz= F(z) dz.
Llﬁf@)z L¢<”z

=¢
Como a funcao f(z) é analitica em |z| > r, a Unica singularidade da fun¢ao F(z) em
|z <26 2=0. Pelo Teorema dos Residuos conclufmos que:

/f(z) dz = /||1 F(z) dz = 2mi Res(F,0) = —27i Res(f, 00).
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