Anélise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

'Semana 6/

1. Determine todas as solugoes das seguintes equacoes diferenciais ordinarias lineares

d
a) —y+y:2+2x b) ¢ =v¢—t
dz
d di
c) xd—z+2y:(x—2)e$ d) d—i—Gilesen(?t)
dy 1 o dr
e) E—y(; tgt) +tcost f) (1+y)@—arctgy T

Resolucgao:
(a) Trata-se de uma equagao linear em y, admite um factor integrante, u(z) dado pela
equagao

/

W=p < K1 o logp=2 <& pu=2¢c"
U

Multiplicando ambos os membros da equacao por p obtemos

d
%(e‘”y) = (24 2x)e" & ey = /(2 +2zx)e" dr + ¢

& ylr)=e" (2376”” + c)

& ylr)=2x+ce”

em que c € R.

(b) A equacao é equivalente a

P ==t (1)
Esta equagao admite um factor integrante, p(t) dado por
/1//
W=-pn & —=-1 & logu=—-t & p=ce
1

Multiplicando ambos os membros da equagao (1) por u obtemos

d

a(e_t@b) =—te! & elp=— /te_tdt +c & Yit)=¢ (te_t +e '+ c)

& Pt)=t+1+ce

em que ¢ € R.
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(c) Para = # 0, a equagao pode ser escrita na forma

2 r— 2
ye2, =2
T

e @)

Trata-se de uma equagao linear, e admite um factor integrante, p(x) dado por

2 "2
W==pn < r_2 4 logp=2logr < pu=2a?
x g

Multiplicando ambos os membros da equagao (2) por u obtemos

di;(ny) = (2? = 22)e" & 2Py= /(932 —2zx)e"dx + ¢
1 2 T
& y(a:)—;((:r —4x +4)e +c>

em que c € R.

(d) Trata-se de uma equacgao linear em i, admite um factor integrante, u(t) dado pela

equacao
/

I

W=-6p & —=-6 < logu=-6 o p=c°
L

Multiplicando ambos os membros da equacao por i obtemos

d
d—(e’ﬁti) =10e %sen(2t) & e %= /106& sen(2t) dt + ¢
T

& i(t) = ce® — %(COS(Qt) + 3sen(2t))

em que c € R.

(e) Para t # km, k € Z, a equagao é equivalente a

d 1
d—i— (;—tgt):tcost (3)

Esta equagao admite um factor integrante, u(t) dado por

, 1 1
u:—(z—tgt),u < logu = —logt —logcost < p=

tcost
Multiplicando ambos os membros da equagao (5) por p obtemos

d
Yy o Y

— =t+c
dt(tcost tcost +

& y(t) =t(t+c)cost

em que c € R.
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(f) A equacao é equivalente a

d:zc+ r
dy 1+y> 14y

arctgy

Esta equagao admite um factor integrante, u(y) dado por

!/

— arctgy
H e 1vy

& logp=arctgy & pu=e

Multiplicando ambos os membros da equagao (5) por p obtemos

d

_(earctgyl,) — 1 arctgyearctgy o= earctgyx — arctgyearctgy _ 6arctgy +c
dy 1+ 42

—arctgy

& x(y) = arctgy — 1+ ce
em que ¢ € R.

2. Determine as solugoes dos seguintes problemas de Cauchy

a) vy =2y +23e® , y(l)=0.
dv 2u 1
b) — - =0, v(0) =1.
)du+1+UQU 14 u? » v(0)
4+ h(t)r—t=0, _J 0 set<O
°) {:13(—1):2 ’Comh<t>_{t set>0

Resolucgao:

(a) Para x # 0, a equacgao ¢ equivalente a

2

y/ — Zy= x26m
x

Admite como factor integrante

C2g, 1
) = el 2= L

Tem-se entao que

d 1 i 1
%(ﬁy):e S Sy=c +c

& y(r) =2%(e" +¢)
Dado que y(1) = 0, teremos

O=e+c & c=-—e

e a solucao do PVI é
y(x) = 2°(e” —e)
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(b) A equagao é equivalente a

dv N 2u 1
- v =
du 1+ u? 14 u?

que admite um factor integrante, u(t), dado pela equagao

, 2u w 2u

— <:> - = -
ALy o 1+ u?

& logp=log(l+v?) & pu=1+d°

Multiplicando ambos os membros da equagao (5) por p obtemos

d
S+ =1 & (+wp=ute © v(u)zlu+—+;2
Dado que v(0) = 1 tem-se
l=c
e a solugao do PVI é
(u) u—+1
v(u) = ——
u? 41

(c) Comegemos por resolver o PVI

definida para t < 0. Dado que

e como x(—1) = 2, tem-se que

e a solugao é

t*+3
=" i<
2
Por outro lado, para t > 0, teremos que resolver o PVI
¥ +ter—t=0
t*+3 3
O e —_ —
#(0) 2 lhi=0 2

onde a condigao inicial forga a continuidade da solugSo em 0. A equacgao é equivalente a
¥+t =t (6)

que admite um factor integrante, u(t) dado pela equacao

! 2

/ H t 2

w=tnp & —=t % logu:E & pu=e:2
"
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Multiplicando ambos os membros da equagao (6) por u obtemos

d, ¢ 2 2 2 _2 82
%(62;1:):2562 & erx= [terdt+c & z(t)=e 2(62 +c>
2
& z(t)=1+ce 2 : ceR
Dado que z(0) = 2, tem-se
1
— =1 = = —
+c c 5
e a solugao do PVI é
1 2
x(t)zl—{—ﬁe_% , t>0
Finalmente a solugao pedida é
243 se t<0

x(t) = i

2
t
IT+ge 2 se t>0
A funcao x é por construcao continua. Para concluir o problema ha que verificar que é
continuamente diferenciavel. Note-se que

2

t
P{t)=tse t<0 e x'(t):—ie_% se t>0

e que
t) — 14+ lem> =2
#(0%) = tim T IOy I T o

t—0+ t t—0 t

© 243 3
0 +
Z'(07) = lim z(t) = #(0) = lim -2 2 =0
t—0— t t—0 t

Entao

—lem7 se t>0
E agora simples de verificar que ' (t) é uma funcdo continua em R.

3. De acordo com a lei de arrefecimento de Newton, a taxa de arrefecimento de uma
substancia numa corrente de ar, é proporcional a diferenca entre a temperatura da
substancia e a do ar. Assumindo que a temperatura do ar é 30° e que a substancia
arrefece de 100° para 70° em 15m, determine o tempo que a substancia demora a atingir
a temperatura de 40°.

Resolucgao:

Sendo T'(t) a fungao que representa temperatura da substancia no instante ¢, temos que

T=—kKT-30) ,  T(0)=100



Andlise Matematica IV 6

em que t € medido em minutos, e k é a constante de proporcionalidade. Trata-se de uma
equacgao linear nao homogenea, de factor integrante

M(t) _ effkdt — okt

Multiplicando todos os termos da equacao por pu(t)

d
S(e7HT) = ~80ke ™ & e THT = 3067 4 ¢ & T(t) = 30 + cc”

Como T'(0) = 100, concluimos que
T(t) = 30 + 70e*
Atendendo tambem a que 7'(15) = 70, vira

log(4/7)

0= 15k k=
7 30 + 70e & 5

Pretende-se determinar o instante em que a temperatura da substancia é de 40°, isto é,

15log(1/7)
log(4/7)

Pelo que a temperatura da substancia sera 40° ao fim de aproximadamente 52m.

T{t)=40 < 30+70e" =40 < kt=logl/T < t=

4. Determine todas as solucoes das seguintes equacoes diferenciais ordinérias
a) o = g2, [t A1
b) 23+ (y+1)?% =0

) ¢ =

)

d) 2y + (1 +2?)y =0
e) v =1—x+y*—xy*

Resolucao:

(a) Dado que o segundo membro nao depende de z, a solucao é dada por

x(t):/t22_1dt o z(t) = 1og(i1)+c

com ¢ € R.

(b) Trata-se de uma equagao separavel; como tal, é equivalente a equagao

dy d (y+1)° x

R
o ylz)= k- = 1 -1
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com k € R.

(c) Trata-se de uma equagao separdvel, como tal, é equivalente a
/ —t — / —t d —_ —t _ ¢
o =€e¥e" & e Py =e @E(/e‘pdgp):e & e P=_ety (O

Resolvendo a equacao em ordem a ¢, obtem-se a solucao geral da equacao

p(t) = —log(e™ — )

(d) Para y # 0, a equacao pode ser escrita na forma

y x <:>d(/ld>— x
y 1422 dt Yy V)T T a2

1
< logy = —§log(1 + 23+ e

k
Jite

Note-se que a fungao nula, y(z) = 0 é tambem solucao da equagao diferencial.

& ylr) =

(e) A equagao pode ser escrita na forma

! d dy
'=(1-2)(1+y I —1- —/ =1-
y=>0-2)0+y) < 1+ 42 v dx( y2—|—1> o

x? x?
& arctgy:x—g—l—c & y:tg(x—Ech)

5. Resolva o problema de Cauchy ¢(0)¢'(0) =0, ¢(1) = a. e determine para que valores de
a é que a solucao estd definida em todo o R.

Resolugao:
Trata-se de uma equagao diferenciavel separavel, pelo que
2 92

d ®
/ 2 2
pp =60 & —de(/gpdgo>—«9<:> ER) +ece =0+

Para determinar c;, usaremos o facto de ¢(1) = «, pelo que

V2 +a?2 -1 sea>0
—VO2+a2—-1 se a<0

Pretende-se agora determinar quais os valores de o para os quais o intervalo maximo de
existéncia de solugao do PVI seja R. Note-se que para tal, o dominio da funcao ¢’ tera
que ser R, pelo que

p(0) =

?+a*—-1>0 | Vo e R

o que acontecerd se a? — 1 > 0 isto é se |a| > 1.



Andlise Matematica IV 8

6. Considere a equacao diferencial nao-linear separdvel ' = xsent + z?sent. Determine
a solugao desta equacdo que satisfaz a condicao inicial x(3) = —2, e determine o seu
intervalo maximo de existéncia.

Resolugao:

A equacao pode ser escrita na forma
2’ = (v + 2*)sent

Para  # 0 e  # —1 (podemos excluir estes dois casos visto que z(t) = 0 e z(t) = —1
sao solugoes constantes da equagdo que nao verificam a condigao inicial), tem-se

x R d ( dx
= sen —
x4+ x? dt 2+

)dx:sent<:>log ’ = —cost+c & = ke st

r+1 r+1

Visto #(5) = —2, temos que k = 2 e a solugao do PVI ¢é

2e—cost
- 1 _ 2€7cost

x(t)
O dominio de diferenciabilidade da funcao z(t) é
D={zeR: 1-2e " £0} =R\ Upeg{arccos(log2) + 2kn}

Teremos entao que o intervalo maximo de solugao serd o maior intervalo I C D, tal que
7/2 € I. Conclui-se
I =] arccos(log 2), arccos(log 2) + 27|

7. Considere a equacao diferencial
gy = flat+by+c)
em que f:R — R é uma funcao continua.

a) Mostre que a substituicdo v = at + by + ¢, transforma a equagdo numa equagao
separavel.

b) Resolva o seguinte problema de valor inicial

2t+y—1 9

y=e , y(0)=1

indicando o intervalo méaximo de solucao.

Resolucao:
— t_
(a) Sev=at+by+ceb#0, entao y = %. Substituindo na equacao
i(W) — f(v) & v—a=bf(v) = vy
dt b B B bf(v) +a

que é obviamente uma equacao separavel.
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(b) Por (a), sendo f(v) = e’ — 2,com v = 2t + y — 1, obtem-se

v d . B Y _ L
e—v—1<:)%</e dv)-l(:)—e =t+ k< v(t)=—log(—t —k)

Desfazendo a mudanca de variavel
2t+y—1=—log(—t—k) & y(t)=1—2t —log(—t — k)
Dado que y(0) = 1, obtem-se k = —1 e como tal a solu¢do do PVI é
y(t) =1—2t —log(l —1t)
O dominio de diferenciabilidade da funcao y(t) é
D={teR:1—-t>0}=]—o00,1]
o intervalo maximo de solucao sera o maior intervalo I C D, tal que 0 € I. Conclui-se

I=]—o00,1]
8. Considere a equacao diferencial
d
2x—y+2xy5—y:0
dx

(a) Determine a solucio geral da equacao efectuando a mudanca de varidvel v = y=2.

(b) Determine a solugao que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo maximo de
existencia.

Resolucgao:

(a) Seguindo a sugestao, se v = y~* tem-se y = v~Y* e substituindo na equacio

d 5 1
Qxd— <v_1/4> + 2z (v_1/4> —v V=0 & —2:751—11)_5/41') +2zv 7t =
x

Multiplicando ambos os membros por v*/* e rearranjando os termos
2
V4 —v=4 7
: 7)
que é uma equacao linear nao homogenea. O factor integrante é dado por
pla) = el 24 = o2

Multiplicando todos os termos da equacao (7) por u(x)

d 4a3 4
%(I'ZU):‘M?Q & xz@z%Jrc VN v(:c):gntx—i
Finalmente desfazendo a mudanca de varidavel
_ dr ¢ 1
y @) =5 e yl) ==+
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com ¢ € R.

(b) Dado que y(1) = 1, conclui-se que y(x) é positivo e ¢ = —1/3. Como tal a solucao
do PVI é dada por
. 3x?

43 — 1

O dominio de diferenciabilidade da funcao y(z) é

y(z) =

2

X
D = R :
{re 47 — 1

>0edr® —1#0} =]/1/4,00]

o intervalo maximo de solugao sera o maior intervalo I C D, tal que 1 € I. Conclui-se
1=13/1/,
9. Determine a solucao geral da equagao diferencial
J/’QCOS?J@ =2xseny — 1
dx

Sugestao: Efectue a mudanca de variavel v = seny

Resolucgao:
Seguindo a sugestao, se v = seny tem-se g—; = COS y% e substituindo na equacao
dv dv 2 1
2
r'—=2zv-1 & —=—-—=—-——
dx dr =« x?

para x # 0. Trata-se de uma equacao linear nao homogenea, de factor integrante

Cr2ge 1
p(z) =e St — 22
pelo que
d 1 1 1 4 4 9
%(;v) =3 U= —E—i-c < v(x) = —E—i-cx
Finalmente desfazendo a mudanca de varidvel
= e’ & y(e) = arcsen(—— + )
seny =——5 +cz y(z) = arcsen(——5 + cz

com ¢ € R.



