Analise Matematica IV

Problemas para as Aulas Praticas

20 de Fevereiro de 2006

|Semana 10|

1. Seja
5 —1 0
A=|1 3 0
0 0 4
1
Determine e'A e resolva o problema de valor inicial X' = Ax, x(1) = | 0
0

Resolucgao:

Os valores proprios de A sao as solucoes da equacao
det(A —A) =0 & ((5—)\)(3—>\)+1)(4—>\):0 o A=A

Para calcular o(s) vector(es) préprio(s) associados, ha que determinar v = (a,b,c) € R?
tal que

1 -1 0 a 0
(A—4)v=0<« |1 -1 0 b|=]0] ©a—-0b=0
0 0 O c 0

Tem-se entao que
v = (a,b,¢) = (a,a,c) = (a,a,0) + (0,0,¢) = a(1,1,0) + ¢(0,0, 1)
donde podemos escolher
vi = (1,1,0) , vy = (0,0,1)

Concluimos que a matriz A nao é diagonalizavel, mas é semelhante a uma matriz de
Jordan com dois blocos, isto é

A=S8JS!

41
J= [04} 0

0 [4]

em que, por exemplo
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S:[Vl Vg V2]

em que vg ¢ um vector proprio generalizado. E entao solugao da equacgao

1 107 [a 1
(A—4)v=vy = |1 =1 0 b|l=|1] @ a-b=1
0 0 0 c 0

Tem-se entao que
vg = (a,b,¢) = (1+b,0,¢c) = (1,0,0) + (b,b,0) +(0,0,¢) = (1,0,0) + b(1, 1,0) + ¢(0,0,1)

donde podemos escolher

= (1,0,0)
Tem-se entao que
110 0 1 0
S=(100| e S'=[1-10
0 01 0 0 1
Finalmente
110 et tett 0 0 1 0
oA = SIS Qg = | 1 0 0 0 et 1 -1 0
001 0 [ '] 0 1
ou seja
t+1 —t 0
A = et t 1—t 0
1
Assim sendo, a solucao do PVI, x’ = Ax, x( ] ¢ dada por
t —(t—=1) 0 t
x(t) = eAtVx(1) =D | t -1 1—(t—1) 0 0 =D
0 0 1 0 0
2. Seja
2 -2 2
A=(0 0 1
0 0 1
1
Resolva o problema de valor inicial x' = Ax, x(0) = | 0
0
Resolucgao:

Visto A ser uma matriz triangular, os seus valores proprios sao os elementos da sua
diagonal principal, ou seja

det(A—X)=0 & A=2oul=0o0ulr=1
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Para calcular o vector proprio associado ao valor proprio A = 2, ha que determinar
v = (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} tal que

0 -2 2 a 0
(A-2)v=0 < 0o -2 1 b =10 S b=c=10
0 0 -1 c 0

Tem-se entao que

v = (a,b,c) = (a,0,0) = a(1,0,0)

donde podemos escolher
vi = (1,0,0)

Para calcular o vector proprio associado ao valor proprio A = 0, ha que determinar
v = (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} tal que

—2

IS
o

(A-0)v=0 &

o O N
— = N
I
(@)
Q
I
o
@)

o
I
(@)

0
0
Tem-se entao que

v = (a,b,c) = (a,a,0) =a(1,1,0)

donde podemos escolher
Vo = (1, 1, O)

Para calcular o vector proprio associado ao valor proprio A = 1, ha que determinar
v = (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} tal que

1 -2 2 a 0
(A-I)v=0<« |0 -1 1 b|=]|0| ©b=cea=0
0 0 0 & 0

Tem-se entao que
v = (a,b,c) = (0,b,b) = b(0,1,1)

donde podemos escolher
vy = (0,1,1)

Concluimos que a matriz A é diagonalizavel, ou seja

A=SDS!
em que,
200
D=]000
0 01
e

S:[Vl Vo V3:|:

O O =
[ Ry —
)
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Finalmente
1 10 e 0 0 1 -1 1
e = eSPST _getPgT — | 0 1 1 0 €% 0 0 1 -1
0 0 1 0 0 ¢ 0 0 1
ou seja
et —e? 41 e -1
ehA =10 1 et —1
0 0 et
1
Assim sendo, a solugdo do PVI, x' = Ax, x(0) = | 0 | é dada por
0
et —e? 41 e -1 1 et
x(t) = A% (0)= | 0 1 et —1 ol=10
0 0 et 0 0
3. Seja
2 10
A= 0 20
-1 0 3
1
Resolva o problema de valor inicial X' = Ax, x(0) = | 1
1
Resolucao:

Os valores proprios de A sao as solucoes da equacao
det(A—=X)=0 < 2-X*B3-N)=0< A=20ul=3

Para calcular o vector proprio associado ao valor proprio A = 2, ha que determinar

v = (a,b,c) € R3\ {(0,0,0)} tal que

0 10 a 0
(A-2)v=0 & 0 00 b|=|0| ©a=ceb=0
-1 0 1 0

Tem-se entao que
v = (a,b,c) = (a,0,a) = a(1,0,1)
donde podemos escolher
vi =(1,0,1)

Para calcular o vector proprio associado ao valor proprio A = 3, ha que determinar
v = (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} tal que

1 1 0] [a 0
(A=3Nv=0& | 0 -1 0 b|l=]0] ©a=b=0
-1 0 0 ¢ 0
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Tem-se entao que
v = (a,b,c) = (0,0,c) = ¢(0,0,1)

donde podemos escolher
Vo = (0, O, ].)

Concluimos que a matriz A nao é diagonalizavel mas é semelhante a uma matriz de
Jordan com 2 blocos (o nimero de vectores préprios linearmente independentes), ou seja

A=S8JS!

2 1
J= {02]0

0 3

em que, por exemplo,

S:[Vl v Vg]

onde vy e v 80 o0s vectores préprios atrds calculados e v§ é um vector préprio ge-
neralizado correspondente ao valor proprio A = 2. Para o calcular ha que determinar
v = (a,b,c) € R3\ {(0,0,0)} tal que

s
—_

0
0
-1

1
(A-2l)v=v; & 0 &S c=a+leb=1
0

—_ o o
I
o

Tem-se entao que
v = (a,b,¢c) =(a,1,a+1) =a(1,0,1)+ (0,1, 1)

donde podemos escolher

vi=1(0,1,1)
Tem-se entao que
1 00 1 0 0
S=1010 ., St=0 1 0
11 1 -1 -1 1
Finalmente
62t t€2t 0
oA — etSJS*1 — Setdgl — 0 o2t 0

o2t _ o3t (t+ 1)6216 Bt o3t

1
Assim sendo, a solu¢ao do PVI, x’ = Ax, x(0) = | 1 | é dada por
1
et te? 0 1 e*(t+1)
x(t) = eA-0%(0) = 0 e?t 0 1| = et

62t _ e3t (t + 1)6% _ e3t eSt 1 (t + 2)€2t _ €3t
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4. Determine a solucao geral do seguinte sistema de equagoes diferenciais:

=14z — 10y + 1
Y =10z — 2y + 2

Sugestao: Determine primeiro uma solucao particular constante.
Resolugao:

Escrevendo o sistema na forma matricial

HEER AR R

Dado que a equacao é linear, uma sua solucao sera da forma
X =Xh+ X,

em que Xj, ¢ a solucao geral do problema homogéneo associado X' = AX, e X, é uma
solucao particular da equagao X' = AX + C. Seguindo a sugestdao, vamos procurar
uma solucdo particular constante, ou seja, vamos procurar X, = (¢, ¢2) que verifique a
equagao (1), isto é

/
cp | | 14 —-10 c1 1 14¢; — 10, +1 =0 11
[CQ] _[10 —2] {02}{2] <:>{1061—202—|—2:() ‘:)(61’02)—(—17—1)

pelo que X, = (—}l, —}L). De seguida calcularemos Xy, que como ja sabemos envolve o

célculo da matriz e'®. Os valores préprios de A sao as solucoes da equacao
detfA =M =0 & N —120+72=0 & A=6+6i

Para calcular o vector préprio associado ao valor proprio A = 6 + 6¢, ha que determinar
v = (a,b) # (0,0) tal que

(A—(6+6))jv=0« |5 0 —10 Ha]:[o] o p=223,

10 —-8-—0¢

Tem-se entao que
4 — 3 4— 31
a

v = (a,b) = (a, : a)

donde podemos escolher

e como consequéncia, o vector proprio associado ao valor préoprio A = 6 — 67 sera

4—3 4+ 30
—(1 —(1

Tem-se entao, que A é uma matriz diagonalizavel, isto é

A =SDS!
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em que
64+6i 0 1 1
o[ ] [
0 6 — 67 4 53 4—;3
pelo que
g1 _ _i[ 4430 =5
6| —4+3i 5
Finalmente
etA — SetDSfl
B _g{ 1 1'} [d“&ﬁ 0 }{ 44 3i —5}
6| by w 0 e | | —443i 5
B o6t 5(4(662‘15 6t 4 3i(e5 4 6—6it>> 25(—ebit 4 ¢ bit)
30 25(ebit — ¢=6it) 5<4(_eﬁz‘t - emSit) 4 3(ebit 4 6t
_ €% [ 4sen(6t) + 3 cos(6t) —5sen(6t)
3 5 sen(6t) —4 sen(6t) + 3 cos(6t)
Temos entao que
X, — AR — 6_6'5 4sen(6t) + 3 cos(6t) —5sen(6t) kr
h=¢ 3 5 sen(6t) —4 sen(6t) + 3 cos(6t) ko
e por fim a solucao pedida é
% [ 4sen(6t) + 3 cos(6t) —5 sen(6t) k1 2
pum— = — — 4
X=Xn+Xp 3 { 5 sen(6t) —4 sen(6t) 4 3 cos(6t) } { ko } { : }
para ki, ky € R.
5. Considere a seguinte matriz:
1 10
A=1010
0 01
(a) Calcule eAl,
Resolucao:
el tet 0
eAt=10 e 0
0 0 ¢

(b) Determine a solugao do problema de valor inicial
y = Ay + h(t)
y(1) = (11,17

onde h(t) = (0, 2¢, ")
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Resolucao:
A solucao geral da equacao homogénea é dada por y — Ay =0

Para determinar uma solugao particular da equacao basta determinar solugoes par-
ticulares das equacoes

Yo — Yo = 2¢'
U3 —yz =€’

Segue-se que
yo(t) = Ate! e ys(t) = Bte'.

Para determinar A e B tem-se

Up —yo = 2" = Ae' + Ate' — Ate' =2¢¢ = A=2

U3 —ys=¢€e' = Be'+Bte! —Bte'=¢' = DB=1

Logo uma solucao particular é

0
yp<t) = 2t€t
tet
Aplicando a condicao inicial, obtém-se
1 0
y(t) =AY 11— 2¢| + |2te!
1—e tet

Nota: O problema tambem pode ser resolvido usando a féormula da variagao das
constantes.

6. Considere o seguinte problema de valor inicial

y' = Ay + b(t)

y©0) =[0 00 0]"

onde

e b(t)=

O O W N
S O N O
D= OO
=N OO
O O NN O

(i) Determine a solugao geral da equagao homogénea.
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(ii) Sendo y(t) = [y1(t) ya(t) ys3(t) y4(t)]T a solugao do problema nao homogéneo, deter-
mine yo(3).

Resolucgao:

(i) Visto a matriz A ser da forma

AL O 1 -2 0 12
A_[O Az] sendo Al—[g _Q]eAz—{_Q 1}

At et 0
€= 0 A2t

o que facilita bastante os calculos. Comecemos por calcular ett. O valor préprio de Aq
é —2 associado aovector préprio vi = (0,1) e ao vector préprio generalizado v§ = (%, 0).

Sendo assim )
B 1|0 3 -2 1 01
AL =58I57 = { 10 0 —-2] 30

e consequentemente

At audta-l | 0 3 e 2t tem2 0 1] _4[1 0
¢ =5eTS _{10 0 e | |30]7° |31

Vamos agora calcular e®2t. Os valores préprios de Ay sdo 1+ 2i e 1 — 2i associados

(respectivamente) aos vectores préprios vi = (1,4) e vo = (1, —i). Sendo assim

Cama1 |11 142 0 ] 1[i 1
A2 =5DS3 _{z’ —Z:|[ 0 1—22'}2@‘ i —1

temos que

e consequentemente

¢ 2it ;
Ast _ q.Dta-1_ € |1 1 e 0 i 1 | 4| cos(2t) sen(2t)
¢ =8eTh = 2i { i =i } { 0 e } [ i =1 ]| —sen(2t) cos(2t)

Finalmente
e 2 0 0 0
AL _ eftt 0 ] | 3teH 0 0
T 0 efet | T 0 0 ecos(2t) e'sen(2t)

0 0 —e'sen(2t) e’ cos(2t)

e a solucao geral do sistema homogéneo é dada por

e 2t 0 0 0 1

Aqt 2t -2t
VP 0 | 3te e 0 0 Co
y(t) =e*C= [ 0 Azt } 0 0 e cos(2t)  e'sen(2t) C3

0 0 —e'sen(2t) e’ cos(2t) 4
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(ii) Pela férmula da variagao das constantes, a solu¢ao do problema de valor inicial dado

sera
0
t
y(t) = e 8 + eAt/ e #b(s)ds
0
0
[ e 0 0 0 0
| Bte™® % 0 0 Ll 2% s
N 0 0  ecos(2t) e'sen(2t) 0 0
|0 0 —e'sen(2t) e’ cos(2t) 0
[0
1 — 67215
- 0
i 0
pelo que
y2(3) =1—¢"

7. (i) Determine a solucao do sistema linear

¥=x—y
y =2z —y
que satisfaz a condic@o inicial 2(0) = y(0) + 1 = 1.
(ii) Considerando agora o sistema
¥=x—y

y'=2r—y
2 =y — (sent)z

utilize a alinea anterior para determinar a solucao que verifica a condi¢ao inicial
z(0) =y(0)+1=2(0) = 1.
Resolucao:

(i) Escrevendo o sistema na forma matricial

;1 -1 _
X—|:2 _1:|X_AX

Os valores préprios de A s@o i e —i associados (respectivamente) aos vectores préprios
vi=(1,1—14) evy=(1,1+17). Sendo assim

_ 1 1 1 v 0 1+7 -1
— 1_ -
a=sost =g [ L L]0 B[N
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e consequentemente

€At — SeDtSfl
B i 1 1 et 0 14+ -1
T2 1= 1+ 0 e —14+i 1
o sent + cost —sent
o 2sen t —sent + cost

pelo que

z(t) | (Al 1| | sent+cost

y(t) | 0] 2sent
(ii) Dado que nas duas primeiras equagoes nao hé dependéncia em z podemos concluir
de imediato por (i) que

x(t) = sent + cost e y(t) = 2sent
Falta entao determinar z, ou seja resolver o PVI
2 =2sent — (sent)z , 2(0)=1
Trata-se de uma equagao linear, de factor integrante
,u(t) _ efsentdt — e—vost

Entao, a equacao é equivalente a

d
pr <e’°°“z> =2sente” P! & ey =27 L ¢ & 2(t) = 2+ ce™!

Dado que z(0) = 1, conclui-se
Z(t) -9 _ ecost—l



