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Introducao

Este documento contém algumas indicacoes de resolugao do 1° teste de Anéa-
lise Matematica III para os cursos de Matematica e Fisica no 1° semestre de
1999/2000. Nao se deve inferir que as indicagoes apresentadas sao dnicas ou
completas. Optei por apresentar solugoes para a versao corrigida do enunciado
disponivel em

http://www.math.ist.utl.pt/” jmatos/AMIII/exames/AMIII9OT1 . pdf

Como é sabido a pergunta 4.a) tinha uma gralha que impossibilitava a sua
solucdo e a 3.b) tinha outra gralha que nao afectava a possibilidade de resolver
a questao simplificando-a ligeiramente.

2 Indicacoes para resolucao

1.

(a)

Se no sistema de estacionaridade uma das equacoes for multiplicada
por x e a outra por y e subtraidas termo a termo é possivel concluir
que todas as solugdes que nao se encontram sobre os eixos coordena-
dos devem verificar x = y. Obtida esta informagao é fécil concluir
que os unicos pontos de estacionaridade sao (0,0), (1/2,1/2) e (1,1).
Da definigao da funcéao é facil concluir que o primeiro e o tultimo sao
pontos de sela e usando o teorema de Weierstrass aplicado a restrigao
da funcio ao conjunto {(z,y) € R? : 22 < y < /x} que o segundo
é um ponto de méximo local. Alternativamente podem ser usados
critérios baseados na andlise do termo de segunda ordem da férmula
de Taylor.

O limite indicado caracteriza o resto de sexta ordem da féormula de
Taylor. Esta coincide com o argumento do sen. Detalhes para pro-
blemas similares estdo abundantemente exemplificados no texto.
http://www.math.ist.utl.pt/” jmatos/AMIII/temp.pdf

2. O esbogo da regiao apresenta-se na figura[l] Note para esbogar a regido de

integracao que,se 0 < < 1,0 <y <1,0< z <1, entao \/§+\/y+\/22
x4y + z e que para z fixo a funcdo y — (1 — /z — /y)* é concava.
Para obter uma soma de integrais iterados que representa o integral, via
teorema de Fubini integrando primeiro em ordem a z, note que terda que
usar limites de integragao distintos consoante uma recta paralela ao eixo
dos x intersecta uma das regioes

C={(0,y,2) ER®:y>0,2>0,y+2<1,/y+ vz > 1},
B={(0,y,2) €R®*:y>0,2>0,,/y+ vz <1}.

Designando C' = {(y,2z) € R? : (0,y,2) € C}, B={(y,2z) € R?: (0,y,2) €
B} temos

///Ahdxdydz:

1—-y—=z l—y—=z
// / hdx dydz+// (/ hd:v)dydz
B \J(1—g—2)? ¢ \Jo

Deixa-se ao leitor a determinagao dos limites de integracao para BeC.


http://www.math.ist.utl.pt/~jmatos/AMIII/exames/AMIII99T1.pdf
http://www.math.ist.utl.pt/~jmatos/AMIII/temp.pdf

Figura 1: A regiao de integragdo no problema 2.
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3.

(a)

Admitindo por um momento que é possivel trocar o integral com o
limite verifica-se que o limite pontual quase por toda a parte das
fungoes integrandas é a fungao [1, +o0[*3 (z,y) — f(z,y) = ﬁ 0]
limite nao existe ou é 0 sobre uma familia numeravel de semi-rectas
que tem medidada nula.

Para decidir se a fungao f é integravel e calcular o seu integral
considere-se o raciocinio habitual usando teorema da convergéncia
monétona, isto é, define-se fur(z,y) = f(x,y) se (z,y) € [1, M]3,
fu(z,y) = 0 caso contrério e calcula-se

1
li = —.
]

Esta informagcao torna possivel justificar que cada uma das fungoes
que aparecem no limite a calcular é integravel e justificar a troca
do limite com o integral, em ambos os casos usando o teorema da
convergéncia dominada com a estimativa

1
@H — cos™(y/z)| < 2f(x,y).

Outros exemplos mais detalhados de solucao de problemas similares
encontram-se em

http://www.math.ist.utl.pt/”jmatos/am3seml/prob_com.pdf

Use-se o teorema da convergéncia dominada estimando
1
(Jf” + [yI") /7 < 2

para garantir a troca do limite com o integral. O limite de ¢(z,y, p)
quando p — oo é 1. Usando a simetria da funcao o resultado é

1 T
4// xdzdy=4/ (/ xdy) dx.
>yl 0 -z

A desigualdade permite estimar o integral de linha sobre uma circun-
feréncia centrada em (0,0) como sendo ndo nulo. Logo o campo néo
pode ser um gradiente.

O enunciado s6 fara sentido se o integral de linha for independente do
caminho e as fronteiras de bolas centradas na origem forem equipo-
tenciais do campo. Logo um potencial terd que ser da forma ¥ (||z]]).
Calcule o gradiente de um tal potencial para descobrir que 1’ = .


http://www.math.ist.utl.pt/~jmatos/am3sem1/prob_com.pdf
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