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1 Introducao

No ano lectivo 1996/97 alguns alunos reinvidicaram que, a complementar o trabalho
das aulas préticas, existissem exemplos de solugoes de alguns problemas. Este texto
surgiu como uma resposta a esse pedido. Nao acredito que o aprender Matemaética
seja redutivel ao estudo de casos tipicos de problemas no entanto creio que é licito
ter a nogao de como escrever Matemadtica e qual o conjunto de conhecimentos que
se podem admitir como ja existentes, algo que espero dé, em geral, uma sensagao
de maior seguranca a quem aprende.

A escolha de problemas corresponde a fornecer solucoes e comentéarios face ao
que me pareceu importante depois de muitas sessoes de dividas e varios exames.

Os exercicios por vezes nao aparecem na sua versao original embora o aluno
minimamente atento deverd perceber qual a origem. Tal deve-se a tentar definir os
métodos a utilizar independentemente do livro de texto, ou a posteriori ter decidido
que o enunciado original de um exame nao me agradava, ou simplesmente nao querer
fornecer uma solucao do original.

Alguns dos problemas tém como fim ilustrar as definigoes ou resultados e nao
correspondem ao método mais eficaz de resolver uma questao. Indicagoes desse tipo
aparecem nos comentarios.

O texto nao pretende ser auto contido e é propositadamente curto (menos de 25
pdginas). Recomenda-se a consulta dos livros adoptados nos dltimos anos no IST da
autoria do Prof. Lufs Magalhdes [Mag90], [Mag93]. A presente versdo destas notas
procura indicar referéncias aos resultados mais importantes destes textos como é
sugerido neste paragrafo através de uma nota a margem. Obviamente a consulta
de outros textos pode ser proveitosa e a bibliografia inclui referéncias adicionais
a alguns cldssicos nacionais e estrangeiros [Apo69), [Agu73], [Apo74]. Obviamente
diferem em énfase, estilo e profundidade.

Textos mais extensos com exercicios e solugoes que merecem confianca sao, por
exemplo, [SGI7, [Gir96].

A elaboracdo deste texto teve alguns objectivos secundérios:

e Combater a proliferacao de cépias nao assinadas de solugoes de problemas
de origem nebulosa e de elevada densidade de disparates pelas quais alguns
alunos tém uma apeténcia inexplicavel;

e Testar se a disseminacao de material deste tipo via Internet o torna mais
acessivel e com uma retroacgdo mais eficaz;

e Testar as tecnologias existentes que associam Matematica e hipertexto.

Por fim fago notar que a partir de Setembro de 1998 este documento passou a
ser distribuido electronicamente de duas formas:

Textos base
[Mag96] [Mag93]
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1. Um ficheiro Postscript (*.ps) adequado para impressao e visionamento sem
hipertexto.

2. Um ficheiro [Portable Document Format(*.pdf) um documento interactivo
que permite efectuar buscas mas que ainda esta longe de ter caracteristicas fi-
nais. Este documento foi obtido usando pdftex e é legivel usando!Acrobat. Reader
um produto de Adobe Systems de distribuicao graciosa.

2 Os problemas

2.1 Integrais multiplos

1 Utilizando directamente a definicao de integral de Riemann mostre que a funcdo
7 :10,1]? = R definida por

1 sex+y=1,
fla,y) =
0 sex+y#1

¢ integrdvel em [0,1)? e calcule o integral.

Resolugio. Considere-se uma qualquer particio P do intervalo [0,1]%. O {nfimo
da funcao em qualquer subintervalo com interior nao vazio definido por P é 0 de

maneira que [ 0.2 f = 0 pois qualquer um desses subintervalos contém pontos do

complementar do segmento de recta que une (0,1) a (1,0). O supremo da fungao em
cada um desse subintervalos é 1 se o subintervalo intersecta o referido segmento ou
0 caso contrario. Como a soma dos volumes de tais subintervalos parece poder ser
arbitrariamente pequena quando consideramos parti¢des mais finas é natural tentar
provar que f[o’l]Qf = 0. Tal implicard que a funcao é integravel com f[0,1]2 f=0.
Tentamos entao justificar a afirmacao sobre o integral superior. Basta exibir
uma sucessdo de fungoes em escada definidas em [0,1]2, (sg)ren, tal que s; > f
paratodoo k€ Ne f[071]2 sk — 0 quando k — oo. Possiveis s, podem ser definidos
por
© o k. k.
su(w,y) = {1 se (@) € U5 [, et x [P 5,

0 nos casos restantes.

Com efeito

2k_1 . . k . k .
Jj J+1 2P —g3—1 28— 1
/[01]28k_zl.V01<[2k’ 2k } X[ 2k > 9k :2k—1_)0
) =0

quando k£ — oo.

Comentéario. O problema destina-se a familiarizar o aluno com o conceito de
integral de Riemann e com a notacao usada na sua definicao. A justificacdo que
tal fungao é integravel e o cdlculo do integral podem ser feitos usando resultados
posteriores de uma forma muito mais rapida : a funcao esta definida num intervalo,
o seu conjunto de pontos de descontinuidade é o segmento de recta unindo (0,1) a
(1,0) que tem medida bi-dimensional nula, logo a fungao é integrdavel & Riemann,
logo também a Lebesgue e no calculo do integral podemos substituir a fungao pela
fungao identicamente nula que sé difere de f num conjunto de medida nula.

Integral de
Riemann
[Mag96l, 5]
Medida nula
[Mag96] 19]
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2 Considere a funcio f : R? — R definida por

F@y) {1—x2—y2 se\/xQ—i—yQ:%—l—%pamalgunsm,neN,
r,y) =

0 caso contrdrio.
Decida se f ¢é integrdvel a Riemann em [0, 1]?.

Resolugao. Utiliza-se o critério de Lebesgue sobre a integrabilidade a Riemann:
“Uma funcao limitada definida num intervalo compacto é integravel a Riemann sse
o seu conjunto de pontos de descontinuidade tiver medida nula.”

Vamos entao determinar o conjunto dos pontos de descontinuidade de f. Intro-
duzimos a notagao A = {(z,y) € [0,1]?: T penv/2? + 32 = L+ I} B =[0,1]?\ A
Como as restricoes de f a A e a B sao fungoes continuas os tinicos pontos de des-
continuidade estardo contidos em ANB. Além disso (x¢,yo) € AN DB serd um ponto
de descontinuidade sse

flz,y) # lim f(@,y).

lim
(z,y)—(20,Y0),(z,y)EA (z,y)—(z0,y0),(z,y)EB

O conjunto ANB = A é formado por todas as circunferéncias centradas em (0, 0)
com raios da forma % + 2 com m,n € N, ou da forma % com n € N, ou da forma -
com m € N e pela origem. Em todos estes pontos os limites considerando restrigao
a A ou a B sao distintos excepto sobre a circunferéncia de raio 1 centrada em (0, 0)
em que ambos os limites sao 0. Uma circunferéncia ou um ponto sao conjuntos com
medida bidimensional nula. A é uma unifo numerével de tais conjuntos pelo que

tem medida nula e podemos concluir que f é integravel a Riemann.

Comentario. O enunciado é uma alteragao dum exercicio recomendado destinada
a evidenciar que a situagao no exercicio original é um pouco mais simples do que
seria razodvel esperar em geral (no exercicio original tem-se continuidade no tnico
ponto de A que ndo pertence a A e o conjunto dos pontos de descontinuidade é
simplesmente A).

Na resolugao apresentada varias afirmacgoes sao feitas sem uma justificacao de-
talhada. Aconselha-se a verificacdo daquelas em que haja diividas.

3 Considere o conjunto
S={(z,y) eR*: 2’ +y° <1, (x -1’ +y* > 1L,z >0,y > 0}

e uma funcao f : S — R integrdvel em S. Escreva ffsf em termos de integrais
iterados da forma

a) [(f--- dx)dy.
b) [([-- dy)da.

¢) [([---dr)dd em quer,0 sio as coordenadas polares usais.

Resolugio. A regiao S estd esbogada na figura[l}
Os pontos de interseccao das duas circunferéncias obtém-se da resolucao do

sistema
272 + y2 — 1’
(-1 +y*=1.

Critério de
Lebesgue
[Mag96] 25

Propriedades de
conjuntos com
contetido ou
medida nulos
[Mag96| 20-21]
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(-1 +y*>1

Figura 1: A regido S no problema

a) A solugdo de (z — 1)? + 4> = 1 em ordem a z que satisfaz z < 1 é x
1—+/1—192 A solucio de z? +y? = 1 em ordem a x que satisfaz x > 0 é

x = +/1—y2 Dal que

//sfd”y:/o? </01_ " e dx) dy+/; (/0 o f(w,y)dx> ay.

A solugao de (x — 1)2 + y?> = 1 em ordem a y que satisfaz y > 0 é y =
V1 —(z —1)2. A solucio de 2% + y?> = 1 em ordem a y que satisfaz y > 0 é

y =+1— 2. Daf que
1/2 Vi—z?
[/ REE R Sy pu—
s 0 1—(z—1)2

¢) As coordenadas polares usuais podem ser definidas por

T =rcosb,
y =rsenf,

f(z,y) dy) dx.

comr > 0e 8 € [0,2r]. Em coordenadas polares (r,6) as condigoes que

definem S tomam a forma 6 € [x/3,7/2], r < 1, r —2cosf > 0. O ponto
de interseccao das duas circunferéncias no primeiro quadrante corresponde a

6 = /3. Dal que

o= [ ([ roov)
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Comentario. Claro que do ponto de vista tedrico os resultados que estamos a Teorema de
usar sdo o teorema de Fubini e o teorema de mudanca de varidveis na integragdo. Fubini

No entanto a razao bésica para incluir este problema foi, mais prosaicamente, cha- [Mag96, 6]
mar a atencao de como descrever uma linha ou uma regiao num novo sistema de Mudanga de

coordenadas. varidveis
[Mag96] 73]

4 SejaV={(z,y,2) eR3:x+yl<1l,z+2<1,2>0,2>0}ef:V—-R
uma fungao integrdvel. Exprima o integral [[[ v [ em termos de integrais iterados
o) [T fay, 2) dz)dy)da.
o) [T f sy, 2) da)dy)dz.
Resolugao.

2)

o= L (L o) a)e

W[ (f "))
+/01 (/_1 (/O:f(x,y,z) d:c) dy) dz
+/0 (/ </0 Jf(x,y,zmx) dy) dz

Comentario. Algo que confunde um nimero consideravel de pessoas que pela

primeira vez calculam um integral em R3 é o estabelecer uma boa estratégia para

determinar limites de integracdo ao integrar em regiées de R® que nao sao intervalos.

Vou tentar sistematizar as duas variantes naturais de raciocinio e exemplificar com

este problema. Vamos supor que pretendemos calcular [[[\, f pela ordem de inte-

gragao ["([([ f(x,y,z) dx)dy)dz. O teorema de Fubini fornece duas possiveis Teorema de
decomposigoes iniciais em integrais iterados: Fubini

[Mag96], 6]
L[], f= ffpmjyz(v) (fj(%z) flx,y,2) d:v) dydz,
2 JfIv = fprojz(V) (ffA(Z) [z, y, 2)dx dy) dz,

em que estamos a usar as notagoes

proj,. (V) ={(y,2) € R? : Jper(z,y,2) € VY,
proj, (V) = {z € R: 3, y)er2(2,y,2) €V},
I(y,z) ={z e R: (x,y,2) € V},
A(z) = {(z,9) €R?: (z,y,2) € V}.

Note-se que podemos interpretar proj,.(V) como a projec¢ao de V no plano yz,
proj, (V) como a projeccao de V no eixo dos z’s, 1(y, z) como a intersec¢ao de V
com a recta paralela ao eixo dos x’s definida por y e z e A(z) como a interseccao de
V' com o plano paralelo ao plano xy com cota z. O primeiro passo da determinagao
dos limites de integracao usando cada um destes processos € ilustrado nas figuras
seguintes.
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Figura 2: A regido V do problemal[d]e as suas projeccoes em dois planos coordenados.
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A

X

Figura 3: Decompondo [[f, f = fpmjz(v) (ffA(Z) fdz dy) dz no problema

5 Considere
V={(z,y,2) ER¥*:0<a? +y* <1,2>0,9> + 22 < 1}
e f:V — R definida por
flay,2) = (@ +4%) 71— g2
Calcule [[[, f.

Resolugdo. Consideramos a mudanga de varidveis (coordenadas cilindricas) definida
por

x =rcosf

y =rsenf

z=z
com r > 0, 8 € [0,27]. Com estas varidveis V é descrita por 0 < r < 1, 6 €
[0,27], 0 < z < v/1 —1r2sen?6 e o médulo do determinante da matriz jacobiana da
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| 0y
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Figura 4: Decompondo [[f, f = ffproj W) (fl(y Y dx) dy dz no problema
vz ,

transformacao é r. Dai considerarmos o integral

21 1 1-y2
/ / / r3/2\/1 — r2sen20rdz | dr | do
0 0 0
2 1
_ / (/ r~Y2(1 — 12 sen? 0) dr) de
0 0
2 1
_ / (/ P12 _3/2gen2 9 dr) do
0 0

2 [ 18
=4 — 27— / sen?0df = —.
5 Jo 5

Que este calculo conduz ao resultado desejado é uma consequéncia, entre outros,
do critério de Tonelli, do teorema de Fubini e do teorema de mudanca de varidveis
de integracao. Teorema de

- - . . . - ~ Tonelli
Comentério. A solu¢do ndo é obviamente tinica mas a utiliza¢ao da transformacao

Mag96|, 68
de coordenadas indicada ou similar é altamente aconselhdvel devido a regiao de in- 'II‘eorema djz
tegracao estar contida no cilindro definido por x> +y? < 1 e ao tipo de singularidade Fubini
da funcao integranda sobre o eixo dos zz’s. [Mag96] 67

Teorema de
mudanga de
varidveis

[Mag96]| 73]



Anilise Matemética ITI Problemas

6 Decida se existem ou nao os integrais
a)
Va(r —x) (m —x)
/ dx

senx

b)

// 1—e 77 dz dy.
R2

a) A fungdo integranda, designemo-la por g, ndo é limitada pelo que o integral
nao pode estar definido a Riemann. Para investigar a sua existéncia no sentido
de Lebesgue notamos que g é continua no intervalo aberto limitado |0, 7[ pelo
que é mensuravel e bastard estudar o comportamento da fungao “perto” de 0
e “perto” de m. Podemos usar o facto de g(x) = g(m — x) para reduzir o estudo
ao intervalo |0, 7/2[ via mudanga de varidveis.

Como lim,_,g =22 =1 e g(z) = ﬁseﬁx\/ﬂ' — x temos

Resolugao.

SUNE
lim =~y VT

Daf existe C > 0 tal que |g(z)| < 1/4/z para z € ]0,7/2[. Como se conhece
que fow/ 1 /v/x dz existe podemos concluir que a fungao é integrével.

b) Se o integral existisse o teorema de Fubini seria aplicdvel e

// 1—(3_1"'22 da;dyz/ (/l—e_w;y? dm) dy
R2 R \JR
1 _
:(/dy) (/1—6 uzdu>
r |Vl R

em que se utilizou a mudanga de varidveis u = xy e a existéncia do integral

o ,1/)52 . 1 ~ . ’ .
Jpl—e dt. Como o integral [, 1 dy nao existe conclufmos que o integral
original nao existe.

Comentario. Na alinea b) é de notar que o mesmo método mostra que, sendo h
uma funcao integravel em R que ndo é 0 quase por toda a parte, a funcao f : R? - R
definida por f(z,y) = h(xy) nao é integrdvel em R?.

7 Calcule justificadamente
a)

o= (t/k)?
lim —dt
k—+oco Jp 1+ 12

b)

o= (t/k)?
lim / —dt
k-’-‘rOO R 1 + |t|

10

Mensurabilidade
[Mag96], 56]

Teorema de
Fubini
[Mag96] 67]
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Resolugao.

e (t/k)?
T+£2
definida por g(t) = 1-&-% ¢é integravel em R pois se para cada k € N definirmos

a) Temos que limg_, = 1-&-% para todo ot € R. A funcdo g : R — R

0ut) = {g(t), set € [k, k],

0, caso contrario

temos gr < gg+1 para todo o k € N, g € L(R) pois trata-se de um prolonga-
mento por 0 ao complementar de [—k, k] de uma funcao integravel & Riemann
em [—k, k] e

k
lim [ g = lim g(t)dt = lim arctg(k) — arctg(—k) ==

k—oo Jr k—o0 _k k— o0

o que permite aplicar o teorema da convergéncia monoétona para obter que

1
[
1+t

Isto torna plausivel tentar provar que o calculo possa ser feito por troca entre

_ 2
o limite e o integral. Para tal notamos que se fi(t) = % cada fi é
continuo logo mensurdvel em R. Além disso temos f; < g com g integravel
donde cada fi € L(R). Como fi < fry1 para cada k € N, uma nova aplica¢ao

do teorema da convergéncia mondtona permite obter que efectivamente

—(t/k)? 1
lim [ & dh:/g——wh:m
R

k—+o0 R 1+t2 1+t2
. e—(t/k)? 1 -
b) Temos que limy_, ST = 1o para todoot € R. A funcdo h : R —
R definida por h(t) = ﬁ nao é integravel em R pois se fosse integravel

definindo para cada k € N

halt) = {h(t), se t € [k, k],

0, caso contrario

terfamos

k
1
/hz/th/ ——dt =2logk — ¢
R R —e L[t

quando k — oo o que contradiz ser h integravel. Isto torna plausivel tentar
provar que o limite é +00. Com efeito, se fosse finito, poderiamos aplicar o
teorema da convergéncia monotona de forma andloga ao que se fez na alinea
anterior para concluir que h era uma funcao integravel em R o que, como ja
vimos, é falso.

8 Cualcule justificadamente

lim ‘/D/ cos*(zy) dzd
k—tookeN Jf pe (1 + 22 4 42)1/22 + 2 y

11

Teorema da
convergéncia
mondtona,

[Mag96] 41]

Teorema da
convergéncia
mondétona

[Mag96] 41]
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Resolugao. O limite pontual da fungao integranda quando k — oo é 0 excepto se
xy = jw com j € Z. A equacdo zy = jmw com j fixo define uma hipérbole ou a
uniao dos eixos coordenados que sao subconjuntos com medida bidimensional nula
do plano (no caso j # 0 pode ser expresso como a unido de dois graficos de fungoes
continuas definidas em intervalos abertos de R e com valores em R). Assim a uniao
numeravel

Ujez {(z,y) € R? : ay = jm}

é um conjunto com medida de Lebesgue nula. Dai ser razoavel tentar provar que
o limite é 0 por aplicagdo do teorema da convergéncia dominada . Para tal basta
mostrar que cada funcao integranda é mensuravel e que existe uma funcao integravel
em R? que majora o médulo de todas as funcoes integrandas. A mensurabilidade de
todas as fungoes integrandas segue de todas serem continuas no aberto R?\ {(0,0)}.
Finalmente

cos® (zy) < 1
(I+a?+y?)Va2+y? | (L+2?+y°) Va2 +y°

e afirmamos que a ultima expressio define uma funcdo integravel em R2. Com
efeito, utilizando coordenadas polares , o critério de Tonelli e o teorema de Fubini
obtém-se que

dx dy =

1
/R? (1422 +y?)/2? + y?

27 —+o00 1 “+o0 1 )
——dp ) df =2 — dp=2
UL ) oo [ e

em que o ultimo passo pode justificar-se como no exercicio a). Assim concluimos
que

dxdy = 0.

i // cos® (zy)
11m
k—+o00,keN R2 (1 + .TZ + y2) /x2 + y2

9 Sejam g : R — R wma funcgdo integrdvel e limitada em R e considere H(x) =
Jz e g( 1+et—m2 )dt. Mostre que:

a) H estd bem definida em R.

b) Se g for diferencidvel com derivada limitada entao H € diferencidvel. Obtenha
uma expressao integral para H' em termos de ¢'.

¢) Mostre que a derivada de H existe mesmo que g nao seja diferencidvel. Ob-
tenha uma expressao integral para H' em termos de g.

Resolugao.

a) Como a fungao g é integrdvel em R também é mensurdvel. Decorre da de-
finigdo de funcdo mensurdvel que fixado A € R a fungdo ¢t — g(A\t) também
é mensuravel em R. Como a funcao t — et

é continua decorre que para
. ~ — 2 7 ’ re
cada x € R a aplicacio t — e~ ! g(1+etfrz) é mensuravel em R. Como g é

—t—)| < Me™. Da
integrabilidade de ¢ — e~t" em R decorre que a funcao integranda é integravel

para todo o x € R.

limitada existe uma constante M > 0 tal que |e*t2g(

12

Teorema da
convergéncia
dominada
[Mag96]| 46]

Teorema de
mudancga de
variaveis
[Mag96| 73]
Teorema de
Tonelli
[Mag96] 68]
Teorema de
Fubini
[Mag96l 67]

Mensurabilidade

[MagJ6} 54-56]
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b)

Pretendemos aplicar a regra de Leibniz e justificar que a derivada existe para

reRe
t Axe=
Hl — —t2 / dt
(x) /]Re g 1 + 672:2 (1 + €7w2)2

Para tal torna-se necessdrio mostrar que a funcao integranda na expressao
anterior é mensuravel e que existe uma funcao h : R — R que a majora em
modulo. A mensurabilidade decorre de um argumento andlogo ao da alinea
a) e a majoragdo pode ser

2 t tre="
(&
T\1te) Qte)2

2
—2xe” ”
(14e==%)2
~ p— 2 7 . 7z
tada. Que a funcao F(t) = |t|le”t" é integravel em R decorre, por exemplo, do
teorema da convergéncia mondtona considerando

Fit) = {F(t)7 se t €[k, k]

< C|t|€7t2

em que se utilizou ser ¢’ limitada e o facto de ser uma fungao limi-

0, caso contrrio

e notando que cada Fj, é integravel, Fy, < Fj 41 e

k 2
lim [ Fg(t)dt = lim tle™" dt =
k

k—oo Jr k—oo J_

k
=21lim [ tedt=lim(—e* +1)=1.
k—oo 0 k—oo

O argumento da alinea anterior ndo é agora aplicdvel devido a ¢ nao ser

diferencidvel. E no entanto possivel definir a mudancga de varidvel u = . L
p

que da a H a forma
.22
H(z) = / e~ (e (1+ e_”z)g(u) du.
R

Para obter uma expressao integral para H' basta agora aplicar de novo a regra
de Leibniz. Temos de forma analoga a da alinea anterior que

0 2 —22,2 2
v —u“(1+4e ) —z —
5 (e (e g0

= g(u) (4xe_”’2u2(1 - e_acz)26_“2(“’6712)2 - 2xe—“26_u2(1+€w2)2)

pelo que existem M, M’ > 0 tais que

0 2 —22,2 2 2 2

Ey (e“ A+e™) (14¢7® )g(u))‘ < M(14u?)e™ < Me /2,
Como o lado direito da tltima desigualdade é uma funcao integravel de v em R
e da continuidade (logo mensurabilidade) da derivada decorre a aplicabilidade

da regra de Leibniz e

H'(z) = 2ze™" /

_u2(1—|-ef'“1°2)2 2 —x%\2
g(u)e u(14+e " )*—1) du.
R

13
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Comentéario. A ideia da resolugdao da alinea (c) é essencialmente a mesma que
permite mostrar que a convolucdo de uma fungao f € L(R) como uma fungao

g € CY(R)N L(R) com ¢’ € L(R) é uma funcao de classe C* com %ﬂ:ig) =[x g—i,
mesmo que f nao seja diferencidvel.

10 Seja f : R™ — R uma funcao mensurdvel, A >0 e
Ey={x eR":|f(z)| > A}.
a) Mostre que E\ € mensurdvel. Sugestao:

MRV

b) Suponha que fEx 1— fEHl 1> 1/(1 + \?) para todo o A € R. Mostre que f
nao € integrdvel em R™.

Resolugao.

a) O célculo do limite incluido na sugestdo conduz a uma funcdo que iremos
designar por g.

1, se [f(x)| > A,

_ o (fl@)/ N
g(x) = lim ———Tor——0 = ¢ 1/2, se |f(z)] =\,
koo (F@)/A 41 0, se | f(x)] < A

Um conjunto é mensuravel se a sua funcao caracteristica for mensurdavel e Mensurabilidade
sabemos que uma condicdo suficiente para uma funcao ser mensurdvel é ser [Mag96] 54-56]
o limite quase por toda a parte de uma sucessao de fungoes mensuraveis. O

limite calculado nao é a fungao caracteristica de F) mas s6 difere dessa funcao

se |f(z)] = A. No entanto reutilizando uma vez mais 0 mesmo processo

L, se [f(x)] > A,

(39(x)/2)%*  _ —2/3, =
12, selg(@l =2/3, =1 15y < a

1L selg(@)] >2/3,
M By /2 1 {

0, se |g(z)] < 2/3.

0 que é exactamente a funcdo caracteristica de Fy.

- k
Finalmente notamos que uma fungao da forma R" 5 z — % é men-

suravel pois se obtém por soma, produto e quociente de funcées mensuraveis.

—+oo
r= N
/" U;zEk\Ekﬁ»l ; Ek\Ek+1
+oo

“+ o0
k
=Y [ kY e
; Ei\Ek41 ; 14 k2

14
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11 Considere a transformagao de coordenadas definida para x >0 ey > 0 por

u=1y?/x

v=u1a2/y
e a regigo A = {(z,y) € R? : 2z > y?, x <y < 22%}. Use esta transformacdo de
coordenadas para calcular o integral

T 1
//A1*I2/y T ()

Resolugdo. Seja ¢ : {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0} — R? definida por ¢(z,y) =
(y?/x,2%/y). Esta aplicacdo transforma arcos de pardbolas de equacio y = cz? ou
x = cy? contidos no primeiro quadrante em semi-rectas horizontais ou verticais e a
diagonal do primeiro quadrante na diagonal do primeiro quadrante. Em particular

(ver fig. [5)
P(A) = {(u,v) €R* :u < 1,u > w0 > 1/2}.

A aplicacio v é obviamente uma bijeccio de classe C'!' com matriz jacobiana

ZW /) LWo| [ 2
__ | 0z o _ T T
Jw(x,y) = lgg(x2/y) a”(xz/y)] - [ 2z _12]

oy 2

Yy Yy

cujo determinante é —3. Logo o médulo do determinante da transformacao inversa
¢ 1/3. A aplicacao da férmula de mudanga de varidveis na integragio conduz a

e’ 1
—dudv = 2
1 ! Loev
—3/1/2<L 1vdu>dv— (3)

ljfl 1 L
= - e’ dv = =(e—e'/?).
3 1/2 3

Nota-se que o facto do integral iterado existir implica, pelo teorema de Tonelli,
que o integral existe e tem o mesmo valor e isto, pelo teorema de mudanga de
variaveis, que o integral existe e tem o mesmo valor.

Comentario. O outro integral iterado de @) nao permite efectuar o calculo devido
a dificuldades de primitivacao.

2.2 Variedades e integracao em variedades

12 Seja
Z = {(x7y,z) eR3: (z—a:2 —yQ)(y—as2 —zz) = 0}.

Identifique uma variedade diferencidvel bidimensional desconexa S e uma va-
riedade diferencidvel unidimensional conexa e compacta L tais que Z = S U L.
Justifique as afirmacdes anteriores relativas a conectividade, compacidade e ao fac-
to de S e L serem variedades. Decida justificadamente se Z é ou ndo uma variedade

diferencidvel. Calcule o espago normal a L no ponto (%, %, %)

15
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y A

Figura 5: A regido de integragdo e o novo sistema de coordenadas no problema
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Resolugdo. Z consiste na unido de dois paraboldides com equacoes z = x2 + 32
ey = 22 + 22. Vamos mostrar que L é a interseccio destes dois parabolsides e
S = Z\ L. Mais precisamente, no que diz respeito a L, afirma-se que

z=a%+y?

y=a®+ 22
define uma variedade unidimensional, conexa e compacta, L. Que se trata de uma
variedade unidimensional decorre da interseccao dos dois paraboléides ser obviamen-

te ndo vazia ((0,0,0) pertence a L) e da aplicagao C! definida por R? 3 (z,y, 2) —
(z — 22 —y?,y — 22 — 2?) possuir a matriz jacobiana

-2z -2y 1

[21 1 22] (4)
cujos subdeterminantes sao —2z(1 + 2y), —2z(1 + 2z), 4yz — 1. Da defini¢do de L
decorre que y > 0, z > 0 pelo que o anulamento simultaneo dos 3 subdeterminantes
implicaria x = 0 e 4yz = 1. A primeira destas condicoes e a definigao de L implicam
z = z* y = y* o que ndo é compativel com 4yz = 1. Assim a matriz jacobiana tem
caracteristica maxima, 2, e L é uma variedade-1. Como o conjunto de zeros de uma
aplicacdo continua é um conjunto fechado obtemos que L é um conjunto fechado.
Entao, para mostrar que L é compacto, basta provar que é limitado. Notando que
da definigao de L decorre que para z # 0

2 2 2 2, ,2)2
Tt N A e 20 MYV
|2| 2| 2|

pelo que a cota z dos pontos de L é limitada. Como da definigao de L também
decorre 22 < |z| e y? < |z| obtemos que L é limitado. Para provar que L é conexo
mostramos que L é conexo por arcos. Para isso construimos uma parametrizagao
de L. Da defini¢ao de L decorre que z —y = y? — 2% donde (z — y)(1+ 2z +y) = 0.
Como z e y sao nao negativos podemos concluir que L estd contido no plano z = .
Escrevemos A = z = y e utilizamos a definicio de L para escrever A = z2 + A2 que
é equivalente a (A —1/2)? + 22 = 1/4 a equagao de uma circunferéncia. Isto sugere
considerar

— 1
Tr = 2COSt

_ 1. 1
y= gsent+ 3

— 1 1
z = 2sentJr2

com t € [0,27]. Provamos que L é conexo e adicionalmente identificamos L como
sendo uma elipse contida no plano y = z que se projecta no plano zy segundo
a circunferéncia (y — 1/2)2 + 2?2 = 1/4 e no plano yz segundo a circunferéncia
(z—1/2)2 + 22 =1/4.

Vamos agora provar que S = Z\ L é uma variedade-2 desconexa. Que é descone-
xa decorre em poder decompor-se em duas componentes nao vazias correspondentes
aos semi-espagos definidos por z > y e y > z respectivamente (todos os pontos de
intersecgdo com o plano y = z estdo em L). Que se trata de uma variedade-2 de-
corre de numa vizinhanca suficientemente pequena de cada ponto de S os pontos
de S serem os de um dos paraboléides z = 2% +y? ou y = 22 + 22 e cada um destes
paraboldides ser uma variedade-2.

O espago normal a L no ponto (%, %, %) é gerado pelos vectores linha da matriz

, isto é,
Ngap@) =
= {(vhUZaUS) € R3 : (01,1}2,1}3) = C\((*L 715 1) + ﬂ(f]‘a 17 71);043/8 € R} (5)

[N
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Comentério. A resolucdao anterior nao inclui quaisquer esbogos. Obviamente que
todos os calculos apresentados se tornam bastante mais naturais se se esbogar Z.

13 Sejam Vi e Vo duas variedades n — 1 dimensionais em R™. Mostre que se
xg € Vi NV, € tal que os espacos mormais, relativos a cada uma das variedades,
nao sao idénticos entao existe uma vizinhanca W de xq tal que Vi N Vo NW € uma
variedade n — 2 dimensional. Mostre que se os espacos normais coincidirem entao
podemos ter Vi N Vo = {xo}.

Resolugdo. Devido a cada V; ser uma variedade existem abertos W; e fungoes
F;: W; — R com i = 1,2, tais que zg € WiNWs, cada F; € C*(W;), VinW,; = {x €
W, : Fy(z) =0} e VF;(z0) # 0. Se tomarmos U = Wy N Wy e F : U — R? definida
por F(x) = (Fi(x), Fa(z)) temos que U é aberto, UNVI NV = WiNWoNVINV, =
{z € U: F(z) = 0} e a matriz jacobiana de F tem a forma

The).

As linhas desta matriz geram os espacos normais a V e V5 respectivamente que, em
T, nao sao coincidentes. Isto quer dizer que, naquele ponto, as duas linhas da matriz
sao linearmente independentes. Podemos escolher, por continuidade das derivadas
parciais de F', uma vizinhanca W de xg contida em U em que a independéncia linear
se verifica em todos os pontos de W NV; N Vs, O conjunto W NV NV; é entao uma
variedade n — 2 dimensional.

Se os espacos normais coincidirem a intersecgao pode reduzir-se a um ponto
qualquer que seja a dimensdo n. Tome-se, por exemplo, Vi = {x = (%;)i=1,..n €
R": 2y =0}, Vo={o = (2;)iz1,.n ER" 1y =31, 2?}, 29 = 0.

14 Considere um campo F : R? — R? definido por

3a?2y3 3$3y2
Flo,y) - ( |

26 +y5’ _x6+y6
a) Calcule o integral de linha
/F -dr
L

a.1) L a linha definida pelo caminho r(t) = (cos'/3t,sen/?t) com 0 <t < Z.

a.2) L o segmento de recta orientado unindo (1,0) a (0,1).

nos sequintes casos:

b) Decida se F é ou ndo um gradiente de um potencial em R? \ {(0,0)}.

Resolugao.
a.1) Calculamos directamente o integral de linha notando que

1
r'(t) = 3 (— cos 23 tsent,sen /3 t cos t) ,

F(cosl/3 t,sen'/? t) = (3 cos?/? tsent, 3 costsen®/> t) ,

/LF-dr:/O

18
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a.2) Investigamos a possibilidade do integral de linha do campo F ser independente
do caminho. Para isso verificamos se F' é ou nao um campo fechado

a ( 3x3y2 ) B 9$2y2($6 +y6) _ 18$8y2 B 9($8y2 _ $2y8)

oo\ a4y (a6 + y6)* S @+’

0 [ 3x2%y3

ay <x6 + y6>
pelo que F é fechado em R?\ {(0,0)}. Como este conjunto nio é simples-
mente conexo nao temos a nossa disposi¢ao uma condigao suficiente que nos
garanta que F' é um gradiente. No entanto podemos recorrer, por exemplo,
ao subconjunto aberto de R? definido por = +y > 1/2, este sim simplesmente

conexo, para garantir que os valores dos integrais de linha na alinea a.1) e a.2)
sao idénticos.

b) Considere-se a linha C' parametrizada por a(t) = (cos!/3t,sen'/3t) com t €
[0,27]. Um célculo andlogo ao realizado na alinea a.1) conduz a

/F-da:27r
c

pelo que F' nao é um gradiente em R? \ {(0,0)}.

15 Considere um campo G : R* — R3? definido por
G(z,y,z) = (yze‘”2+z2 , I26$2+y2, xyey%rzz).
Calcule o fluxo do rotacional do campo G através da variedade-2 S definida por
S={(z,y,2) eER>:a? + 9y +22=1,2>0, y>0, 2> 0}
Arbitre o sentido da normal a S.

Resolugao. Utilizamos o teorema de Stokes para transformar o fluxo do rotacional
num integral de linha do campo sobre o bordo de S, 3S. Orientagoes compativeis
da normal unitdria a S e do sentido em que se percorre 95 para cédlculo do integral
de linha estdo esquematizados na figura [§} O bordo de S ¢ formado por 3 arcos
de circunferéncia cada um dos quais sobre um plano coordenado. Se T designar
um vector tangente ao bordo temos G(z,y,0) - T(z,y,0) = G(x,0,2) - T(z,0,2) =
G(0,y,2) - T(0,y,z) = 0 nos pontos em que T estd definido pelo que

/rotG-l/dS’: G- -dr=0.
s as

Comentario. Uma das muitas aplica¢ées do teorema fundamental do cdlculo ou
de um dos seus coroldrios (neste caso o teorema de Stokes), porventura a mais
elementar, consiste em calcular um dos lados da igualdade estabelecida no teorema
usando o céalculo do integral no outro lado da igualdade sempre que tal se afigure
mais simples. Quando é que se deve ou nao tirar partido desta possibilidade é algo
que s6 alguma pratica permite responder.
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<y

Figura 6: Esta figura acompanha o problema

16 Considere a regido D = {(z,y,2) € R*: 22+ 92 <1, 2>0,0< 2z <1} eum
campo H : D — R definido por H(z,y,2) = x + yze¥~*. Calcule

/ Huy dS
oD

em que v = (v1,vs,v3) é a normal unitdria exterior a 0D, a fronteira de D, nos
pontos em que estd definida e dS designa o elemento de volume bidimensional.

Resolugao. O integral a calcular pode ser interpretado como o fluxo de um campo
vectorial H(x,y,z) = (H(z,y,2),0,0) atrvés de 9D. Isto permite usar o teorema
da divergéncia para calcular

// Huv dS = // H-vdS = /// dldexdydz—/// drdydz
oD oD Oz,
—/// 1dxdydz-§

Comentario. O tema deste exercicio é andlogo ao do exercicio[15 O teorema da
divergéncia é usado para simplificar consideravelmente o calculo.

17 Sejam S? = {z € R®: |z| =1}, T : S? x R?® — R3, g : R® — R3. Suponha-se
que T é uma aplicagao continua e que g € C1(R3). Parax € R3, v € S? h,r >0
considere todos os conjuntos da forma

C’Z7V,h7T:{yER3:|(y—x)-y|gh, |y—$—((y—$)1/)V|§T},
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isto é, todos os “cilindros” centrados em =z, eixo de simetria v, altura 2h e raio da
base r. Mostre que se para qualquer destes cilindros tivermos

//acw,h,r Tlny) - m //acx Vi

com 9C, 1. a fronteira do cilindro e n(y) a respectiva normal exterior nos pontos
em que esta definida, entdao T'(—n,z) -n = —T(n,x) - n para todo o n € S? e todo
oxcR3.

y) dVa(y ) - n(y) dVa(y),

Resolugao. A aplicagdo do teorema da divergéncia ao integral envolvendo g em cada
um dos cilindros Cy ., conduz a identidade

// T(n,y) - n(y) dVa(y /// div g(y) dy. (6)
9Cq% v.n,r Czvn,r
Convencionamos
Df w,={yeR:(y—a)-v=h ly—z—((y—x)-v)v|<r},
ey =WER t(y—a) v=—h, ly—z—((y—2) v)v| <r},
Sewhr ={y €R*:|(y —a) V| <hly -z~ ((y—2)-v)v| =7}

Se fizermos r — 0 notamos que, usando a continuidade de 7', um argumento
analogo ao do lema de localizacao garante que

T(n,y) : n(y) d‘/Q(y) = T(Vv ‘T) “ v,

T(n,y) n(y)dValy) = -T(-v,z) - v.

Por outro lado escolhemos h = r3 e consideramos y € By (z),n € S2. As funcoes
T e div g sao limitadas para y e n satisfazendo as restricoes anteriores. Tal é uma
consequéncia de S? e By (z) serem compactos, T ser continua e g ser de classe C*.
Assim podemos estabelecer para uma constante conveniente C' > 0

‘//M”T<”’y>'"<y>dvz<y>
1.

Assim dividindo ambos os membros de @ por 72 e fazendo r — 0 obtém-se a
identidade desejada.

<Cr?

div g(y) dy| < Cr®

LU’L‘V

Comentario. O argumento utilizado, baseado na ideia do lema de localizagao e
usando diferentes “taxas de variacao” da altura e raio da base do cilindro, é inspi-
rado por aplicacoes de procedimentos analogos em Mecanica dos Meios Continuos,
Electromagnetismo, ... , em que se obtém restri¢oes a certos campos a custa das leis
de conservacao por eles satisfeitas, quer na forma de equacgoes diferenciais parciais
quer de relagoes algébricas. Comparar com [Mag93, 150-154].
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18 Decida se o campo F : R?\ {(0,0)} — R? definido por

F(x,y):( 2 ! 20 .2 = 2)
x? 4 2xy + 2y? " 2% 4 2xy + 2y
€ ou nao um gradiente em
a) {(z,y) € R? : y > 0}.
b) R?\ {(0,0)}.
Resolugao.

a) O semiplano superior {(z,y) € R? : y > 0} é um conjunto aberto em estrela
e o campo é de classe C! de maneira que basta verificar se o campo é ou néo
fechado. Isso resulta de

of_ == N_90( v
Or \z2+2xy+2y2) Oy \ a2+ 2zy+2y2 )"

b) Como R%\{(0,0)} ndo é um conjunto em estrela ndo podemos aplicar o critério
usado na alinea anterior. Testamos o integral ao longo de um caminho fechado
que limite uma regiao contendo a origem para investigarmos o que se passa.
Consideramos entao um exemplo particularmente simples de uma tal linha.
Seja r(t) = (cost,sent), ¢t € [0,2x] definindo uma linha L. Temos entao

]{LF ~dr = /027r F(r(t)-r'(t)dt =

_/27r —sen’®t — cos®t g —
~Jo cos?t+2costsent +2sen2t

27 -1
_ / dt < 0.
o (cost+sent)?+sen?t

Se o campo fosse um gradiente no conjunto em consideracao o integral deveria
ser 0 pelo que podemos concluir que o campo nao é gradiente.

Comentario. Poderia ter-se invocado a nogao de conjunto simplesmente conexo na
alinea (a) e o resultado andlogo para esta classe de conjuntos. Claro que R?\{(0,0)}
nao é simplesmente conexo.
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