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Grupos e Algebras de Lie
2001/2002 — Resolugdo do Exame Tipo

Mestrado em Matematica Aplicada

Duragdo: 2h30

Sabendo que
sp(n,C) = {C € M, (C) : e*“ € SP(n,C), Vs € R}
mostre que sp(n,C) = G, onde

g = {C € Mgn(C) . CJn — _Jnct} )

Resolucao:
Se C € G entdo J,C' = —CJ, e portanto J,(CH)* = (—=C)*J, Vk € N.
Assim,

sC sct  _  _sC oo sh(ChHF
e Jne = D o TR

esC ZZO:O sk(;—'C)kJn — esCe—sCJn — Jn ,VS cR

e portanto C € sl(n,C) e G C sp(n,C).
Seja agora C' € sp(n, C) pelo que

t

eC I =1J,, VscR. (1)

Derivando ambos os membros de (1) em ordem a s e tomando s = 0
obtemos
CJ,+ J,C'=0,

e portanto C' € G e G = sp(n,C).

. Seja G = Lie(G). Mostre que a aplicacdo exponencial, exp : G — G,

€ um difeomorfismo de uma vizinhanca de O € G para uma vizinhanca de
ee€d.

Sugestdo: Use exp(tE) = a\"®) = o*®) vt ¢ R, VE € G, onde
©(E) designa o campo vectorial invariante & esquerda tal que p(E). = E.



1.1.

Resolucao:
Seja G = Lie(G) = T.G. A aplicagdo exp é de classe C* e exp(0) = ¢
pelo que basta mostrar que a aplicacao

exp, TG —-T.G=G

€ um isomorfismo de espacos lineares. Mostremos que exp € a aplicagdo
—>*0
inversa do isomorfismo

0§ —=1TG
XO(E) = %(tE)h:o :
De facto
d d
xp, (0(E)) = exp, (7 (EE)) = 3 ep(tE) = F,

uma vez que exp(tE) é a curva integral do campo invariante a esquerda
com valor E em e € G.

. Mostre que, num grupo de Lie G, os campos invariantes a esquerda comu-

tam com os campos invariantes a direita.
Sugestao: E suficiente mostrar que os respectivos fluxos comutam.

Resolucao:
Sejam X e Y campos mvarlantes a esquerda e dlrelta respectivamente.
Uma vez que os seus fluxos sdo wt = Rexp (tX) € ws = Lexp(sy) tem-se

(R@(t)() © L@(SY)) (g> - eX_p(SY)geX_p(tX) =

= (L@(SY) o R@(tX)) (g) ,VS,t eR , \V/g cG ,

o que mostra que os fluxos comutam.

Considere a algebra de Lie definida por G = spanc {X,Y} e [X,Y] =Y.
Mostre, usando o critério de Cartan, que G € soltvel.

Resolucao:
A primeira derivada de G é

G = spanc{Y} .

As matrizes de ady e de ady na base {X,Y} sdo

0 0 00
(adx):<0 1):P22, (ady>:<_1 0>:—P21.

Os produtos internos de Y com os elementos da base sdo entdo B(X,Y) =
tr(ady oady) =0 e B(Y,Y) = tr(ady oady) = 0 pelo que GV L. Ge G
é soluvel pelo critério de Cartan.



11.2. Existe algum homomorfismo sobrejectivo de sl(2,C) para G? Porqué?

Resolucao:

N3o porque como condicdo necessaria para a existéncia de um homomor-
fismo sobrejectivo de sl(2,C) para G, sl(2,C) teria de ter um ideal de
dimens3o um. Mas si(2,C) é simples pelo que ndo contém ideais préprios
diferentes de zero.

1I1.3. Construa um homomorfismo injectivo de G para sl(2,C).
Resolucao: E suficiente encontrar dois elementos linearmente indepen-
dentes de sl(2,C) XeY que tenham o mesmo parentesis que X e Y ou,
mais precisamente, tais que [)?,}7} =Y. Uma possibilidade é X = %h
eY —c ondeh = P, —Pypee=Pye portanto [h,e] = 2e. Um
homomorfismo é entdo dado por

cp(aX+bY):%h+be: (

O e
|

v o~

v

I1.4. Determine o niicleo de paq, a representacdo adjunta de SL(n,C),
(SL(TL, C)7 Sl(na C), pad):

pua(A)(C) = ACA™.

Resolucao:
O nicleo é dado por

Ker(p.) = {A€ SL(n,C) : ACA™' =C , VC € sl(n,C)} =
={A€ SL(n,C) : AC=CA,VCe€sl(n,C)} ={A=X\, ,\"=1},

coincidindo com o centro de SL(n,C) (isomorfo a Z,,).

1.1

I11.1.a) Considere a decomposicdo em espacos raiz de uma algebra de Lie
semisimples complexa. Mostre que G, L Gz (em relagdo a forma
de Killing) se o, 5 € AU{0} e a4+ 5 # 0.

Resolucao:
Se E, € Ga, Es € Gg, X € G, entdo

adp, o adEﬁ(X) € Grtatp



pelo que o endomorfismo adg, o adg,, numa base adaptada a decom-
posicao em espac¢os raiz, ndo tem entradas na diagonal se o+ 3 # 0
e assim B(E,, E3) = tr (adp, o adg,) = 0.

I11.1.b) Mostre que se e € A entdo —a € A.

1.2

1.3

Resolucao:

Como a forma de Killing B de uma algebra semisimples é n3o degener-
ada, se 0 # X € G, da alinea anterior concluimos que B(X,G_,) # 0
pois caso contrario X € rad(B).

Mostre que o grupo de Weyl é um subgrupo finito de O(Hg, < -, >).

Resolucao:

O grupo de transformacdes lineares de Weyl, W, preserva o produto interno
< -->em Hy, W C O(Hg, < -,- >), e o sistema de raizes A C Hj.
Consideremos o homomorfismo

¢ W — Trans(A)

W W,

O grupo Trans(A) das aplicagdes bijectivas de A em A é finito. Uma vez
que A gera Hg, o nicleo de ¢ é trivial

Ker(g) = {w € W : wy, =Ida} = {Idy:} .

pelo que W é isomorfo a sua imagem ¢(W) C Trans(A) e portanto é um
grupo finito.

Sabendo que By = so(5,C) determine o niimero de raizes positivas de Bs.
Usando o grupo de Weyl determine, a partir do diagrama de Dynkin para
Bs, as raizes positivas ndo simples de B>.

Resolucao:

Uma vez que so(5,C) coincide com a algebra de Lie das matrizes anti-
simétricas 55 a sua dimens3o é dim(so(5,C)) = dim(By) = 5x4/2 = 10.
Logo o nlimero de raizes positivas é

2(A+) = dim(By) —Zrank(Bg) _y

sendo duas as raizes positivas ndo simples. A matriz de Cartan obtida a
partir do diagrama de Dynkin é

(7))



v

IV.a)

Aplicando a transformagdo de Weyl s,, a ay obtemos a raiz positiva

< g, 09 >

Sal(az):ag—Q @1:&2—A12041:(12+2()61 €A+ .

<oy, >
Das propriedades de a-cordas que passam por raizes podiamos concluir
desde ja que a + oy também é uma raiz positiva (e portanto a tnica que
faltava). Por outro lado também

< Q9,00 >

_ _ _ +
Sa2<051>—041— g = ) — Agjag = g+ € AT .

< i, (xg >

Determine o sistema de pesos da representacao irredutivel py, de By =
s0(9,C).

Resolucao:
As linhas da matriz de Cartan transposta de B,

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0 -1 2 =2
0O 0 -1 2

dao os coeficientes da decomposicao das raizes simples na base de pesos
fundamentais. Com base nas propriedades das « cordas através de pesos
obtemos o seguinte sistema de pesos para a representacao irredutivel com
peso maximo Aq:



-111]0(0
l Qo
0(-1{1|0
Jo
0/0|-1|2
[
0/0]0]0
o
0/0|1]-2
l as
0/1|-1|0
l Qg
1]-1]0]0
l ay
-110]0(0

IV.b) Determine o sistema de pesos da restricio de py, a uma subalgebra regular
Ay C By.
Resolucao:
Escolhendo a subalgebra A correspondente as raizes simples a; e g obte-
mos da alinea anterior o seguinte sistema de pesos para Pri

110 0]0 0]0 00 01
o |
101 1/1-1
a2 L
0|-1 -110

Resolucao Alternativa:

Como subalgebra A, regular podiamos escolher também a correspondente
as raizes simples as e a3. Da alinea anterior obtemos o seguinte sistema
de pesos para P, Para este caso



o s
-1]1 1]-1
[ [
0|-1 -110

IV.c) Diga justificando qual o peso maximo de p = px, N px,-
Observacao:
Pode usar o facto de que o peso maximo de uma representacdo irredutivel
de peso maximo i tem multiplicidade um.

Resolucao:
Existe uma base de vectores peso da representagdo py, /Apy, da forma uAv,
onde u e v sdo vectores peso da representagao py,.

Como o peso maximo de uma representacao irredutivel de peso maximo p
tem multiplicidade um no produto exterior ndo ha nenhum vector com peso
241 pelo que o peso maximo é i + i, onde [i é o peso maior a seguir a fi.
No caso que estamos a considerar p = Aj e i = A\ —a3 = —A; + A2. Um
vector peso maximo é dado por v; A vy onde v é um vector peso com peso
A1 € vy é um vector peso com peso —A; + Ag. O peso maximo é entdo
Amaz :,u_f'/l:)\Q



