Analise Matematica III
12 semestre de 2000/2001

Exercicio resolvido 2

1. Indique justificadamente se os seguintes conjuntos tém ou nao medida
nula.

,2) € R3 g2l 4 g2nfl — 220+l para algumn € N}

(@) S = {(y

(b) S = {(2,) €R?: o' + 2% — 2% = 0}

(c) {(x,y,2) € R®: 2 —sen(yz) =0}

(d) S={(z,y,2) e R¥ 1t +y* < 2 < 2(ax* 4+ y*)}

S
S
S

Solugao:

(a) Observe-se que S = |J, .y Sn, onde

neN
Sn = {(xay; Z) c R3: g2+l o y2”+1 _ Z2n+1}.

Como uma uniao numeravel de conjuntos de medida nula tem medida
nula, para provar que S tem medida nula basta mostrar que cada S,, tem
medida nula.

Para ver que S, tem medida nula, basta notar que S, é o grafico da
1

funcao continua f,(z,y) = (2?"* + y?" 1) =77 em R% Conclui-se que S

tem medida nula.

b) Note-se que
(b) q
tra?y -t =022+ —1)=0r=00uz’+y*=1.

Portanto S é a unidao da recta x = 0 com a circunferéncia de raio 1
centrada na origem. A recta x = 0 tem medida nula pois é o grafico da
fungao f(y) =0 em R. A circunferéncia tem medida nula pois é a uniao
dos gréficos das fungbes continuas g(x) = V1 — 22 e h(z) = —v/1 — 22,
no intervalo [—1, 1]. Conclui-se que S tem medida nula pois é a uniao de
dois conjuntos com medida nula.

(c) S tem medida nula pois é o grafico em R? da funcao continua f(y, z) =
sen(yz).

(d) O conjunto S nao tem medida nula: note-se que se um conjunto tem
medida nula entao todos os seus subconjuntos tém medida nula. Assim,



para provar que S nao tem medida nula, basta mostrar que contém um
conjunto que nao tem medida nula. Ora, S contém, por exemplo, o inter-
valo aberto (ndo vazio) I =]2'/4 3Y/4[2x]6,7[. Como os intervalos abertos
(nao vazios) de R™ nao tém medida nula em R”, conclui-se que S nao tem
medida nula.

. Indique justificadamente se a sucessao de fungoes
fala,y) = 2 — (sen(a? +y?))"

converge quase em toda a parte em R? para a fungao f(z,y) = .

Solugao: Recorde-se que, para cada r € R, se tem

0 se |r] <1
. n 1 ser=1
lim r" =
n—o0 +00 ser>1
nao existe ser < —1
Portanto,
T se|sen(z? +y?)| < 1
lim x — (sen(z? +9?))" =z — 1 se sen(z? +y?) =1
nao existe se sen(x? + %) = —1

Daqui conlui-se que f,(z,y) — x, excepto nos pontos do conjunto S =

{(z,y) € R? : 2® + y*> = (k + 3)m, para algum k € N}. Note-se que S ¢é
uma uniao numeravel de circunferéncias:

S=J S

keN

onde S, = {(x,y) € R? : 2> +y* = (k+ )n}. Cada circunferéncia Sy
é um conjunto com medida nula pois é a unidao do grafico das fungoes
continuas gp(x) = y/(k + 3)m — 22 e hy(x) = —y/(k + 3)m — 22, no inter-
valo [— \/(k +3), \/(k‘ + 3)]. Conlui-se que S tem medida nula pois ¢ a

uniao numeravel de conjuntos com medida nula. Portanto f,(z,y) — =z
n—oo

q.t.p em R2.



