Analise Matematica I11
Exercicios

Teorema fundamental do calculo para integrais

de linha e Teorema de Green.

1 Indique quais dos seguintes conjuntos sao conexos por arcos e quais sao
conjuntos em estrela.

a) S={(r,y) e R?: 22 +¢y% <1}
b) S={(z,y) eR*:2?+¢y*>>1e(z-3)>+y*> > 1}
¢) S={(z,y) eR? 2?2 +y?* <lou(z—3)2+y? <1}
d) S={(z,y) eR?: 1 <2?+y?> <2}
e) S={(z,y,2) e R®: 2% +y> > 1+ 2%}
f) S ={(x,y,2) € R®: 2 # 0}
g) S={(z,9,2) ER®: |2 <1, [y[ < 1,[2| < 1}
)

h) S={z,y,z,w) € R*: 2?2 +¢y? + 22 + w? < 1}

2 Calcule o trabalho realizado pelo campo de for¢as F(x,y) = (z,y) sobre
uma particula que se move entre os pontos (0,0) e (1,1) ao longo de

a) Um segmento de recta.
b) Um arco da curva y = 3.
O campo de forgas é conservativo?
3 Um campo de forcas em R? é definido pela equacio
F(x,y,2) = y*i+ (2ey + 2)j + (y + 5)k
a) Determine se F' é ou nao conservativo.

b) Calcule o trabalho realizado pela forga F' sobre uma particula cuja tra-
jectoria é descrita por

a(t) = costi +sentj + e'k
com t a variar entre 0 e 7.

4 Determine se os campos de forcas dados pelas expressoes seguintes sao ou
nao conservativos. Em caso afirmativo determine uma fungao potencial e caso
contrario determine uma curva fechada C' tal que

ng;&o



a) F(z,y) =yi— ]

b) F(z,y) = (2zsen(z + y?) + 22 cos(x + y?))i + 222y cos(z + 3?)j

c) F(z,y,2) =yi+zj+zk

d) F(z,y,2) = (y?cosz + 23)i — (4 — 2ysenz)j + (3222 + 2)k

e) F(z,y,2) = ayi+ (22 +1)j + 2%k

f) F(z,y,2) = (doy — 32222 + )i+ 2(z? + 1 —y2)j — (2232 + 322 + yH)k

5 Seja F' : R? — R? dado por F(z,y) = (2% + 3%, azy) com a € R, e
considere a curva g : [0,1] — R2 definida por g(t) = (t,e!’ — 1).

a) Calcule o valor de « para o qual F' é um gradiante em R?.

b) Calcule o trabalho do campo F realizado ao longo do caminho g com o
valor de o determinado na alinea anterior.

6 Se.]aF(xay):(_\/yxiT72\/ﬁ)

a) O campo F é gradiante no seu dominio de defini¢do. Justifique esta
afirmacao.

b) Calcule a fungao potencial ¢(x,y) de F que satisfaz ¢(0,1) = 2.

7 Considere o campo vectorial F': R? — {0} — R definido por

Yy .
1+
2 492 24y

F(.’E,y):— 2j

a) Mostre que F' é fechado.

b) Calcule o integral fC F onde C' ¢ a circunferéncia de raio 1 centrada na
origem percorrida no sentido directo.

¢) O campo F é gradiante?

d) Dé uma expressao para o angulo 6(z,y) €] —, 7[ das coordenadas polares
no conjunto R? — {(z,0) : z < 0} e mostre que § é uma funcio potencial
para F' neste conjunto.

8 Considere o campo vectorial

Y n Y T r—1
22 +y? (z—-12+y? 2242 (z—-1)2442

F(x’y):(_ )

Calcule o integral de linha de F' ao longo do caminho fronteiro a um losango,
que une os pontos (2,0), (0,—2), (—2,0), (0,2) percorrido no sentido horario.



9 Seja r = /22 + y? e considere o campo vectorial definido para r # 0,1
dado por

T Y )

Flz,y) = (7‘(1 —r) r(l—r)

Decida se o campo F' ¢ um gradiante em {(z,y) € R? : 2% + y* > 1}. Em caso
afirmativo, aproveite para calcular um integral de linha

/LF

onde L é uma linha seccionalmente C! com inicio em (0,2) e fim em (1,1) cuja
distancia a origem é maior do que 1.

10 Um fluido flui no plano xzy menos a origem. Cada particula afasta-se da
origem em linha recta de tal forma que, quando uma particula estd a distancia
r da origem, a sua velocidade é de ar™ onde a e n sdo constantes.

a) Determine para que valores de a e de n o campo vectorial das velocidades
é um campo gradiante.

b) Para cada um dos valores anteriores, calcule uma fungdo potencial (note
que o caso n = —1 é especial).

11 Um campo de forcas radial (ou central) é um campo de forgas F : R® —
{0} — R? que pode ser descrito por uma expressio da forma

F(w,y,z) = f(T)I‘

onde f :]0, +oo[— R é uma fungéo continua, r = y/x2 + y + 22 é a distancia

a origem e
. .
r= ;(:m—ﬁ—y‘]—f—zk)

Mostre que um campo de forcas radial é conservativo.

12 Mostre que se S é um conjunto de R™ conexo por arcos e ¢ e 1 sao duas
fungoes potencial para o campo vectorial F': S — R™ entao ¢ — 1 é constante
em S.

13 Calcule, utilizando o Teorema de Green, o integral

7{ yidx + xdy
c

onde C' é o circulo de raio 2 e centro na origem percorrido no sentido directo.



14 Calcule o integral de linha

j{ ze V' dx + (—nye*y2 + )dy
c

x2+y2

onde C é a fronteira do quadrado definido pelas equagoes |z| < a e |y| < a
percorrida no sentido dos ponteiros do relégio.

15 Se f e g sdo campos escalares de classe C' num subconjunto S de R?
aberto e conexo por arcos, mostre que

]éng=—]{chf

para toda a curva C contida em S e representada por um caminho fechado,
regular, e simples.

16 Calcule todos os valores possiveis do integral

Y x
dr — d
%Cx2+y2 SR
onde C' é uma curva regular fechada simples em R? — {0}.

17 Seja F um campo vectorial de classe C!, fechado e defido em S = R? —
{Py, P2, P3} onde P; sdo pontos do plano. Sejam Cy, Cy e C3 circunferéncias
centradas em cada um destes pontos, percorridas no sentido directo e tais que
C; contem apenas o ponto P;. Suponha que

j{ F=1I
C;

a) Calcule todos os valores possiveis de fc F para C uma curva percorrida
por um caminho regular fechado e simples que nao passe por nenhum dos
pontos F;.

onde I; =12, I, = 9, Iy = 15.

b) Mostre que nao existe nenhuma curva fechada! regular C' contida em S
para a qual se tenha
$r-n
c

IN&o necessdriamente simples



