Resolucao Sumaria da 2* Ficha de Exercicios de AMII|

29 de Outubro de 2001

1. Mostre que os seguintes conjuntos s3o variedades e indique a respectiva dimensao:

(a) {(ﬂs,y,z) € E3: 22 +y2 — 22 = 1};
Resolugo: O conjunto é F'~'(0), onde

F(z,y,z) =2 +¢y> -2 — L.

Uma vez que
DR = [0 2 2]

s6 ndo tem caracteristica maxima (i.e., 1) no ponto (0,0, 0), que ndo pertence a F'~1(0)
(porque F'(0,0,0) = —1), vemos que cada ponto de F'~1(0) possui uma vizinhanga na
qual a caracteristica de DF é maxima. Portanto F'~1(0) é uma variedade de dimens3o
3—1=2.

(b) {(z,y,2) e E3: 2>+ = +y+z=1}
Resolucdo: O conjunto é F~1(0), onde

F(l’,y,Z):($2+y2—1,$—|—y+2—1).

Uma vez que

2¢ 2y 0
DF(z,y,2) =
1 1 1

s6 ndo tem caracteristica maxima (i.e., 2) quando z = y = 0, e visto que os pontos
desta forma n3o pertencem a F~1(0) (porque F(0,0,2) = (—1,z + 1)), vemos que
cada ponto de F~1(0) possui uma vizinhanca na qual a caracteristica de DF é maxima.
Portanto F~1(0) é uma variedade de dimensdo 3 — 2 = 1.

() {(z,y,z,w) € E*: 2 = eV w = cos(zy)}.
Resolucdo: Basta notar que este conjunto é o gréfico da fungio C*® f : E? — E?
dada por

fw,y) = (47", cos(ay))
Portanto o conjunto é uma variedade de dimens3o 2.

2. Calcule o espaco tangente e o espaco normal a cada uma das variedades seguintes nos
pontos indicados:



(a) {(z,y,2) € B :a® +y* — 2 = 1}, em (1,0,0);
Resolucdo: Olhando para a linha da matriz Jacobiana da fun¢do F' calculada no
exercicio anterior, sabemos que o espaco normal serd dado por

Ti10,0)M = span{(2,0,0)} = span{(1,0,0)},
onde M designa a variedade. Logo
T(1,0,0M = span{(0,1,0),(0,0,1)}.
(6) {(r.0.2) € B oty =y +2 = 1), em (2, 2,1 V)

Resolucdo: Olhando para as linhas da matriz Jacobiana da fun¢do F calculada no
exercicio anterior, sabemos que o espaco normal serd dado por

T 5 o M= span{(v/2,v2,0), (1,1,1)} = span{(1,1,0), (1,1, 1)},

(272’

onde M designa a variedade. Logo
T M={(a,bc)eE*:a+b=a+b+c=0}=
2.2 -ypM = 1abo) }

(
= {(a,—a,0) : a € R} = span{(1,—-1,0)}.

(c) {(z,y,z,w) € E*: z = e ¥ w = cos(zy)}, em (0,0,1,1).
Resolugdo: Podemos escrever o conjunto como F~1(0), onde

F(x,y,z,w) = (2 — eV — cos(zy)).
Uma vez que

276 Y _2ye Tyt 1 0
DF(z,y,z,w) =
ysenx rseny 0 1
vemos que o espa¢o normal serd dado por
T@W)M = span{ (0,0, 1,0), (0,0,0,1)},
onde M designa a variedade. Logo
T(0,0,1,1)M = span{(1,0,0,0),(0,1,0,0)}.
3. Escreva a equacdo do plano ortogonal a curva
{(z,y,2) € B3 2 + 9> — 2> = 1,3z + 4y — 52 = 0}

no ponto (2, —2,0).

Resolucdo: A curva é dada por F~1(0), onde

F(z,y,2) = (22 +9° — 22 — 1,3z 4+ 4y — 52).



Uma vez que
20 2y —2z
DF(z,y,z) = )
3 4 =5

o espag¢o normal serd dado por

TJ_

&8 6
(%7_%70)]\4 = Span{(ga -

37

onde M designa a curva. O espaco tangente serd entdo dado por

0),(3,4,-5)} = span{(4,—-3,0),(3,4,—-5)},

57 57

Ta s M ={(a,b,c) € E®: 4a — 3b = 3a + 4b — 5¢ = 0} =
4 5
={(a, 3% ga) :a € R} =span{(3,4,5)},

e portanto o vector (3,4, 5) serd ortogonal ao plano pedido. Consequentemente, a equagdo
deste plano deverd ser
3r+4y+52=d

para algum d € R. Uma vez que o ponto (%, —%,0) tem que satisfazer a equagao do plano,

concluimos que d = 0, e portanto a equacgao é

3z + 4y + 5z = 0.

. Escreva 4 como uma soma de 4 ndmeros reais positivos cujo produto seja maximo.

Queremos maximizar a funcio

sob a restricdo
z+y+z+w=4.

De acordo com a regra dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos
da fungao

Flz,y,2z,w) = zyzw + Mz +y + 2 +w — 4).
Uma vez que

VF = (yzw + A\, zzw + A\, zyw + A\, zyz + A),

0s possiveis pontos de maximo deverao satisfazer

yzw + A =0
rzzw+A=0
zyw + A =0
zyz +A =0
r+y+z+w=414

Se alguma das varidveis for zero, o produto serd zero e portanto ndo serd maximo; assumindo
xyzw # 0, teremos A # 0 e portanto dividindo as quatro primeiras equagdes membro a
membro obtém-se z =y = z = w, e da dltima equacdovemz =y =2z =w = 1.



A regido do hiperplano x +y + z +w = 4 na qual x,y,z,w > 0 é compacta. Portanto
sabemos que o maximo da funcdo f naquela regido existe; logo, tem que ser o ponto
(1,1,1,1).

. Que dimensdes devera ter uma caixa rectangular de volume V, aberta numa das faces, por
forma a que a area da sua superficie seja minima?

Resolugao: Sejam x,y,z > 0 as dimensdes da caixa. O volume da caixa serd
V =ayz.
Supondo que a face aberta é a face de lados x,y, vemos que a drea da caixa serd
A(z,y, z) = xy + 2xz + 2yz.

O problema é minimizar a funcdo A sob a restricio xyz = V. De acordo com a regra dos
multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos da funcdo

F(z,y,2) =2y +2zz+2yz+ ANzyz — V).

Uma vez que
VF = (y+ 2z + M\yz,x + 22 + \zz, 20 + 2y + Azy),

0s possiveis pontos de minimo deverdo satisfazer

Y+ 22+ Ayz =0 T2, +A=0
r+2z24+Axz=0 %+2%+)\:O
22 + 2y + Ary =0 - 20 +21 +2=0
zyz =V | zyz =V

e portanto x = y = 2z, donde z = (%) Por outras palavras, a caixa deverd ter base

quadrada e altura igual a metade do lado do quadrado.

Wl

. Determine o comprimento dos semieixos da elipse de equagio 5% + 8zy + 5y = 9 (Su-
gestao: Recorde que os eixos de uma elipse a intersectam nos pontos em que a distancia
ao centro é maxima/minima).

Resolugao: De acordo com a sugestdo, basta achar os extremos (do quadrado) da distancia
ao centro da elipse. Uma vez que a elispe é claramente simétrica em relagdo a origem (se
(x,y) satisfaz a equagdo entdo (—z, —y) também a satisfaz), devemos entdo encontrar os
extremos da func3o

fla,y) = a® + 4

sob a restricio
522 + S8xy + 5y2 =9.

De acordo com a regra dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos
da funcao
F(z,y) = 2° + y* + \(52% + 8zy + 53° — 9).



Uma vez que
VF = (22 + 10\x + 8y, 2y + 8 \x + 10\y),

0s possiveis pontos de extremo deverdo satisfazer

2 + 10 Az + 8 Ay =0
2y +8Az 4+ 10 Ay =0
522 + 8xy +5y% =9

Claramente nem (0,0) ndo é uma possivel solucdo, uma vez que ndo é um ponto da elipse;
portanto a tinica forma de podermos ter

145X 4 T 0
4 145\ Y 0
é ser
145X\ 4 5
det =0 (1450 —-16=0< 145\ = +4.
4 145X\

Portanto obtemos = = +y, e substituindo na equagdo da elipse vem
1 9
1002+ 8% =922 =-ouz?="=
2 2
correspondendo as distancias a origem
2, 92\ 2\ 5
(ac —|—y)2:(2x)2 =1ou 3.

Como a elipse é compacta e f continua, f tem que possuir mdximo e minimo ao longo da
elipse, e de acordo com o teorema acerca dos extremos condicionados tais pontos devem ser
escolhidos de entre os pontos determinados acima. Como f sé assume dois valores nesses
pontos, um tem que ser o0 maximo e o outro o minimo. Portanto os comprimentos dos
semieixos da elipse s3o 1 e 3.

. Calcule o maximo e o minimo da funcdo f(z,y, z) =  — 2y +22 na regido 22 +y> +22 < 9.

Resolugdo: Uma vez que a bola fechada 22 + y? + 22 < 9 é compacta e f é continua, f
possui maximo e minimo nesta regido. Uma vez que

Vf(x,y, Z) = (1’ _272) # 0,

vemos que f n3o possui qualquer extremo local na bola aberta 2% + y? 4+ 22 < 9, pelo que
0 maximo e o minimo terdo que estar na fronteira 22 +4% 4 22 = 9. De acordo com a regra
dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos da fungdo

F(z,y,2) =& — 2y + 2z + Ma? +y° + 2° - 9).

Uma vez que
VF = (142\x, -2+ 2\y,2+ 2)\z),



0s possiveis pontos de minimo deverdo satisfazer

1+2\z =0 T=—5 r=7Fl
—242\y =0 y=1 y =42
= =
24+2Xz2=0 z:—§ z=F2
w?+yP+ 22 =9 | = =9 A=43

Portanto o maximo e o minimo serdo necessariamente os pontos (1,—2,2) e (—1,2,—2).
(Isto alids poderia ver-se imediatamente observando que a fungdo f é simplesmente o pro-
duto interno com o vector fixo (1,—2,2)).

8. Sejam A e B conjuntos mensuraveis limitados. Mostre que:

(a) V(A\B) =V(A) - V(AN B);
Resolucdo: Basta observar que A pode ser decomposto nos dois conjuntos men-

suraveis disjuntos
A=(A\B)U(ANB).

Por aditividade da medida de Lebesgue, segue-se que

V(A)=V(A\B)+ V(AN B).

(b) V(AUB)=V(A)+V(B) - V(AN B),
Resolugdao: Novamente sé é preciso observar que A U B pode ser decomposto nos
dois conjuntos mensuraveis disjuntos

AUB=(A\B)UB
e que portanto por aditividade da medida de Lebesgue e usando a alinea anterior
V(AUB)=V(A\B)+V(B)=V(A) - V(AN B)+ V(B).

9. Mostre que o conjunto A = {(z,y) € E? : x = y} tem medida nula.

Resolucao: Comegamos por mostrar que por exemplo o conjunto
AO = {($,y) € E2 =Y, € [071]}

tem medida nula. E facil ver que qualquer que seja o n € N é possivel cobrir Ay com n

quadrados de dimensoes % X %; consequentemente,

— 1 1
V(Ay) <n— = —
( 0) = "2 n
para qualquer n € N, e portanto V(Ag) = 0. Como a medida exterior é invariante por
translacgdes, concluimos que V' (A4,,) = 0 para qualquer n € Z, onde

A, =A{(z,y) ceE?:z=yuxc [n,n+ 1]} = (n,n) + Ao.



Uma vez que

A:UAn

nez

vemos que

10. Seja

V(4) <) V(A

neL

{qn}nen uma enumeragdo dos nimeros racionais contidos no intervalo |0, 1[. Dado

€ > 0, considere os conjuntos

()

(b)

€
A= U 2n,qn ol

B :]O,l[ﬂA;
C=10,1] \ B.

Mostre que B é um conjunto aberto contendo todos os racionais em |0, 1].
Resolucao: B é aberto porque é a unido de intervalos abertos, e contém todos os
racionais em |0, 1[ por constru¢3o.

Mostre que V(B) < 2¢.

Resolucao: Tem-se

400
<ZV( 2n’q”+2n[>:22%:25'

n=1

Mostre que 0B D C, onde 9B designa a fronteira de B.

Resolucao: Basta notar que qualquer vizinhanca de qualquer ponto de C' contém
pontos que ndo estdo em B (ele préprio, por exemplo) e pontos que estdo em B
(porque qualquer vizinhanga contém pontos racionais e B contém todos os racionais
de ]0,1]).

Conclua que para ¢ suficientemente pequeno o conjunto B é um conjunto aberto cuja
fronteira tem medida positiva.

Resolucao: Basta notar que

V(OB) > V(C) = V([0,1]) - V(B) = 1 — 2.



