Resumos de AMIII

25 de Novembro de 2002

I. Variedades em R"

1. Revisoes de Calculo Diferencial

1.

7.

Notagdo: E™ designa R™ com o produto interno usual, ey, ..., e, a base candnica e
zb, ..., " as funcdes coordenadas.
. Se U C E™ é aberto, f : U — E™ uma funcdo (portanto f = (f!,..., ™)), xo € U

e v € E™ entdo a derivada direccional de f segundo v no ponto xq é

. f(xg+tv) —f(x d
Dyf(xg) = lim FOOTII O] Dy gy

. A i-ésima derivada parcial de f é

ofl

8f aj;i fil

8xlEfZE o e = o e défDelf'
a m
i I

f diz-se diferencidvel em x( se existe uma transformagdo linear Df(xg) : E™ — E™
(representada por uma matriz m x n) tal que

lim f(XO + h) - f(X()) — Df(X()) -h —o
h—0 ||h|

. Se f é diferencidvel em x( entdo

va(Xo) = Df(Xo) V.

Em particular, Df é representada na base candnica pela matriz Jacobiana

aft aft 1 1
- fi - fa
Df=1| ... ... ... |=
afm aan
ST o ggn I
. f diz-se de classe C! se as derivadas parciais % (i=1,...,m;5 =1,...,n) sdo

fungdes continuas.
f C' = f diferencidvel.



8. Se f : R — E™ ¢é diferencidvel, f(t) = (fl(t),..., f*(t)), entdo f parametriza uma
curva em E"™, e

dft

dt
df
Df = = —
at

dafm

dt

€ um vector tangente a curva.
9. Se f: E™ — R é diferenciavel, entdo f diz-se um campo escalar, e

— of of
Dt = [ Ozl *°° 0xm ]

pode ser identificada com o vector

of af
‘7f ::(Eigfa"'vzigﬁ)7

dito o gradiente de f.

10. O gradiente de um campo escalar é ortogonal aos conjuntos de nivel do campo.

11. Sef : U Cc E™ — V C E™ é diferencidvel em xqg € U, eg : V C E"™ — EP é
diferencidvel em f(xg), entdo gof : U C E" — EP é diferencidvel em x( e

D(g o f)(x0) = Dg(f(x0)) Df (x0).

Em coordenadas (z!,...,2") em E" e (y',...,y™) em E™, tem-se

99" = 0gOfF N i
907 = 2 oy o7 = 2k

k=1 k=1

(regra da cadeia).
12. Derivadas parciais de ordem superior:

Pr o (05\_,
Oxidxd  Oxt \oxi ) 7V

f diz-se de classe C? se todas as derivadas parciais de segunda ordem s3o funcdes
continuas.

13. Lema de Schwarz: f C* = fi; = fi.
2. Funcao Inversa e Funcao Implicita

1. O jacobiano da fun¢do diferenciavel f : E™ — E™ é o campo escalar
Jf(x) = det Df(x).

2. Teorema da Funcdo Inversa: Seja f : U C E™ — E™ uma funcio de classe C! e
xo € U tal que Jf(x¢) # 0. Entdo f é localmente Cl-invertivel, i.e., existem abertos
V > x9e W 3> f(xq) tais que f : V — W possui inversa C! £~1 : W — V. Além
disso, Df ! (f(x)) = [Df(x)] ! ¥xe V.



Teorema da Fungdo Implicita: Seja F : E"t™ — E™ uma func3o de classe C! e
(x0,y0) € E™™ tal que F(x0,y0) = 0 e det g—l;(xo,yo) # 0. Entd3o existe uma
vizinhanga U x V 3 (xg,yo) e uma funcdo de classe C' f : U € E™ — V C E™ tais
que

{(x,y) eUxV :F(xy) =0}={(xy) eUxV:y=1£f(x)}

Nas condicdes do Teorema da Funcdo Implicita, a matriz Jacobiana de f em x( pode
ser calculada a partir de

OF OF
&(Xo,y‘o) + a(xo,)’o) - Df(xg) = 0.

3. Variedades Diferenciaveis

1.

Um conjunto M C E™ é uma variedade diferencidvel de dimensio m € {0,...,n} (e
classe C9, g > 1) se para qualquer ponto xy € M existe uma vizinhanga U > xg e
uma funcio de classe C'? F : U — E™ ™ tais que

. MNU ={xeU:F(x)=0}

ii. rank DF(x) =n —m (i.e., ¢ maximo) para todo o x € U.
Uma variedade de dimensao 0 é simplesmente um conjunto do pontos isolados; uma
variedade de dimens3o n é simplesmente um conjunto aberto.

. M C E™ é uma variedade de dimensdo m (e classe C'?) sse para qualquer ponto

X9 € M existe uma vizinhanca U 3 xy e uma funcdo C? f : E™ — E™™ tais que
MNU = Graf(f)nU.

Um vector v € E™ é um vector tangente a variedade M no ponto Xy se existe uma
~ d
funcdo g :| — e,e[— M tal que g(0) =x¢ e £(0) =v.

. O conjunto Tx,M de todos os vectores tangentes a variedade M em xg é um espago

vectorial de dimens3o m, dito o espaco tangente a M no ponto xg. O seu complemento
ortogonal TXLOM é um espaco vectorial de dimensdo n — m, dito o espaco normal a
M no ponto xg.

. Se M = {x € U :F(x) =0} numa vizinhanga U > xq entdo

T M = span{VF"(xq),..., VF™(xq)}.

Teorema dos Extremos Condicionados: Sejam f : E™ — R uma funcio de classe C*
e M C E™ uma variedade m-dimensional. Se a restricdo de f a M tem um extremo
local em xg € M entdo V f(xq) € T M.

Regra dos Multiplicadores de Lagrange: Nas condi¢cdes do teorema anterior, existem
constantes A1, ..., A\n—m € R (0s multiplicadores de Lagrange) tais que

V(f+MF 4+ A F™)(x0) = 0.

Il. Integracao em R"

1. Medida de Lebesgue



. Um intervalo limitado I C E™ é um conjunto da forma I = J; X ... X J,, onde cada
Ji € um intervalo de extremos ag, b € R. Define-se a medida (n-dimensional) de um
intervalo limitado através de

VoI) = (b1 —ay) ... (by — ay :ku—ak

. Um conjunto elementar limitado E C E™ é uma unido finita de intervalos limitados
disjuntos,

N
E:UQ.
k=1

Define-se a medida (n-dimensional) de um conjunto elementar limitado através de

N
= V().
k=1

. Dado um subconjunto qualquer A C E", define-se a sua medida exterior (n-dimensional)
como sendo

+0o0
Va(4) = 1nf{ZV Iy) : Iy, intervalo limitado , A C U Ik}
k=1 k=1

(pode ser +00).
. Propriedades da medida exterior:
i. Vn(2)=0;
i. AC B=V,(A) <V(B);
iii. E elementar limitado = V,(E) = V(E);
iv. Vo(a+A)=V,(A) Vae E",

400 400
v. AC | JAr=Va(4) <D Va(4r).

k=1 =
. Uma familia {U; };er de subconjuntos de E™ diz-se uma cobertura de A C E" se
AC U U;.
iel

A cobertura diz-se aberta se todos os U; sdo abertos. Uma subcobertura é uma
subfamilia {U; }ies (J C I) que é ainda uma cobertura de A.

. Teorema de Heine-Borel: K C E™ é compacto (i.e., limitado e fechado) sse toda a
cobertura aberta de K admite uma subcobertura finita.

. A diferenga simétrica entre dois conjuntos A e b é
AAB = (A\B)U(B\ A4).
. Um conjunto A C E™ diz-se mensurdvel com medida finita se

Ve>03E elementar limitado : Vn(AAE) <e

Se A € mensurdvel com medida finita, define-se a sua medida (n-dimensional) mediante
Va(A4) =V, (A) < 4o0.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

Uma familia A de subconjuntos de E™ diz-se uma dlgebra de conjuntos se
i IeA

i. Ae A= A°=E"\ A€ A,

ii. AABe A= AUB € A.

Uma algebra A diz-se uma o-dlgebra se

+o0
A, Ag,...e A= UAk € A
k=1
A C E" diz-se mensurdvel se AN[—L,L]"™ é mensuravel com medida finita V.~q. Se
A é mensuravel define-se a sua medida (n-dimensional) como V,,(A4) = V,(A) (pode
ser +00).
Seja M a familia dos subconjuntos mensuraveis de E™. Ent3o:
i. M é uma o-algebra;
i. Vi, : M — [0,4+00] é o-aditiva, i.e., se Ay, Ay, ... € M sdo disjuntos 2 a 2 ent3o

“+o0o +00
Va(lJ Ar) =D ValAp).
k=1 k=1

Qualquer conjunto de medida exterior nula é mensuravel. Qualquer conjunto aberto/fechado
€ mensuravel.

Uma fun¢do f : E™ — R diz-se mensurdvel se f~1(I) € M para qualquer intervalo

I CR.

f . E" — E" é continua sse para qualquer aberto U C E™ a imagem inversa
f=1(U) Cc E™ é um aberto.

Qualquer funcio continua é mensuravel.

Se f: E™ — R é um campo escalar, define-se

£ (x) = f(x) se f(x)=0 () = 0 se f(x)>0
0 se f(x) <0 —f(x) se f(x)<0

(note-se que f*,f~ >0,f=f*—f~,|f|=f"+f7)
i. f mensurdvel = f*, f~ mensurdveis.
ii. f,g mensurdveis = f + g, fg mensurdveis.

ii. f1, f2,... mensurdveis e f(x) = limg_, 1 fr(X) existe = f mensuravel.
Se A C E", a fungdo caracteristica de A é a fungdo x4 : £ — R dada por

1 se xe A
xa(x) = .

0 se x¢ A
A fungdo s : E™ — R diz-se simples se existem conjuntos disjuntos Aq,..., A, C E"
e nimeros reais ci,...,c, € R tais que

N

s = ZCiXAi'

i=1

s é mensurdvel sse Aq,..., Ay € M.



20. Se f: E™ — R é um campo escalar, existe uma sucessdo {si }ren de fungdes simples
tais que
kEIJPoo skp(x) = f(x), Vxepn.
Além disso:
i. Se f é mensuravel, as fun¢les s podem ser escolhidas mensuraveis;

ii. Se f >0, podemos escolher {sj}reny mondtona crescente:
0<s1(x) <s2(x) < ..., Vxepn.

2. Integral de Lebesgue

1. Se s: E™ — [0, 400[ é simples e mensuravel,
N
5= ZCZ'XAi ¢ €RY A € M,
i=1

define-se o seu integral como sendo

N
" i=1

(pode ser +0).
2. Se f: E™ — [0,400[ é mensurdvel, define-se

fdV,, = sup{ sdVy, : 0 < s < f é simples e mensuravel }
Bn En

(pode ser +00). Se

En

a funcdo f diz-se integravel.
3. Uma funcdo mensurdvel f : E” — R diz-se integrdvel se fT, f~ o s3o. Nesse caso,
define-se

fdv, —/ frdv, — fdV,.
Bn En Bn

4. Se A € M, f diz-se integravel em A se fxa € integravel, caso em que se define
/ fdv, = FxadV,.
A En

O conjunto das funcdes integraveis em A designa-se por L'(A).
5. Seja A € M. Entdo
i. Se f: A— R é mensuravel e limitada e V,,(4) < +oco entdo f € L'(A);
ii. Se f,g € L'(A) e f < g entdo

/ fav, < / gdVi,
A A



iii. Se Vi (A) =0 entdo [, fdV, = 0.
iv. Sea,b€Re f,g L'(A) entdo af +bg € L'(A) e

/A(af+bg)an za/Ademe/Angn.

v. f € LY (A) sse|f| € L'(A), e

’/Afdvn g/A|f|an.

6. Se f:[a,b] — R é Riemann-integravel entdo f € L'([a,b]) e

b
dVi = dx.
[a,b] f Vl /z f(x) v

3. Teorema de Fubini, Mudanca de Variaveis e Aplicacoes
1. Se P(x) é uma proposi¢do que depende de x € E™, dizemos que P(x) é verdadeira
quase em toda a parte (q.t.p.) se

Vo ({x € E": P(x) é falsa }) = 0.

2. Teorema de Fubini: Se A C E" e B C E™ sio intervalos quaisquer e f € L'(A x B)
entao:

i. A funcdo x — f(x,y) € L'(A) para quase todo o y € B;

i. Afuncioy— f(x,y) € L'(B) para quase todo o y € A;
ii. A funcioy— [, f(x,y)dx € L'(B);

iv. A funcdo x — [, f(x,y)dy € L'(A);

[, = [ L seeva = [ ][ soevyis] ay

3. Se A € M é limitado e é dada uma funcdo densidade de massa p € L'(A), define-se:
i. O volume n-dimensional de A:

V:Vn(A):/Aan.

i. A massa de A:

M:/pan.
A

iii. A coordenada k do centro de massa de A:
T = 1/ xkpdV

. A coordenada k do centrdide de A:

1
xlév = V/Axden.

=



v. O momento de inércia de A em relacdo a um determinado eixo:

I:/dean,
A

onde d(x) é a distancia do ponto x ao eixo.

4. Seja U C E" aberto; g : U — E™ diz-se uma mudan¢a de coordenadas se é uma
injeccdo C! com det Dg(x) # 0 Vxey (em particular, g tem inversa C1).

5. Teorema de Mudanca de Varidveis: Se g : U C E™ — E™ é uma mudanca de
coordenadas e f € L'(g(U)) entdo foge LY (U) e

f(x)dVn(x) = /Uf(g(t)) |det Dg(t)| dVi(t).

gU)

6. O paralelepipedo de lados vi,...,v, € E™ é o conjunto fechado (portanto men-
surdvel)

P(vi,...,vp)={aqvi+ ...+ apvy t a1,...,ap € [0,1]}.
As propriedades da medida de Lebesgue implicam que
Va(P(Vi,...,vy)) = [det[vy ... v,]|.

7. Coordenadas Polares em E?: S3o as coordenadas (7, 6) €]0, +-00[x]0, 2| relacionadas
com as coordenadas Cartesianas usuais (x,y) mediante a mudanga de coordenadas

(x,y) =g(r,0) = (rcosf,rsend).
O Jacobiano desta transformagdo é
Jg(r,0) =r.

8. Coordenadas Cilindricas em E3: S3o as coordenadas (r,0,2) €]0,+o0o[x]0,27[xR
relacionadas com as coordenadas Cartesianas usuais (z,y, z) mediante a mudanca de
coordenadas

(r,y,2) =g(r,0,z) = (rcosf,rsenb, z).

O Jacobiano desta transformacio é
Jg(r,0,z) =r.

9. Coordenadas Esféricas em E3: S3o as coordenadas (r, 0, ) €0, +00[x]0, 7[x]0, 27|
relacionadas com as coordenadas Cartesianas usuais (z,y, z) mediante a mudanga de
coordenadas

(x,y,2) =g(r,0,p) = (rsenf cos p,rsenfseny, rcosh).
O Jacobiano desta transformacgio é
Jg(r,0,0) = r’sené.

4. Teoremas de Convergéncia



. o-aditividade do integral:  Sejam Ai,Az,... € M com A;NA; = T sei # j,
+oo

A= U Ay e f > 0 mensurdvel. Entdo
k=1

+o0
fdV, = fdVy,.
Jrm=x],

+o0o
. Sejam A1, Ay,...e Mcom Ay C Ay C ..., A= U Ay e f > 0 mensurdvel. Ent3o
k=1

/ fdVy = lim | fav,.
A k——+o0 Ap

1
. — € LY([1,400]) sse o > 1.
x
—z2 1 oo —z?
e el (R)e e dr = /.
—00
1
. € L(]0,1]) sse a < 1.
x

. Teorema da Convergéncia Mondtona de Levi: Seja A € M e {f,},n uma sucessdo
de funcbes mensurdveis em A tais que

0< fx) < fo(x) < ... Ve,
Se f: A— R é tal que

Jim fi(x) = F(X) Vaea

[ 7= gim [ i

. Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue: Seja A € M e {f,}neny uma
sucessdo de fungdes mensurdveis em A. Se f: A — R é tal que

kEI—&I—loo Jr(x) = f(x) Vxea

entao

(pode ser +00).

e existe g € L'(A) tal que
[fe(3)] < g(%) Vxea

[RECER FC

. Regra de Leibniz: Seja A C E™ mensurdvel e f : A x R — R tal que f(x,y) é
integravel em x para todo o y € R e diferencidvel em y para quase todo o x € A. Se
existe g € L'(A) tal que

of

x| < ot

entdo f € L1(A) e

y

9



para y numa vizinhanca de yy € R entdo a funcdo F' : R — R dada por

F(y) = /A F(x,9)dVa(x)

¢ diferenciavel em yj e

of
F :/ ——(x,y)dV,(x).
() = | 5y ComdVax)
I1l. Formas Diferenciais

1. Covectores

1. O dualde E™ é
(E"* ={w:E" - R:wé linear}.
Os elementos de (E™)* dizem-se I-covectores.
2. (E™)* é um espaco vectorial de dimens3o n. Uma base para (E™)* é

{dat,... dz"}
onde o 1-covector dz’ é definido por
dz’ (Ulel + ...+ v"en) =

(ou seja, dz' (ej) = 1se i = j e 0 caso contrario).

3. Um k-tensor (covariante) é uma aplicacio T : (E™)* — R multilinear, i.e., tal que

T(Vl,...,Vi—l-Wi,...,Vk):T(Vl,...,vi,...,vk)—‘rT(Vl,...,WZ‘,...,Vk);

T(Vl,...,)\vi,...,vk):AT(Vl,...,Vi,...,Vk)

(Vi,o o, Vi, W1,...,Wp € E", A€ R, i=1,...,n). T" (E™) designa o conjunto de
todos os k-tensores em E".
4. Um k-tensor w € T* (E™) diz-se alternante, ou um k-covector, se

W(VL, oy Vig o, Vi oo, Vi) = —w (Vi, .o, Vi, oo, Vi oo, V)

(Vvi,...,vk € E™ 4,5 = 1,...,n). AF(E") designa o conjunto de todos os k-
covectores em E™.
5. T (E™) é um espago vectorial e A¥ (E™) é um subespago vectorial de T* (E™).
6. Se S € TF(E™) e T € T'(E™), o seu produto tensorial S ® T € T*+! (E™) ¢ dado
por
ST (Vi,.. ., Vi, W1,..., W) =S (vy,...,vi)T (Wq,...,w;)
(Viy.o oy Vi, W, ..., Wy € E™).
7. Propriedades do produto tensorial: Se S,T,U sao tensores e A € R entdo
L (S+T)eU=SeU+TeU,
i. SQ(T+U)=S®T+ S U;
iil. AT =AXS®T)=5® (\T),
iv. S(TeU)=(ST)U,;

10



8. dim (T'(*(E™)) = n*, e uma base ¢ {d2" @ ... ® da'*}”

v. S@T£T®S.

0150t =1"

9. Se T € T" (E™), define-se

10.

11.

12.

13.

14.

1
AW(T) (v, Vi) = o Z V(1) s Vo(k))
€Y

Propriedades de Alt:
i. Se T € TF (E™) entdo Alt(T) € A* (E™);
i. Alt:T"%(E™) — AF(E™) é linear;
iii. Sew € A¥(E™) entdo Alt(w) = w.
(Por outras palavras, Alt : T* (E™) — A* (E™) é uma projeccio).
Se w é um k-covector e 1 é um I-covector, o seu produto exterior é o (k+l)-covector

(k+1)!
k!
Propriedades do produto exterior: Se w, 17, a e B sdo covectores de graus apropriados

entdo
LwA(a+f)=wAa+twApS;
i. wA (en) =c(wAn) comceR,;
i. wAn=(=1)*nAwparaw € A¥ (E™)n e AL (E™);
iv. wA(aAB)=(wAa)AL.
dz A .. AN dxt = KAl (dm“ R...® da:ik)

wAn= Alt(w @ ).

: k (n n n! £ i ix
dim A" (E") = . = m e uma base é {d:p A...Ndx }1§i1<...<ik§n'

2. Formas diferenciais

1.

Uma k-forma diferencial C? em E™ é uma fungdo C? w : E" — AF(E™) (ie,
w(x) € A¥ (E™) para todo o x € E™). O conjunto das k-formas C™ em E™ designa-
se por QF (E™).
Sef:E" — E™éC®ewc QF(E™) entdo o pull-back de w por f é a k-forma
f*w € QF (E™) definida por
f*w(x)(v1,...,vi) = w(f(x))(Df(x)vy,..., Df(x)v)

para vi,...,vg € E™.
Propriedades do pull-back: Se w e 1 sdo formas de graus apropriados ent3o

i (w+n) =fw+

i. f*(wAn) =£fwAf .

. Se w € QF (E™) é uma k-forma,

W= Z Wiy iy (X)dz A LA dat®

0<i1<...<ix<n

a sua derivada exterior é a (k-+1)-forma

dw = Z Z iy Zk x)dz' Adz™ AL A da

ozt
0<ii<..<ip<n i=1

11



11.

. Propriedades da derivada exterior: Se w e 1 sdo formas de graus apropriados entdo

i dw+n) =dw+dn;

i. dwAn)=dwAn+(—1)kwAdn, onde w € QF (E™);
iii. d(dw) =0 (abreviadamente, d? = 0);
iv. d(f*w) =f*(dw), onde f : E™ — E™ é C°.

. Por definicio, A°(E™) = R e portanto as O-formas QY (E™) sio as fungdes C°°

g: E" —R. Sew é uma k-formaef: E™ — E™ é C* tem-se

i g A\w = guw;
i. f*g=gof;
iii. dgzaaxgldxlﬂ—...—}—aaﬁldaz".

(em particular, d(x%) = d2?, o que justifica esta nota¢3o).
w € QF (E™) diz-se fechada se dw = 0.

. w € QF (E™) diz-se exacta se existe uma forma n € QF 1 (E™) tal que w = dn (n

diz-se um potencial para w).

. w exacta = w fechada.
10.

A C E™ diz-se em estrela se existe um ponto x¢ € A (dito o centro) tal que [xg,x] C A
para todo o x € A, onde

[x0,x] = {x0 + t(x — xq) : t € [0,1]}

designa o segmento de recta de extremos xg € X.

Lema de Poincaré: Seja w € QF(U), onde U C E™ é aberto. Se U é em estrela e w
é fechada, entdo w é exacta.

IV. Integracao em Variedades

1. Parametrizacoes, Cartas e Orientabilidade

1.

Seja M C E™ uma variedade de dimensdo m, x € M e U > x uma vizinhang¢a aberta.
g:V C E™ — M NU diz-se uma parametrizacdo de classe C? de M NU se é uma
bijeccio de classe C? com g=! : M NU — V continua e rank Dg = m.

. M C E™ é uma variedade de dimens3do m e classe C'? sse para todo o x € M existe

uma vizinhanga aberta U > x e uma parametrizacdo de classe C?1 g : V C E™ —
M NU. Além disso, as colunas de Dg(t) formam uma base para Ty ) M.

. Seg:V C E™ — MNU é uma parametrizacio, a funcio continuag™! : MNU — V

diz-se uma carta local.

Sejamg:VCE™ > MnNnUeh: W C E™ — MnNU duas parametrizagdes, e
p:MNU —-Vey: MNU — W as respectivas cartas locais. Entdo a mudanca de
carta local pog:V — W é de classe C? e det Dy o g # 0.

. Sejaf:V C E™ — W C E™ de classe C? invertivel com inversa de classe C4. Diz-se

que f preserva orientacdes se det Df > 0, e que f inverte orientaces se det Df < 0.

. Uma variedade M C E™ diz-se orientdvel se pode ser parametrizada por forma a que

todas as respectivas mudancas de cartas locais preservem orientagées. Uma orientacdo
de M é simplesmente uma escolha de um sistema de parametriza¢des nestas condigoes.

2. Integrais de Formas Diferenciais
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. Seg:V CE™— MNU é uma parametrizacdo e w € Q™ (E™), define-se o integral
de w ao longo de M NU com a orientacdo induzida por g através de

/ w:/g*w(el,...,em)dtl...dtm.
g(V) 14

Resulta desta definicao que

/f(t)dtl/\.../\dtm—/f(t)dtl...dtm,
14 14

/ w:/g*w.
g(V) 4

. A m-forma dV,, € Q™ (E™) diz-se um elemento de volume para a variedade de di-
mensao m M C E™ se

1AV (%) (Vi, ., V)| = Vip (V1 .o, Vi) = Vdet G
para quaisquer vi,...,vy, € IxM e x € M, onde G é a matriz m X m dada por
Gz‘j =V Vj.
. Seg:V CE™ — MNU é uma parametrizagdo e dV,,, € Q™ (E") é um elemento
de volume para M, entdo

g dVy, = £/det G(t)dt' A ... A dt™

onde a matriz m x m G(t) é dada por

e portanto

Jg Og
Gij = — - —.
ott ot
O elemento de volume diz-se compativel com a orientagdo induzida por g se o sinal
acima é positivo, ou, equivalentemente, se
Jg Jg
AV | ==,--., == | > 0.
" (8751 otm

. Seg:V CE™— MNU é uma parametrizacio e dV,, € Q™ (E™) é um elemento
de volume para M compativel com a orientacdo induzida por g, define-se o volume
m-dimensional de M N'U como

Vm(MmU)z/ de:/g*de:/ Vet GE)dt' AL A dt™
\% \%

MNU
= / Vdet G(t)dt!...dt™.
14

Note-se que este integral é independente da orientacao induzida por g.

. Se f: E™ — R é um campo escalar, g : V C E™ — M NU é uma parametrizacio
e dVy,, € Q™ (E™) é um elemento de volume para M compativel com a orientagdo
induzida por g, define-se o integral de f ao longo de M N U como

/ fav, :/g*(fdvm):/ flgt)/det G(t)dt' A ... Adt™
MNU 14 |4
_ / F(g(t) /At GoYde: .. dim.
Vv

Note-se que este integral é independente da orientacdo induzida por g.
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6. Se M C E™ é uma variedade de dimens3o m limitada e é dada uma funcdo densidade
de massa por unidade de volume m-dimensional o : E™ — [0, +oc], define-se:

i. O volume m-dimensional de M:
V=V,M)= / dVy,.
M
i. A massa de M:

M—/ odVp,.
M

iii. A coordenada k do centro de massa de M:
1

iv. A coordenada k do centrdide de M:

1
x’(“; =7 /M 2*dVi,.

v. O momento de inércia de M em relacdo a um determinado eixo:

I= / d>odV,,,
M

onde d(x) é a distancia do ponto x ao eixo.
7.Se F : E" — E™ é um campo vectorial C*°, definem-se wp € Q! (E") e Qp €
Q1 (E™) através das férmulas

wp =Fdz! + ...+ F'da™,
Qp =FYdz® A ... ANda" — ... 4+ (=) TFdzt AL A da™ L

8. Se M C E™ é uma variedade de dimensdo 1, 7 : M — E™ um vector tangente
unitdrio e F : E™ — E™ um campo vectorial C'*°,

/ wF:/ F-rdV,
M M

onde a orienta¢do de M ¢é definida por 7. Este integral diz-se o integral de linha de F
ao longo de M na direcgdo determinada por 7; no caso em que F é uma forca, tem a
interpretacdo fisica do trabalho realizado por F sobre uma particula que percorre M
na direccao determinada por 7.

9. Se M C E™ é uma variedade de dimensdon —1 en : M — E™ um vector normal
unitario, dV,_1 = Q, é um elemento de volume para M.

10. Se M C E™ é uma variedade de dimensido n — 1, n: M — E™ um vector normal
unitarioe F : E"™ — E™ um campo vectorial C*°,

/QF:/ F-ndV,_,
M M

onde a orientacdo de M é definida por dV,,—1 = ). Este integral diz-se o fluxo de
F através de M na direccdo determinada por n; no caso em que F = pv, onde p e
v s3o a densidade e velocidade de um fluido, tem a interpretac3do fisica da massa de
fluido que atravessa M na direccdo determinada por n por unidade de tempo.
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11.

12.

13.

14.

15.

Para verificar se uma determinada parametrizacio g : V ¢ E»! - M NnU C E»
induz a orienta¢do compativel com o elemento de volume dV,,_; = Q,, (ou seja, se o
integral de Qg fornece o fluxo de F na direcgdo de n), basta verificar se

g Q= f(O)dt' AL A dt™ Tt

com f > 0 (basta verificar num ponto particular). Alternativamente, basta verificar

se 5 5
g g
det <n7at1,...,atn_1> >O
Se n = 3, isto é equivalente a verificar se
og 0g
a0 < ge — 1
com f > 0.

Seg:V C E? - MNU C E? é uma parametrizacio e dVs é um elemento de volume
para M compativel com a orientacdo induzida por esta parametrizagdo, entdo

8g 1 2
*dV- dt* A dt”.
& 2= H o~ a2
Em particular o fluxo do campo vectorial F : E3 — E2 através de M NU na direccio
de 2 o X gt% é dado por

1,2\ . Jg  Og 1 2 / 1 42\ 8g og 2
/‘/F(g(t,t)) <8t1X8t2>dt A dt VF(g(t,t)) a1 X B dt'dt’.

M C E™ diz-se uma variedade com bordo de dimensdo k (e classe C9) se M =
MUOM, onde M é uma variedade de dimens3o k (e classe C9), M é uma variedade
de dimensdo k — 1 (e classe C7), dita o bordo de M, e para todo o x € M existe
um aberto U 3 x e uma aplicagdo de classe C? g : VN {t! < 0} — M NU tais
queg(0) =x, gVN{tl<0})=MnUeg(VNn{tt=0})=dMNU. M diz-se
orientavel se M é orientével, e se w € OF (E™) define-se

el

Se g determina a orientacdo de M, a orientacdo induzida porg em OM é determinada
por h: W C EF~! — E" dada por h(u!, ..., u*~1) = g(0,u,...,uF1).

Teorema de Stokes (Teorema Fundamental do Célculo): Se M C E” é uma variedade
com bordo compacta orientvel de dimens3o k e w € Q=1 (E") entdo

/dw:f w
M oM

onde OM tem a orientacdo induzida pela de M.
Se M é uma variedade de dimensdo k (sem bordo) compacta orientdvel e w €

QF1(E™) entdo
?{ dw =0
M

(¢ significa apenas que a regido de integracdo é uma variedade compacta).
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16. Notagdo: Se F : E™ — E™ é um campo vectorial e M é uma variedade de dimens3o
1 com parametrizagdo g :|0, 1[— E™, é habitual escrever

[ Foag= [ wo= [ P

17. Teorema Fundamental do Cdlculo para Integrais de Linha: Se f : E™ — R é um
campo escalar e M é uma variedade de dimensdo 1 com bordo parametrizada por
g:[0,1] — E™, com g(0) =a e g(1) = b, entdo

/ Vf-dg = f(b) — f(a).
M

18. Se F : E" — E™ é um campo vectorial de classe C, a sua divergéncia é o campo
escalar .
OF oOF™"
V- F=—+...+ .
ox! Oxn
19. Teorema da Divergéncia: Se F : E™ — E™ é um campo vectorial de classe C!' e M é
uma variedade com bordo de dimensdo n (i.e., um conjunto compacto M C E" cuja
fronteira é uma variedade), entdo

/V-denzf F-ndV, 1,
M oM

onde n € a normal unitdria exterior.

3. Calculo Vectorial em E3
1. Se F : E> — E3 é um campo vectorial de classe C', o seu rotacional é o campo
vectorial
€1 €2 €3

or Oy 0z
F' 2 F3

OF3 OF? OF' OF3 0F? OF!
oy 0z’ 0Oz ox ' Oz oy |-

2. Teorema de Stokes para Campos Vectoriais: Se F : E3 — E3 é um campo vectorial
de classe C! e M é uma superficie com bordo, entdo

/(VxF)-ndVQ—% F -dg,
M oM

onde OM deve ser percorrido no sentido tal que o produto externo do vector tangente
ao bordo pela normal unitdria n aponte para fora da superficie.

3. Regra da Mao Direita: Uma maneira simples de recordar a relagdo entre as orientacoes
da superficie e do seu bordo no Teorema de Stokes é a seguinte: desenhando um
pequeno quadrado na superficie tal que um dos seus lados é um pedaco do bordo, a
orientagdo correcta do bordo é a que induz a circulagcdo ao longo dos lados do quadrado
que fornece a normal unitdria n por aplicagdo da regra da m3o direita (fechando a
mao direita no sentido da circulacdo no quadrado, o polegar aponta na direccdo da
normal).
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4. Se f: E3 — R é um campo escalar de classe C?, entdo
V x(Vf)=0.

5. Se F: E3 — E3 é um campo vectorial de classe C?, ent3o
V- (VxF)=0.

6. Lema de Poincaré para Campos Vectoriais: Se F : U ¢ E® — E3 é um campo
vectorial de classe C? e U é um conjunto em estrela ent3o:
i. VXF=0=F =V para algum campo escalar f : U — R (dito um potencial
escalar para F);
i. V.-F=0=F =V x A para algum campo escalar A : U — E? (dito um
potencial vector para F).
7. Diciondrio Formas/Campos em E3:

i. Produtos:
wiF = fwr;
WExG = WF N\ WG;
wr.g = OQr Nwg = wr A Qg.
ii. Derivadas:
wy s = df;
Qv xr = dQF;
(V-F)dVs = dQp.
iii. Integrais:

/F'ng/wF;
M M
/F-ndVg—/QF;
M M

V x (Vf) = 0 < d(df) = 0;
V- (VxF) =0 ddog) = 0.

. Teoremas Sobre Derivadas:

=

v. Teoremas Sobre Integrais:

/ (V) dg = f(b) — f(a) & / df = f(b) — f(a);
M M

// (VxF)-ndVQ:jq{ F~dg<:)/ dwF:}I{ WF;

M oM M oM

/// (V-F)d%:# F-ndV2<:>/ dQF:j{ Qp.
M oM M oM
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8. Seg:V — E™ é uma mudanca de coordenadas, g = g(t!,...,t"), e f: E" - R ¢
um campo escalar, ent3o:

L0 _0g_99' . 0" 99" 9 99" 9
ot ot ot "t T ot ot 9t T ot 9z’

. 8f B _
e o = <6t1>_D£¢f’

0 0 . .
iii. {6751""’875”} é uma base para E™;
. lset=3
iv. dt (8{) = (51']‘ = J ;
ot Oseij
V. {ahf1 ...,dt"} é uma base para (E™)", dita a base dual de 9 o1
e ’ ot ot J
o 0
: J .2
Vi. waafz = ]Zle dt’, onde G;; = % 90

9. Coordenadas Cilindricas em E3: Tem-se

1.0 0
G=10 0
0 0 1

e portanto {68 889 aa } € uma base ortogonal correspondendo as formas {dr r2df dz}.
z

A respectiva base ortonormal satisfaz

e, = gwdrwegxezwrdﬂ/\dz
or
1

ey = ;%mrd@wezxerwdz/\dr

ezzgwdzwerxegwrdr/\de
0z

(onde escrevemos F ~ wg ~ Q). Tem-se ainda

dV3 = rdr Ndf N dz.

10. Coordenadas Esféricas em E3: Tem-se
1 0 0
G=10 0
0 0 7r2sen?f

9

0 0
e portanto {8’ 50" 8} € uma base ortogonal correspondendo as formas {dr, r2d0, r? sen® Hdcp}.
r 2
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A respectiva base ortonormal satisfaz

0

eT:ENdrweexe@~r2sen9d9/\d<p;
10 « n0dp A dr;

69_7"60 r €, X €, ~rse ® T

e — 1 i rsen 0d e xXe rdr A df
Y rsenf dp v e e .

Tem-se ainda
dVs = r?sen@dr A dO A de.

4. Lema de Poincaré Generalizado

1. Dois conjuntos abertos U,V € E" dizem-se difeomorfos se existe uma bijeccao
f U — V de classe C* cuja inversa é também de classe C*° (f diz-se um di-
feomorfismo).

2. Lema de Poincaré Generalizado: Se U é em estrela e V é difeomorfo a U ent3o
qualquer forma fechada em V' é exacta.
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