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1. Seja

()

(b)

Duracao: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

M:{(x,y,z)€E3:y:$tgz,—g<z<g}.

Prove que M é uma variedade.
Resolucao: A matriz Jacobiana da fungdo

F(xay7z):y_xtgza
cujo conjunto de nivel F~1(0) é M, é dada por
DF = [ —tgz 1 —xsec’z ]

Uma vez que esta matriz linha nunca se anula, a sua caracteristica é constante igual
a 1 no dominio de diferenciabilidade de F'. Logo M ¢é variedade.

Determine os pontos em que M é vertical (i.e., em que o espaco tangente a M
contém e, = (0,0,1)).

Resolucdao: O espago tangente conterd e, exactamente quando os espago normal
for ortogonal a este vector. Portanto os pontos que procuramos sdo os pontos da
variedade nos quais

(—tgz,1,—zsec’2)-(0,0,1) =0 & xsec’ 2 =0 < z = 0.

Os pontos da variedade que satisfazem x = 0 sdo os pontos tais que y =0-tgz =0
e —5 < z < 5. Portanto os pontos nos quais a variedade é vertical sdo os pontos
da forma (0,0, z) com —5 < z < 3.

Em que pontos de M é que o Teorema da Func¢ao Implicita ndo lhe garante a existéncia
de uma vizinhan¢a na qual M é o gréafico de uma fun¢do z = f(x,y)? O que pode
dizer sobre esses pontos?

Resolugcdo: O Teorema da Funcdo Implicita sé n3o garante a existéncia de uma
vizinhanga na qual M é o gréfico de uma fungdo z = f(z,y) nos pontos de M nos

quais

oF

— =0 —zsec’z=0< 1z =0,

0z
i.e., nos pontos determinados na alinea anterior. M n3o é o grafico de uma fungdo
z = f(x,y) em qualquer vizinhan¢a destes pontos, uma vez que em tal vizinhanga

existem infinitos pontos com x = y = 0 mas diferentes valores de z.
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(d) Justifique que existe pelo menos um ponto em M cuja distdncia ao ponto e, =

(0,1,0) é minima. Calcule esse(s) ponto(s).
Resolucao: Note-se que uma vez que a origem pertence a M, a distancia de e, a

M é certamente < 1. Tomemos a bola fechada E;(ey); uma vez que % < % o)
2

conjunto M N Bz (e,) é compacto. Uma vez que a distancia a e, é uma fungdo
continua, possuiré2 pelo menos um ponto de minimo neste conjunto, ponto esse que,
claro esta, serd um ponto de M cuja distancia a e, é minima.

Uma vez que sabemos que existe um ponto de M que minimiza a funcdo

flay,z) ="+ (y—1)° + 2°

(quadrado da distancia a e,), sabemos que este serd necessariamente uma solugdo
do sistema dado pelo método dos multiplicadores de Lagrange:

20 — Atgz =0
{ V(f(x,y,z)+)\F(x,y,z)):0 PN 2(3/_1)+)‘:0
F(z,y,2)=0 2z — Azsec? z =0
y—axtgz=0
Da primeira equag¢dao obtemos x = )‘tgz e da segunda y=1-— % Usando a
dltima equagao, temos rtgz =1 — 7, e portanto § Atg?z =1 — 2. Recordando que
tg? 2z + 1 = sec? z, obtemos %seczz = 1. Portanto a terceira equaq;éo implica que
x = z. Dado que % = cos® z, a primeira equac3o fica = senzcosz = %sen(2z),

e portanto z = %sen(Qz). E facil ver que a Unica solucdo desta equacao é z = 0,
e portanto x = z = 0. A equacao da variedade implica entdo y = 0. Logo a Unica
solucdo do sistema (e portanto o ponto de M cuja distancia a e, é minima) é a
origem.

2. Considere o seguinte conjunto mensuravel:

A:{(m,y,z) EE3:(\/x2—|—y2—1)2§z§l,x20,y20}.

a) Escreva uma expressdo para o volume de A em termos de integrais iterados da forma

J(f([ dz)dy)dz=.
Resolucdao: As secgdes com z constante formam quartos de coroas circulares no

plano zOy, com z,y > 0, com raio interior dado por 1 — \/z e raio exterior dado
por 1+ +/z. Logo, temos

1—/z 1+\f 14+vz  p/(1+v2)2—y?
V3 (A / / / dd:dy—i—/ / dxdy | dz.
(1— f —y? 1

b) Seja f(x,y,z) = z. Calcule [, fdVs.

Resolucao: Em coordenadas cilindricas temos x = r cos . Logo,

/2
/// rdrdydz = / / / rcosf rdzdrdf
(r—1)2

= [sen(2>—sen(0)} /02 21— (r—1)dr :%
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3. Seja A C E? um conjunto mensuravel limitado. A diz-se simétrico em relacdo ao eixo
dos zz se (x,y,2) € A= (—x,—y,2) € A.

4.

a)

Mostre que se A é simétrico em relacdo ao eixo dos zz entdo o centrdide de A é um
ponto desse eixo.
Resolucdo: Sejam

Ay ={(z,y,2) € A2 >0}, A_={(z,y,2) € A: 2 <0}
e considere-se a mudancga de varidvel

(SU,y, Z) = g(ﬁﬂ%() = (_57 -, C)

cujo Jacobiano é

-1 0 0
Jg=det| 0 -1 0 | =1.
0 0 1

Uma vez que o plano z = 0 tem medida nula e a imagem de A, pela mudanca de
varidveis é A_ (devido a simetria do conjunto), temos

/degz/ de3+/ degz/ de3+/ (=&)dVs
A Ay A Ay Ay
:/ zdV3 —/ xdV3 =0
Ay Ay

e portanto a coordenada x do centrdide é nula. O mesmo é obviamente verdade para
a coordenada y do centrdide, e portanto o centréide é um ponto do eixo dos zz.
Mostre que se A possui dois eixos de simetria distintos ent3o estes eixos tém que se
intersectar.

Resolucao: Qualquer eixo de simetria tem que conter o centrdide; portanto dois
quaisquer eixos de simetria tém que se intersectar no centrdide.

Mostre que o Teorema da Funcdo Implicita implica o Teorema da Funcao Inversa.

Resolucdo: Sejam g : E" — E" uma funcdo de classe C! e xq € E" tal que
det Dg(xp) # 0. Queremos mostrar que existe uma vizinhanga U 3 X na qual g é injec-
tiva e a sua inversa local é de classe C!. Para tal, considere-se a funciaoF : E"x E™ — E"
dada por

F(x,y) =y —g(x).

O conjunto de nivel F~1(0) C E™ x E™ é exactamente o grafico de g. Seja yo = g(%o);
entdo F(x0,y0) =0 e

F
det 4

I (X0, ¥0) = —det Dg(xo) # 0.

Logo pelo Teorema da Fungdo Implicita existem vizinhangas U > xg e V 3 yg € uma
funcdo de classe C! f: V — U tal que para (x,y) € U x V se tem

F(x,y) =0+ x=1(y),

isto €,

y =gx) &x=1f(y).

Portanto g é invertivel e a sua inversa local f é de classe C*.



