Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha 12

A entregar até a aula pratica de sexta-feira dia 20 de Dezembro

1. Uma relagdo ~ num conjunto A diz-se uma relacdo de equivaléncia se é

(i) Reflexiva: a ~ a para todo o a € A;
(ii) Simétrica: a ~b = b ~ a para todo 0 a,b € A;
(iii) Transitiva: a ~beb~ c=-a~ cparatodooa,b,ce A.

Uma relagdo de equivaléncia ~ em A subdivide A em subconjuntos disjuntos, ditos classes
de equivaléncia, onde a classe de equivaléncia de a € A é

[a] ={be A:b~a}.
Se b € [a], diz-se que b é um representante de [a]. Considere a seguinte relagdo em R:
r~ysSr—yeQ.
(a) Mostre que ~ é uma relagdo de equivaléncia. Portanto ~ subdivide R em classes de

equivaléncia (todas elas densas em R).

(b) O conjunto de Sierpinski S é construido tomando exactamente um representante de
cada classe de equivaléncia em [0,1]. Se {g,}nen € uma enumeragdo de [—1,1] N Q,
definimos S, = ¢, + S. Mostre que

+o0o
0,1]c [ S c[-1,2].
n=1

(c) Mostre que o conjunto de Sierpinski ndo é mensuravel.
(d) Mostre que n3o existe nenhuma fungdo p : P(R) — [0, +00] (onde P(R) designa a
familia de todos os subconjuntos de R) que seja
(i) o-aditiva;
(i) Invariante por translacgGes (i.e., p(x + A) = pu(A) para todoo z € Re A C R);
(iii) Normalizada (i.e., u([a,b]) = b — a para todo o a,b € R).
Pode provar-se que os conjuntos mensuraveis a Lebesgue formam a maior o-algebra
onde é possivel definir uma fun¢do com estas propriedades.

2. Decida se as funcdes seguintes s3o ou ndo integraveis nos seus dominios, e calcule os
respectivos integrais caso existam:

(@) J(@) ==
67127742
(b) g(z,y) = 212



3. Usando

e a Regra de Leibnitz calcule

para todo o n € N.

Nao precisam de entregar:

4. A funcdo Gama é definida pela férmulal

+o00
I'(z) = / t e tdt.
0

(a) Mostre que esta fun¢do estd bem definida para = > —1.
(b) Mostre que
P(z+1) = (@ + DI(z)
e que
ro)=1.
Conclua que
I'(n) =n!

para todo o n € N (portanto a fungdo gama pode ser vista como uma generalizagdo
da nogdo de factorial).

1
(c) Mostre que I' (—3) = /7.
(d) Usando coordenadas Cartesianas e coordenadas esféricas, mostre que

2 n +00 2
/ e IXPqy, =72 = Vn_l(S"_l)/ e " rn L,
n 0

onde
Sl = I{xeR": x| = 1}.

Conclua que

B

27
Vo1 (8" = — .
r(z -1
(e) Use o Teorema da Divergéncia para mostrar que

1 _
Vn(Bn) = ﬁ nfl(Sn 1)’

onde
B"={xeR": x| < 1}.

Conclua que

oz
Vo(B") = — "
n
nl' (3 —1)
'Na realidade a definicio habitual é T'(x) = 0+°° t*~te~tdt, mas a definicdo acima é mais simples para os

nossos propdsitos.



(f) Seja
f(t)=xlogt —t
o logaritmo da integranda na definicdo da funcdo Gama. Mostre que para x > 0 esta

fungdo tem um maximo para t = z, e que a sua expansdo em série de Taylor em torno
deste ponto é

(t — =)
t)y=xlogx —x — ——
f(t) g 5e T
Mostre que aproximando f pela sua expansdo até a segunda ordem se obtém a férmula
aproximada
T +OO 1[.2 x +OO 1L2 T
I'(z) ~ <£> / e 2z du (§> / e 22du =2z <£> ,
e . e oo e

que é valida para x >> 1. Esta expansdo assimptdtica é exactamente a conhecida
férmula de Stirling para o factorial de um ndmero inteiro:

n\n
n! ~v2mn (—) (n>>1).
e

5. Seja A C R"™ aberto, f : A — R continua g.t.p. em A e limitada em cada compacto
contido em A. Seja O uma cobertura admissivel de A e & uma particio da unidade para
A subordinada a O. Recorde que se diz que f é integravel em A se a série de termos n3o

negativos
> / ol f
A

ped

converge, e que se f é integravel, o seu integral é a soma da série absolutamente convergente

/Af=Z/As0f-

ped

Use o Teorema da Convergéncia Monétona para mostrar que se f é integravel neste sentido
generalizado entdo f € L'(A), e o Teorema da Convergéncia Dominada para mostrar que
o integral definido desta forma coincide com o integral de Lebesgue de f.

6. Este exercicio destina-se a provar o Teorema da Esfera Penteada: Se U é uma vizinhanca
aberta de
S?={xecR®:|x| =1}
e F: U — R? é um campo vectorial de classe C! tangente a S, i.e., tal que F(x) € TxS?
para todo o x € 52, entdo existe xq € S? tal que F(xg) = 0.
(a) Suponha que o teorema era falso. Justifique que nesse caso existiria um campo vectorial
G tangente a S? tal que ||G(x)|| = 1 para todo o x € 52
(b) Seja g : R? — S? a habitual funcdo

g(0, ) = (sen @ cos ¢, sen b sen @, cos )

cujas restricdes s3o parametrizacdes de S?. Considere a funcio H : R? — S? dada
por
H(t,0,¢) = cos(t)g(0, ) + sen(t)G(g(0, ¢)),



e a forma de volume Qg para S?, onde

1 x
E(x)= ———.
N
Recorde que d)g = 0 em R3\ {0}. Considere a forma-2
W = H*QE

e a variedade com bordo [0, 7] x [0, 7] x [0,27] C R3. Use o Teorema de Stokes nesta
variedade para mostrar que

J “= ), g
{0} x]0,7[x]0,2m[* {m}x]0,7[x]0,2m[*

onde + é a orientagdo induzida por df A de.

Use a alinea anterior e os factos de H(0, 60, ») = g(0, ¢) e H(m,0,¢) = —g(0, ) para
obter uma contradi¢3do.



