Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha 6

A entregar até a aula prdtica de sexta-feira dia 8 de Novembro

1. Calcule o volume, o centréide e o momento de inércia em relagdo ao eixo dos zz (em fun¢do
da massa total M) dos sélidos homogéneos seguintes:

(a) {(=z,y,2) eR 2?2+ <r’eze [0,A]}, com r,h > 0;

(b) {(x,y,z) ER3:0<rz<h(r— \/:c2+y2)}, com r,h > 0;
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(c) {(fv,y,Z)eR3:(12+b2+
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< 1}, com a,b,c > 0.
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2. Os versores das coordenadas polares sao os campos vectoriais definidos em cada ponto
(z,y) = (rcos,rsend) € R?\ {0} por

e, = (cosf,senb);

de,
€y —

= (—senf,cosh).

Deste modo, a expressdo da transformagdo de coordenadas (x,y) = g(r,0) é
(x,y) =x =re,.

(a) Mostre que se x = x(t) é um caminho diferencidvel representando a trajectéria de
uma particula em R? \ {0} se tem

% = (i —rf*)e, + (10 + 2/0)ey

(b) Supondo 6 > 0, mostre que a area varrida pelo vector x(t) entre os instantes tg e ¢ é

A(l) = /t %TQ(S)G(s)ds.
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(c) Prove a Segunda Lei de Kepler: se % é radial (i.e., se %(t) = a(t)e.(t)) entdo A é
constante.

3. Seja I C R™ um intervalo compacto e f : I x]|a,b|— R continua. Mostre que F :]a,b[— R
dada por

P = [ e navix)
¢ continua.

4. Use a Regra de Leibnitz para provar o Lema de Schwarz.



Nao precisam de entregar:

. Seja A C R™ um aberto, © uma cobertura admissivel de A, ® uma particdo da unidade
subordinada a O, f: A — R uma fungdo integravel, g : A — R" uma aplica¢do injectiva

de classe C1 e
B={xeA:Jg(x) =0}

Recorde que, pelo teorema de Sard, D = g(B) tem medida nula.

(a) Mostre que se B = @ entdo C' = g(A) é aberto. Na realidade é possivel mostrar que
C' é aberto mesmo quando B # @ (ou mesmo quando g é apenas continua - Teorema
de Invaridncia do Dominio).

(b) Mostre que C'\ D é aberto e que CN 9D C D. Conclua para cada ¢ € ® as fungdes
ofxp e ¢|f|xp sdo integrdveis a Riemann com integral zero, e que portanto fxp é

integravel com integral zero.
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Use este resultado para mostrar que

/Cf - /A<fog>\Jg\.

(c) E possivel provar que



