Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha 7

A entregar até a aula pratica de sexta-feira dia 15 de Novembro

1. Considere as seguintes formas diferenciais:
o = zdx + ydy € Q1 (R?);
Y z 1/mp2
=—-——"—d ——dy e O (R 0});
6 2 gt m e (R™\ {0});
w = e**dx + x cos zdy + y*dz € Q' (R3);
n = xdx A dy — zdx A dz + zyzdy A dz € Q*(R?);
¢ =dat Nda® + ..+ d2® T Ada®™ e Q2(R™M),
Considere ainda as seguintes fun¢des C'°:
f : R — R? definida por f(t) = (t,1);
g 3]0, +00[x]0, 27r[— R? definida por g(r,8) = (r cos 6, r sen §);

h: R? — R3 definida por h(u,v,w) = (uwv, vw, uw).
Calcule:

(@) anB, wAn nAD;

(b) ¢ A...AC (produto exterior com n factores);
(c) da,dB, dw, dn, dC.

(d) f*a,g"a, g"f, h™y

2. Dado um vector

a

v=vle;+...+v", € R"

definimos o covector-1
wy = vidz! + ...+ o"da"

e o covector-(n — 1)
Qy =vlda? AL A de™ — o+ (=) et AL A da™
Mostre que:

(@) wy A Qw = (v -w)da! A ... Ada™
(b) Sen =3,

Wy A ww = Qyxw,

onde x designa o produto externo de vectores em R3.



(c) vi,...,Vvg sdo linearmente dependentes sse
Wy, Ao Awy, = 0.

(Sugestao: Poderd ser dtil mostrar que v1, . ..,V sdo linearmente dependentes sse a
matriz k x k dada por g = (g;j) = (v; - v;) € singular; note que pode sempre escrever
a matriz g como g = V'V, onde V' é a matriz cujas colunas sdo vy,..., V).

(d) O produto externo em R™ é a operagdo (n — 1)-dria que associa a vyq,...,v,_1 € R"
0 vector w = vy X ... X v,,_1 definido por

Qw =wy, Ao Awy, .
Mostre que v X ... X v,_1 é ortogonal a cada um dos seus factores.
3. Seja f: R™ — R um campo escalar e v : R™ — R™ um campo vectorial. Mostre que:
(a) df = wyy, onde
of of

Vf:@el—i——'-wen

é o gradiente de f.
(b) dQy = (V-v)dz' A ... Adz"™, onde

Lot o
ozl T o

V-v
é a divergéncia de v.
Suponha agora que n = 3. Mostre que:

(¢) dwy = Qvxyv, onde

€ €y €3

Uxvo| o o o |_ (000 00\ (0l 0N (00 0v
Voo oy oz | oy 92 ) 0z ar ) ox oy s

€ o rotacional de v.
(d) Vx(Vf)=0.
(e) V- (Vxv)=0.

Nao precisam de entregar:

4. Seja A C R™ um conjunto mensurdvel 3 Jordan. Mostre que int(A) e A s3o também
mensurdveis a Jordan, e que

Vn(int(A)) = Vn(Z) = Vn(A)



