Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha 9

A entregar até a aula pratica de sexta-feira dia 29 de Novembro

1. Diz-se que um covector-m w € A™ (R") orienta o subespago V' C R™ de dimensdo m se
existe uma base {vi,...,v,,} para V tal que

W(Vi, ...y Vig) #0.

Diz-se que a base é positivamente orientada se w(v1,...,vy,) > 0, e negativamente orien-
tada se w(viy,...,vpy) < 0.

(a) Mostre que se w orienta V e {wy,...,w,,} é outra qualquer base para V entdo
w(Wi,...,Wp,) # 0. Mostre ainda que as duas bases tém a mesma orientacdo sse o
determinante da matriz de mudanca de base é positivo.

(b) Mostre que uma variedade-m M C R™ é orientdvel sse existe uma forma-m p €
Q™(R™) que orienta todos os espacos tangentes a M, e que uma parametriza¢do
g:V CR™— MNU é compativel com p sse a base {18, ...,0mg} para Ty M é
positivamente orientada para todoot € V.

(c) A banda de Mébius é a variedade-2 que é a imagem de g :] — 1, 1[xR — R3 definida

por
() B ) B C)

Mostre que a banda de Mobius n3o é orientavel.

2. Use o Teorema Fundamental do Célculo para mostrar que se a fungdo continua g : [a,b] —
R™ é uma parametrizagdo quando restrita a Ja,b[ e f : U C R® — R é C*!, onde U é uma
vizinhanga aberta de g([a, b]), entdo

/ df = £(g(b)) — f(g(a)),
g(la,bD*

onde + designa a orientacdo compativel com g. Conclua que a forma-1 fechada

w=——T—dr+

— d
x2+y2 Y

X
z? 4 y?
n3o é exacta em R?\ {0}.

3. Calcule fMu w, onde

(@) M = {(z,y,2) € R® : 22 + > + 22 = lex = 2z}, p = dz no ponto (0,1,0) e
w = ydx + xdy + zdz;

(b) M = {(z,y,2) € R : 22 +y?+22 =9}, u = dy Adz no ponto (3,0,0) e w = dz Ady;



(c) M ={(z,y,z,w) € R*: 22 +y? =1 e 224+ w? = 1}, u = dy Adw no ponto (1,0, 1,0)
e w = ywdzx N\ dz + xzdy N\ dw — yzdx A dw — zwdy A dz.

4. Sejam U,V C R"™ abertos, M C U uma variedade-m orientdvel e w € Q™(V). Seja

5.

6.

g : U — V um difeomorfismo (i.e., uma aplicacdo bijectiva, diferencidvel, com inversa
diferencidvel) de classe C*°. Mostre que g(M) é uma variedade-m orientdvel e que

/ w = / g¥w.
g(M)~ Me*n

Mostre que no entanto n3o é em geral verdade que

/g(M) FdVi, = /M(f o g)dV.

Nao precisam de entregar:

(a) Seja M C R™ uma variedade-m e g : V C R™ — M NU uma parametrizagdo. Mostre
que
g* (Warg A - .. Awp,,g) = det (gi;) dt' A ... Adt™,

onde
9ij = 0ig - 0;8.
Porque é que isto implica que M NU é orientavel?
(b) Seja agora m = n — 1, e suponha que existe um vector normal unitdrio n : M — R"
continuo. Mostre que

g* Oy =det (n,01g,...,0,1g)dt' A ... Adt" L.

Porque é que isto implica que M N U é orientavel?

(c) Mostre que uma variedade-(n — 1) é orientavel sse possui um vector normal unitario
continuo.

Diz-se que um difeomorfismo g : U C R™ — V C R™ preserva orientacbes se Jg > 0,
e que inverte orientacdes se Jg < 0. Mostre que uma variedade-m é orientdvel sse é
possivel cobrir M com vizinhancas de coordenadas tais que as respectivas mudangas de
carta preservam orientagoes.

A garrafa Klein é a variedade-2 que é a imagem de g : R2 — R* definida por

g0, ) = ((R + 7 cos ) cos b, (R + rcos ) sen B, r sen ¢ cos <z> , T sen ¢ sen <Z>>

onde R >1r > 0.

(a) Mostre que a garrafa de Klein é uma variedade compacta n3o orientavel.

(b) Mostre que a garrafa de Klein é um conjunto de nivel da fun¢io C>® F : R* — R?
dada por

F(z,y,z,w) = ((2® + > + 22 +w® — R —r?)? +4R* (2> + vw?), y(2* —w?) — 2z2w).



