Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha Extra 7 - Relatividade e Electromagnetismo

N&o precisam de entregar esta ficha

Um referencial inercial permite atribuir coordenadas (2", 2!, 22, 2%) = (¢,z,y, 2) a cada acon-

tecimento de forma a que a histéria de uma particula livre é representada por uma linha recta da
forma (z,y,2) =t (v}, v%,0?), com (v!,v?,v?) € R®. Portanto vemos que dois quaisquer refe-
renciais inerciais devem estar relacionados por uma transformacio de coordenadas linear. E um
facto experimental que a velocidade de um sinal luminoso medida em qualquer referencial inercial
possui o mesmo valor; escolheremos unidades em que este valor é 1 (por exemplo, medindo o
tempo em anos e as distdncias em anos-luz).

1. Mostre que se L : R* — R* é uma mudanca de coordenadas entre dois observadores
inerciais!, devemos ter
(x,x) =0« (Lx, Lx) =0,

onde (-,-) designa o pseudo-produto interno de Minkowski, definido por
(x,y) = —2%° + 2ty + 22y? + 233
para dois quaisquer vectores x,y € R%.
2. Mostre que o produto interno de Minkowski é bilinear, simétrico e ndo-degenerado, i.e., se
(x,y) =0
para todo o y € R?* entdo x = 0.

3. Mostre que a base candnica {eg, e1, ez, e3} é ortonormal, i.e., que

<eu7 eu> = Nuv>

onde pu,v = 0,1,2,3 e n = diag(—1,1,1,1). Utilizando vectores da forma ey + e; (com
i = 1,2,3), e outros, mostre que se L : R* — R?* é uma mudanca de coordenadas entre
dois observadores inerciais entao

(Ley, Ley) = knuy,
para algum k € R.

4. Mostre que se A é a representacdo matricial da transformacdo L : R* — R?* da quest3o
anterior, entao
AlnA = kn.

Conclua que k > 0. Se k = 1 diremos que L é uma transformacdo de Lorentz (os outros ca-
sos correspondem apenas a mudangas do sistema de unidades). Note que as transformagdes
de Lorentz s3o precisamente as transformacdes lineares que preservam o pseudo-produto
interno de Minkowski.

!Portanto os dois observadores atribuem coordenadas x e x’ = Lx ao mesmo acontecimento.



5. Recorde (G, -) é um grupo se a operagdo bindria - : G x G — @ satisfaz:

(i) Associatividade: g1 - (g2 - g3) = (g1 - g2) - g3 para todo o g1, 92,93 € G|
(ii) Existéncia de neutro: Existe e € G tal que e- g = g-e = g para todo o g € G
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(i) Existéncia de inverso: Paratodoo g € G existe g~! € Gtalqueg-gt =g 1-g=e.

Mostre que as transformacdes de Lorentz com a operag¢do de composicao formam um grupo.

6. Mostre que

coshu —senhu 0 O
—senhu coshu 0 0
0 0 10

0 0 0 1

representa uma transformacdo de Lorentz. Mostre que as equacdes ' = 3/ = 2/ = 0 nas
novas coordenadas sdo dadas por z — vt = y = z = 0 nas coordenadas originais, onde
v = tanhu. Conclua que esta transformacdo corresponde a mudar para as coordenadas
de um observador que se move com velocidade v ao longo do eixo dos zx em relacdo ao
observador original. Mostre ainda que

(10 o0 0 |
0 1 0 0
A =
0 0 cosf send
i 0 0 —senf cosb |

representa uma transformacdo de Lorentz. Qual a relacdo entre os dois observadores neste
caso?

7. O elemento de volume é definido por
dVy=dt Ndx Ndy N dz.
Mostre que se {eg,e1,e2,e3} é uma base ortonormada entdo
dVy (eg,e1,ez2,e3) = +1.

Portanto fixa uma orientacio em R* o elemento de volume n3o depende do referencial
inercial positivamente orientado escolhido para o definir.

8. Dado um vector v € R*, define-se o covector-1 mediante
wv(w) = <V,W>-
Mostre que esta correspondéncia fornece uma bijeccdo linear entre R* e (R*)”, e que

Wey = —dt7 We, = d:]j7 Wey = dy7 Wey = dz.



0.

10.

11.

12.

Dado um covector w € A! (R*), define-se o seu dual *w € A3 (R*) mediante
*w(vi,ve,v3) = dVy(v,v1, Vo, v3),
onde v € R* é o (inico vector que satisfaz w = w,. Mostre que

*dt = —dx N\ dy A dz;
“dr = —dt N dy A dz;
*dy = —dt N dz A dx;
*dz = —dt Ndx N dy.

Dados v, vs € R*, podemos construir o tensor-2 wy, ® wy, € T?(R*). Define-se o dual
deste tensor, *wy, ® wy, € A2(R*), mediante

*WV1 & Wy (V37V4) = 5dV4(V1,V2,V3,V4).
Esta definicdo estende-se a todos os elementos de T%(R*) por linearidade. Usando

Wy N Wyy = Wy @ Wyy — Wyy @ Wy,

mostre que
E3
Wyy A Wy, (V37 V4> = dV4(V17 V2,Vs, V4),

e use este resultado para mostrar que

*dt N dx = —dy A dz;
*dt Ndy = —dz N\ dx;
*dt Ndz = —dx N dy;
*dr Ndy = dt N\ dz;
*dy A dz = dt A dux;
*dz Ndx = dt A dy.

Podemos identificar as hipersuperficies de ¢ constante com R? equipado com o produto
interno Euclidiano. Portanto podemos identificar campos vectoriais em R* com componente
segundo ey nula com campos vectoriais dependentes do tempo em R?, que representaremos
usando a notag¢do ¥ (em vez de v). Dado um campo eléctrico E = E'e; + F%ey + F3eq
e um campo magnético B = Ble; + B2e, + B3e3 dependentes do tempo, definimos a
forma-2 em R4

F = E'dx AN dt + E*dy A dt + E3dz A dt + Bldy A dz + B%dz A dx + B3dx A dy

(dita o tensor de Faraday). Mostre que F' é fechada sse E e B satisfazem as equacgoes de
Maxwell homogéneas V - B=0,VxE-= —%—?.

Dada uma densidade de carga eléctrica p e uma densidade de corrente eléctrica ; (ambas
dependentes do tempo), define-se o vector densidade-corrente

j=peot+j



e a correspondente forma-1

J=wj= —pdt + jldz + j2dy + j3dz.

—

Mostre que as equacdes de Maxwell ndo homogéneas® V - E = p, VxB= f+ Gr sao
equivalentes a

d'F =" j.
13. A forma *j é exacta, e portanto d*j = 0. Mostre que esta equacdo é equivalente a equacdo

da continuidade
. 9p

V- +8t 0.

14. As equacgdes de Maxwell podem ent3o ser escritas na forma geométrica

dFF =0
(portanto independente do referencial inercial escolhido para as escrever). No entanto as
formas F, j escrevem-se de forma diferente em diferentes referenciais inerciais. Encontre a
relacdo entre as expressbes destas formas em dois referenciais relacionados por cada uma

das transformacoes de Lorentz da questdo 6, e determine qual a lei de transformacdo de
E B ,p e j sob estas mudangas de referencial.

15. A histéria de uma particula com massa é representada por uma curva x = x(s). Mostre

que
dx dx

1< 0

il <1 (G ) <0
onde .
o
Cdt

é a velocidade da particula. Na verdade todas as particula com massa se movem a veloci-
dades inferiores a da luz, e portanto a condicdo acima é sempre satisfeita.

16. O tempo proprio da particula é definido como o pardmetro 7 tal que u = d—x é o vector
tangente unitdrio a curva que representa a histéria da particula, i.e., tal que (u,u) = —1.
Indique como pode obter este parametro.

17. A equagdo do movimento de uma particula carregada com massa de repouso m e carga e é
Mwau = —eull)
dr
onde u_F é a forma-1 definida por

uw F(v) = F(u,v).

Mostre que esta equacdo é equivalente a Lei de Lorentz

d mu S o
dt(ﬂ) —€(E+'UXB).

2Escolhemos unidades nas quais eg = po = 1.



