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Duracao: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

1. Considere o conjunto
M = {(m,y,z,w) eRY: 2?2+l =1e2+uw?= 1}
(2 val.) (a) Prove que M é uma variedade e indique a respectiva dimens3o.
Resolucdo: M é o conjunto dos zeros da funcio C>® F : R* — R? dada por
F(z,y,z,w) = (22 +9y* - 1,22+ w? - 1).
A matriz Jacobiana desta funcdo é

2¢ 2y 0 O

e possui caracteristica 2 no aberto

U= {(m,y,z,w) cR*: (z,y) # (0,0) e (z,w) # (0,0)},

que claramente contém M. Logo M é uma varidedade diferencidvel de classe C'*™° e
dimensao 4 — 2 = 2.

(2 val.) (b) Escreva as equacdes do plano tangente a M no ponto (2,%,0,1).
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Resolucdo: Sabemos que
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= span {(3,4,0,0);(0,0,0,1)}.
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Consequentemente, as equacdes Cartesianas do plano tangente a M no ponto (%,
serdo da forma

(S

,0,1)

3r+4y=a
w=b

com a,b € R. Uma vez que o ponto (%, %, 0, 1) deve satisfazer estas equacdes, temos

a = % + ? =5 e b =1, pelo que as equagdes Cartesianas do plano tangente a M
no ponto (%, %,O, 1) sao

3z +4y =5
w=1



(3 val.) (c) Calcule a distancia de M ao ponto (1,1,1,1).
Resolucdo: )M é compacta: é limitada (porque se x € M entdo ||x||? = 22 + % +
22 +w? = 1+1 = 2) e é fechada (por ser o conjunto dos zeros da fun¢io continua F).
A fung¢do distancia ao ponto (1,1,1,1), d(x,y, z,w) = |[(z,y, z,w) — (1,1,1,1)]], é
continua, pelo que a sua restricdo a M tem pelo menos um ponto de minimo. A
distancia de M ao ponto (1,1,1,1), ou seja,

inf y Yy <y - 1713171 3
(mglw)eMH(x Yy, z,w) — ( )l

serd entdo o valor de d num ponto de minimo. Como os pontos de minimo de d s3o
pontos de minimo de f = d?, sabemos que terdo que satisfazer as equacdes

V(f +MF' 4+ X F?)(2,y,z,w) =0
F(x7 y? Z7 w) = O

ou seja, uma vez que f(z,y,2z,w) = (x —1)2 + (y — 1)® + (2 — 1)® + (w — 1),

20 —2+4+2Mz =0 M+Dz=1
2 — 2+ 2\1y = 0 M +1)y=1
22 —242X2=0 - A+1)z=1
2w — 242w =0 A+ Dw=1
2 +y?=1 2 +y?=1

[ 22+ w?=1 [ 22+ w?=1

Como A1, Ao # —1, facilmente se vé que as solu¢des do sistema sdo dadas por

:E:y::tg
z:w:ig

Portanto pelo menos um dos quatro pontos

(ﬂﬂﬁﬂ><_
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serd um ponto de minimo. O valor de f em cada um deles é
6—-4v2; 6; 6 6+ V2,

pelo que o ponto de minimo é o primeiro e a distdncia de M ao ponto (1,1,1,1) é

V6 —4vV2=2—-2.

(3 val.) 2. Escreva uma expressdo para o integral iterado

1 11—z l—x—y
[ [ ey
0 0 0



(3 val.)

(3 val.)

3.

usando coordenadas esféricas.
Resolucao: A regido de integracdo é o conjunto

{(z,9,2) eR®>:2>0,y>0,2>0,z+y+2<1}.

A equacgdo do plano z + y + z = 1 em coordenadas esféricas é

1
senf cos p + senflsenp + cos 6’

rsenf) cos ¢ + rsenflseny +rcosf =1 & r =

Logo o integral iterado pode ser escrito em coordenadas esféricas como

1
g g % senf cos p-+senfsenp-+cos 6 2
f(rsenf cos ¢, rsenfseng, r cos 0)r“senfdrdfde.
0 0 0 0

Calcule o volume do seguinte conjunto mensurdvel a Jordan:

A={(z,y,zu,0) eER®:a? +y? + 22 4 402 <1}

Resolugdo: Em A temos 2 = 22 +y?+22 < 1. Fixo (x,y, ) satisfazendo esta condic3o,
temos u? +v? <1 —172, ie., (u,v) varia num circulo de raio 1 — 2. Logo

V5(A) = / </ dudv) dxdydz
{r2<1} {u2+v2<1—r2}

= / T (1 — 7"2) dxdydz
{r2<1}
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4. Mostre que a equagao

z 2
/ e Vdt=1
0

define y como fun¢do de x numa vizinhanga do ponto (1,0). Designando esta fungdo
implicita por f, calcule f/(1).

Resolucao: Pondo
X
F(z,y) :/ eV dL — 1
0
temos )
F(1,0) = / 1dt — 1 =0.
0



(3 val.)

Uma vez que e~Y ¢ uma funcdo de classe C™ de (t,y), o Teorema Fundamental do
Ciélculo e a Regra de Leibnitz garantem que F' é de classe C*° e

gF (z,y) =

/ o eVt — /0 (—t26_yt2) dt.

Portanto

OF
dx
OF
dy

(1a0>:
I Lt
(1,0) = /Otdt— L0

Pelo Teorema da Func¢do Implicita, existe uma vizinhan¢a aberta U x V' do ponto (1,0)
e uma fun¢do C™ f : U — V tais que para (z,y) € U x V

F(z,y) =0sy= f(2)
Por fim, para x € U

OF oF

Fle f(2)) = 0= 5010 + 5

— 0 =0e f(1)=3

. Seja {g,} uma enumeracdo dos racionais do intervalo [0, 1] e considere o conjunto

1
U U:|Qn On’qn+107n

(a) Mostre que K = [0,1] \ U é um conjunto compacto que ndo tem medida nula (em
particular é ndo vazio).

Resolugdo: K é compacto porque [0, 1] é compacto e U é aberto (unido de abertos).
Se K tivesse medida nula, poderia ser coberto por uma familia numeravel de intervalos

abertos {I, }nen com
+00 1
ZVl(In < =
n=1

Por outro lado, U é coberto pela familia numeravel de intervalos abertos {.J,, }nen,

onde
B 1 1
In = Qn*ﬁa%ﬁLW ;
e portanto
+o0 2
2 i 2
Zvl Zlonzl_%zg’
Se K tivesse medida nula seria entdo possivel cobrir [0, 1] com uma familia numeravel
de intervalos abertos cuja série dos volumes seria inferior a % Uma vez que [0, 1]

é compacto, o teorema de Heine-Borel garantiria a existéncia de uma subcobertura



(1 val)

finita por intervalos abertos cuja soma dos volumes teria que ser ainda inferior a %

Designando esta subcobertura por {U,,})_;, teriamos

N
XUy -y 2 Xoa) = Y ViUa) 2 Va(0,1)) = 1,

n=1

em contradicdo com o facto desta soma ter que ser inferior a % Concluimos que K
n3o pode ter medida nula.

Mostre que 0K = K. Conclua que K n3o é mensuravel a Jordan.

Resolucdao: Como K é fechado, K D 0K. Por outro lado, K n3o contém nenhum
racional do intervalo [0,1]. Ora em qualquer vizinhanga de qualquer ponto do inter-
valo [0, 1] existem pontos racionais deste intervalo. Concluimos que todos os pontos
de K s3o fronteiros, e portanto K C K. Portanto 0K = K n3o tem medida nula,
e K nao pode ser mensurdvel a Jordan.



