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1. Considere o conjunto

M =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : x2 + y2 = 1 e z2 + w2 = 1

}
(a) Prove que M é uma variedade e indique a respectiva dimensão.(2 val.)

Resolução: M é o conjunto dos zeros da função C∞ F : R4 → R2 dada por

F(x, y, z, w) = (x2 + y2 − 1, z2 + w2 − 1).

A matriz Jacobiana desta função é

DF(x, y, z, w) =
[

2x 2y 0 0
0 0 2z 2w

]
,

e possui caracteŕıstica 2 no aberto

U =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : (x, y) 6= (0, 0) e (z, w) 6= (0, 0)

}
,

que claramente contém M . Logo M é uma varidedade diferenciável de classe C∞ e
dimensão 4− 2 = 2.

(b) Escreva as equações do plano tangente a M no ponto
(

3
5 , 4

5 , 0, 1
)
.(2 val.)

Resolução: Sabemos que

T⊥( 3
5
, 4
5
,0,1)M = span

{
∇F 1

(
3
5
,
4
5
, 0, 1

)
,∇F 2

(
3
5
,
4
5
, 0, 1

)}
= span

{(
6
5
,
8
5
, 0, 0

)
; (0, 0, 0, 2)

}
= span {(3, 4, 0, 0) ; (0, 0, 0, 1)} .

Consequentemente, as equações Cartesianas do plano tangente a M no ponto
(

3
5 , 4

5 , 0, 1
)

serão da forma {
3x + 4y = a
w = b

com a, b ∈ R. Uma vez que o ponto
(

3
5 , 4

5 , 0, 1
)

deve satisfazer estas equações, temos
a = 9

5 + 16
5 = 5 e b = 1, pelo que as equações Cartesianas do plano tangente a M

no ponto
(

3
5 , 4

5 , 0, 1
)

são {
3x + 4y = 5
w = 1



(c) Calcule a distância de M ao ponto (1, 1, 1, 1).(3 val.)

Resolução: M é compacta: é limitada (porque se x ∈ M então ‖x‖2 = x2 + y2 +
z2+w2 = 1+1 = 2) e é fechada (por ser o conjunto dos zeros da função cont́ınua F).
A função distância ao ponto (1, 1, 1, 1), d(x, y, z, w) = ‖(x, y, z, w)− (1, 1, 1, 1)‖, é
cont́ınua, pelo que a sua restrição a M tem pelo menos um ponto de ḿınimo. A
distância de M ao ponto (1, 1, 1, 1), ou seja,

inf
(x,y,z,w)∈M

‖(x, y, z, w)− (1, 1, 1, 1)‖,

será então o valor de d num ponto de ḿınimo. Como os pontos de ḿınimo de d são
pontos de ḿınimo de f = d2, sabemos que terão que satisfazer as equações{

∇(f + λ1F
1 + λ2F

2)(x, y, z, w) = 0
F(x, y, z, w) = 0

ou seja, uma vez que f(x, y, z, w) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 + (w − 1)2,

2x− 2 + 2λ1x = 0
2y − 2 + 2λ1y = 0
2z − 2 + 2λ2z = 0
2w − 2 + 2λ2w = 0
x2 + y2 = 1
z2 + w2 = 1

⇔



(λ1 + 1)x = 1
(λ1 + 1)y = 1
(λ2 + 1)z = 1
(λ2 + 1)w = 1
x2 + y2 = 1
z2 + w2 = 1

Como λ1, λ2 6= −1, facilmente se vê que as soluções do sistema são dadas por{
x = y = ±

√
2

2

z = w = ±
√

2
2

Portanto pelo menos um dos quatro pontos(√
2

2
,

√
2

2
,

√
2

2
,

√
2

2

)
;

(
−
√

2
2

,−
√

2
2

,

√
2

2
,

√
2

2

)
;(√

2
2

,

√
2

2
,−
√

2
2

,−
√

2
2

)
;

(
−
√

2
2

,−
√

2
2

,−
√

2
2

,−
√

2
2

)

será um ponto de ḿınimo. O valor de f em cada um deles é

6− 4
√

2; 6; 6; 6 +
√

2,

pelo que o ponto de ḿınimo é o primeiro e a distância de M ao ponto (1, 1, 1, 1) é√
6− 4

√
2 = 2−

√
2.

2. Escreva uma expressão para o integral iterado(3 val.) ∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0
f(x, y, z)dzdydx



usando coordenadas esféricas.

Resolução: A região de integração é o conjunto

{(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x + y + z ≤ 1}.

A equação do plano x + y + z = 1 em coordenadas esféricas é

rsenθ cos ϕ + rsenθsenϕ + r cos θ = 1 ⇔ r =
1

senθ cos ϕ + senθsenϕ + cos θ
.

Logo o integral iterado pode ser escrito em coordenadas esféricas como∫ π
2

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0

∫ 1
senθ cos ϕ+senθsenϕ+cos θ

0
f(rsenθ cos ϕ, rsenθsenϕ, r cos θ)r2senθdrdθdϕ.

3. Calcule o volume do seguinte conjunto mensurável à Jordan:(3 val.)

A =
{
(x, y, z, u, v) ∈ R5 : x2 + y2 + z2 + u2 + v2 ≤ 1

}
.

Resolução: Em A temos r2 = x2+y2+z2 ≤ 1. Fixo (x, y, z) satisfazendo esta condição,
temos u2 + v2 ≤ 1− r2, i.e., (u, v) varia num ćırculo de raio 1− r2. Logo

V5(A) =
∫
{r2≤1}

(∫
{u2+v2≤1−r2}

dudv

)
dxdydz

=
∫
{r2≤1}

π
(
1− r2

)
dxdydz

= π

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

(
1− r2

)
r2senθdrdθdϕ

= 2π2 [− cos θ]π0

(
1
3
− 1

5

)
=

8π2

15
.

4. Mostre que a equação(3 val.) ∫ x

0
e−yt2dt = 1

define y como função de x numa vizinhança do ponto (1, 0). Designando esta função
impĺıcita por f , calcule f ′(1).

Resolução: Pondo

F (x, y) =
∫ x

0
e−yt2dt− 1

temos

F (1, 0) =
∫ 1

0
1dt− 1 = 0.



Uma vez que e−yt2 é uma função de classe C∞ de (t, y), o Teorema Fundamental do
Cálculo e a Regra de Leibnitz garantem que F é de classe C∞ e

∂F

∂x
(x, y) = e−yx2

;

∂F

∂y
(x, y) =

∫ x

0

∂

∂y
e−yt2dt =

∫ x

0

(
−t2e−yt2

)
dt.

Portanto

∂F

∂x
(1, 0) = 1;

∂F

∂y
(1, 0) = −

∫ 1

0
t2dt = −1

3
6= 0.

Pelo Teorema da Função Impĺıcita, existe uma vizinhança aberta U × V do ponto (1, 0)
e uma função C∞ f : U → V tais que para (x, y) ∈ U × V

F (x, y) = 0 ⇔ y = f(x).

Por fim, para x ∈ U

F (x, f(x)) = 0 ⇒ ∂F

∂x
(1, 0) +

∂F

∂y
(1, 0)f ′(1) = 0 ⇔ f ′(1) = 3.

5. Seja {qn} uma enumeração dos racionais do intervalo [0, 1] e considere o conjunto

U =
+∞⋃
n=1

]
qn −

1
10n

, qn +
1

10n

[
(a) Mostre que K = [0, 1] \ U é um conjunto compacto que não tem medida nula (em(3 val.)

particular é não vazio).

Resolução: K é compacto porque [0, 1] é compacto e U é aberto (união de abertos).
Se K tivesse medida nula, poderia ser coberto por uma faḿılia numerável de intervalos
abertos {In}n∈N com

+∞∑
n=1

V1(In) <
1
9
.

Por outro lado, U é coberto pela faḿılia numerável de intervalos abertos {Jn}n∈N,
onde

Jn =
]
qn −

1
10n

, qn +
1

10n

[
,

e portanto
+∞∑
n=1

V1(Jn) =
+∞∑
n=1

2
10n

=
2
10

1− 1
10

=
2
9
.

Se K tivesse medida nula seria então posśıvel cobrir [0, 1] com uma faḿılia numerável
de intervalos abertos cuja série dos volumes seria inferior a 1

3 . Uma vez que [0, 1]
é compacto, o teorema de Heine-Borel garantiria a existência de uma subcobertura



finita por intervalos abertos cuja soma dos volumes teria que ser ainda inferior a 1
3 .

Designando esta subcobertura por {Un}N
n=1, teŕıamos

χU1 + . . . + χUN
≥ χ[0,1] ⇒

N∑
n=1

V1(Un) ≥ V1([0, 1]) = 1,

em contradição com o facto desta soma ter que ser inferior a 1
3 . Concluimos que K

não pode ter medida nula.

(b) Mostre que ∂K = K. Conclua que K não é mensurável à Jordan.(1 val.)

Resolução: Como K é fechado, K ⊃ ∂K. Por outro lado, K não contém nenhum
racional do intervalo [0, 1]. Ora em qualquer vizinhança de qualquer ponto do inter-
valo [0, 1] existem pontos racionais deste intervalo. Concluimos que todos os pontos
de K são fronteiros, e portanto K ⊂ ∂K. Portanto ∂K = K não tem medida nula,
e K não pode ser mensurável à Jordan.


