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Duracao: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

S6 precisa de resolver trés das quatro primeiras questoes

1. Na resposta a esta questdo ndo pode usar formas diferenciais. Seja S uma variedade-2
com bordo, compacta, em R3 tal que

S C {(x,y,2) €ER®: 2 >0}
98 = {(z,y,2) eR’: 2 = 0,27 +-y° = 1};
n= ('T7y70) em BS,

onde n designa uma normal unitdria a S. Seja F : R?> — R3 o campo vectorial definido
por

F(z,y,2) = (z,—y,1).
Calcule [(F -ndVy:

(2 val.) (a) Usando o Teorema da Divergéncia.

(3 val.) (b) Sem usar o Teorema da Divergéncia.

2. Considere a variedade-2 compacta em R*
M = {(z,y,2,w) eRY: P4yl =1le2+uw?= 1}

e a forma-2
w = (—ydz + zdy) A (—wdz + zdw).
Calcule ¢,,., w:

(2 val.) (a) Directamente pela defini¢3o.
(3 val.) (b) Usando o Teorema de Stokes.



(5val.) 3. Sejam (r,0, ) as habituais coordenadas esféricas, definidas pela transformagdo de coor-
denadas g : R*x]0, 7[x]0, 2w[— R? dada por

g(r,0, ) = (rsend cos p, rsenflseny, r cos 0).
Considere o campo vectorial F : R3\ {(z,9,2) € R3: 2 = y = 0} — R3 definido por
F(g(r, 97 90)) = FT (’l“, 07 @)er + FG (Tv 07 30)89 + FQO(T, 97 90)(3907

onde e, ~ dr, eg ~ rdfl e e, ~ rsenfldyp sdo os versores associados as coordenadas
esféricas e as funces F", F? ¥ sio de classe C™. Escreva uma express3o para o rota-
cional de F na base {e,, ey, e,} em fungdo das fun¢des F™, F? F? e das suas derivadas.

4. Considere as funcgoes
N 1 o—a?(t*+1)
f= [ tdn g = [ Cpds P = )+ )
0 o t?+1

a
b

c

Mostre que F' é constante.

Mostre que lim, .o F((z) = 7.

)
)
) Mostre que lim,_, 1 g(x) = 0.
)

(
(
(
+o0
(d) Conclua que / e dt = \/27?
0

5. Sejam
B"={xeR": x| <1}, S"!'={xeR":|x|=1}.

Recorde que definindo F : R™ \ {0} — R™ mediante

e
F(x) =
I
se tem
dQp =0, / Qp = V1 (S"71).
Sn—1
(2 val.) (a) Mostre que n3o existe nenhuma aplicacdo de classe C! g : R® — R" que seja a

identidade quando restrita a S"~! e tal que g (B") C S"~L.

(3 val.) (b) Prove a seguinte versdo do Teorema do Ponto Fixo de Brower: qualquer aplicagdo
de classe C! f : R® — R™ tal que f(Bn) C B tem pelo menos um ponto fixo
N ~ . . ~ ~
em B . (Sugestao: Note que se existisse uma fungdo f para a qual a conclusdo
do teorema ndo se verificasse entdo f(x) e x definiriam uma semi-recta para todo o
-_n
x€B).



