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Duracao: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

S6 precisa de resolver trés das quatro primeiras questoes

1. Na resposta a esta questdo ndo pode usar formas diferenciais. Seja S uma variedade-2
com bordo, compacta, em R3 tal que

S C {(x,y,2) €ER®: 2 >0}
98 = {(z,y,2) eR’: 2 = 0,27 +-y° = 1};
n= ('T7y70) em BS,

onde n designa uma normal unitdria a S. Seja F : R?> — R3 o campo vectorial definido
por

F(z,y,2) = (z,—y,1).
Calcule [(F -ndVy:

(2 val.) (a) Usando o Teorema da Divergéncia.
Resolucdo: Seja

C={(z,y,2) ER®: 2 =0ex?+y*> <1}

e U o aberto cuja fronteira é C'U S. Pelo Teorema da Divergéncia, observando que
n ¢é a normal exterior a U,

/F-(0,0,—l)dVg—i—/F-ndVg—/V-FdVg.
C S U

Umavezque V-F=1—-1+4+0=0, temos
/F-ndVg:/F'(O,O,l)dVg:/1dV2:V2(C):7r.
S C C

(3 val.) (b) Sem usar o Teorema da Divergéncia.



(2 val.)

Resolucdo: Uma vez que V- F = 0 e F se encontra definido em R?, que é em estrela,
sabemos que F = V x A para algum campo vectorial A : R* — R3. Como é sabido, o
facto de A estar definido a menos de um gradiente permite-nos escolher A com uma das
componentes (por exemplo A') nula. Temos ent3o

(04 04 _ ., 04° oA* _
dy 0z oy 0z x—l—gg—g‘f:
Y z
oAl 943 A3
VxA=F = T _F? o4

- = 0z Ox = or Y < A% =y +g(y, 2)
04> 9Al _ 3 A% ) A2 =z + f(y,2)
(9:1: (9y \ 6;p -

pelo que A = (0,z,2y) é um potencial vector para F. Pelo Teorema de Stokes para
campos vectoriais em R3,

A -dg,

/F'ndVg:/(VXA)'HdVQ:
S S o8

onde 0SS deve ser percorrida no sentido directo no plano xOy de acordo com a regra da

m3o direita. Uma parametrizacdo para 9.S compativel com esta orientagdo é g :|0, 27[—
R? dada por g(f) = (cos 6, senf, 0). Concluimos que

2m 2w
/ F -ndV; = / (0, cos 8, cos fsend) - (—senb, cosd,0)dd = / cos® 0df = .
S 0 0

. Considere a variedade-2 compacta em R*

M:{(m,y,z,w)ER4:x2+y2:1e22+w2:1}

e a forma-2
w = (—ydz + zdy) N\ (—wdz + zdw).

Calcule ¢,,., w:

(a) Directamente pela defini¢3o.

Resolugao: Uma parametrizagdo para M (excepto um conjunto de medida nula) é
g 3]0, 27[x]0, 27r[— R* dada por

g(0, ) = (cos,send, cos p, seny).
Tem-se
g*(—ydx + xdy) = —senfd(cos ) + cos fd(senf) = sen>0df + cos? 0df = df

e analogamente
g (—wdz + zdw) = dp.

Concluimos que
g'w=di Ndp



(3 val.)

(5 val.)

e uma vez que 1 > 0 vemos que em particular g é compativel com a orientacdo
induzida por w em M. Portanto

2 2w
?{ w:/ g*w:/ d9/\d<p:/ / 1dfdy = 4n*.
w 10,27 [x]0,27 [+ 10,27[x]0,27 [+ 0 0

Usando o Teorema de Stokes.
Resolucao: Devemos determinar uma variedade cujo bordo seja M. Um exemplo
simples é

N = {(z,y,z,w) eRY*: 22+ P <le2+w?= 1}.

j{ w:]{ w:/ dw,
M ONw Nv

onde v designa a orientacdo de N que induz o orientacdo determinada por w em
M = ON. Uma parametrizagdo para N (excepto um conjunto de medida nula) é
h :]0, 1[x]0, 27[x]0, 27[— R* dada por

Pelo Teorema de Stokes,

h(r,0,p) = (rcosf,rsend, cos p, seny).

Vimos ja que g(6,¢) = h(1,0, p) é uma parametrizagdo para M = ON compativel
com w; como o dominio de h estd contido no semi-espaco r < 1, e  é o primeiro
pardmetro, concluimos que h é compativel com v. Finalmente,

dw = 2dx N dy N (—wdz + zdw) + (—ydz + zdy) A (2dz A dw)

e
h*(dz A dy) = rdr A db;
h*(—wdz + zdw) = dyp;
h*(dz A dw) =0,
pelo que
h*dw = 2rdr A\ df A dy,
e portanto

7{ w:/ dw:/ h*dw:/ 2rdr A dO A dp
Me v 10,1[x]0,27[x]0,27 [+ 10,1[x]0,27[x]0, 27+

2m 2m 1
= / / / 2rdrdfdy = An?.
o Jo Jo

3. Sejam (7,0, ) as habituais coordenadas esféricas, definidas pela transformag&o de coor-
denadas g : R*x]0, 7[x]0, 2w[— R? dada por

g(r,0, ) = (rsenf cos , rsenflseny, r cos 0).

Considere o campo vectorial F : R3\ {(z,9,2) € R®: z = y = 0} — R3 definido por

F(g(r,0,0)) = F' (1,0, ¢)er + F'(r,0, p)eg + F(r,0,¢)e,,



(1 val.)

(2 val.)

(1 val.)

onde e, ~ dr, eg ~ rdf) e e, ~ rsenfldyp sdo os versores associados as coordenadas
esféricas e as funces F", F? F¥ sio de classe C™. Escreva uma express3o para o rota-
cional de F na base {e,, ey, e,} em funcdo das fun¢des F™, F? F? e das suas derivadas.

Resolucao:

VxF~d (Frdr + FOrdo + F“’rsen@dgp)

~ [0.(rF%) — 8 F")dr A df + [0y (rsenfF¥) — Gw(rFe)]dG A dp
+ [0 F" — Op(rsenfF¥)|dp A dr
1
send

~ %[89 (rsenfF%) — ,(rF%)]e, + . [0, F" — 0y (rsenf F¥)]eq

r2sen

+ %[87«(7“]79) — 9pF"]e,.

4. Considere as funcoes

T i 1 e—a:Q(t2+1) )
fle)= [ e"dt;  g(x)= | —5——=—dt;  F(x) = f"(z) +g(z).
(a) Mostre que F' é constante.

Resolugdo: Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo e a Regra de Leibniz,
temos

T 1 _ 2 —CCQ(t2+1)
F/(Qj) = 2f(l')f/(1‘) + g/(l') — 26—x2 / eftht + / 2CL'(t —}—21)6
0 0 2+ 1

x 1 x x
— ¢~ / e~ dt — 2~ / e~ pdt = 2% / e~ dt — 2~ / e du=0
0 0 0 0

onde fizémos a mudanca de varidvel u = xt no segundo integral.

(b) Mostre que lim, g F(z) = J.
Resolucdo: A fun¢3o integranda em g(x) é majorada pela fungdo constante igual a
1, que é integravel em [0, 1]. Podemos portanto aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada para concluir que

dt

1 e~ (t*+1) 1 g LT
tigo(e) = [ tim g = [ = faetgaly =

Uma vez que o integral indefinido de uma fungdo integravel é uma fungdo continua,
a fun¢do f é continua e portanto lim,_.o f(z) = f(0) = 0. Logo lim, .o F(z) =
0*+5=1
4~ %
(c) Mostre que lim,_, 1~ g(z) = 0.
Resolucdo: Podemos novamente aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada em
g(x) para concluir que

1 e~ (t*+1) 1



+o0
(1 val.) (d) Conclua que / e dt = \/27?
0

Resolugdo: Uma vez que F' é constante e lim, .o F'(z) = 7§, vemos que F(z) =
para todo o z € R. Logo
- 2
_——= 1 pu— 1 2 pu— 1
L= lin Fo) =l ) +ole) = (lim 1) +o.
Como a integranda em f(x) ndo muda de sinal, temos
T 5 +oo 5
lim f(z)= lim e Vdt —/ e Vdt.
r——+00 Tr——+00 0 0
Portanto,
/+OO e_t2dt _ \/? _ ﬁ
o 1- 2
5. Sejam
B'={xeR":|x| <1}, S"!'={xeR":|x| =1}
Recorde que definindo F : R™ \ {0} — R™ mediante
x
F(x) =
™
se tem
dQr =0, / QF = V1 (S”_l) .
Sn—1
(2 val.) (a) Mostre que n3o existe nenhuma aplicacdo de classe C! g : R® — R" que seja a

identidade quando restrita a S"~! e tal que g (B") c S" 1.
Resolucdo: Se existisse uma tal aplicacdo, teriamos

Vo1 (8"71) = /Sn_1 QF = /Sn_l g Qr = /B" dg*Qp = /B" g dQr =0

(onde usdmos o facto de g ser a identidade em S™~! na segunda igualdade, o
Teorema de Stokes na terceira e o facto de Qy ser fechada na quinta).

(3 val.) (b) Prove a seguinte versdo do Teorema do Ponto Fixo de Brower: qualquer aplica¢do

de classe C1 f : R® — R” tal que f (B") C B" tem pelo menos um ponto fixo
em B". (Sugestao: Note que se existisse uma funcdo f para a qual a conclusdo
do teorema n3o se verificasse entdo f(x) e x definiriam uma semi-recta para todo o
x € B").
Resolucdo: Seguindo a sugest3o, suponhamos que a aplicacdo de classe C! f :
R™ — R™ satisfazendo f(Fn) C B" n3o possufa qualquer ponto fixo em B".
Nesse caso os pontos f(x) e x definiriam uma semi-recta para todo o x € B, que
intersectaria S"~! num determinado ponto g(x). Ter-se-ia

g(x) = f(x) + A(x — f(x))



com X = A\(x) > 0 solugio de
<g<X)’ g(X)> =l< <X - f(X)’ X = f(X)>/\2 + 2<f(X)7 X = f(X)>A + <f(X>7 f(X)> =1
O produto das raizes da equacdo acima é

(£(x), £(x)) — 1
= £, x — T)) =

(porque f(x) € En). Concluimos que uma das raizes é < 0, pelo que ) seria a raiz
correspondente ao sinal + na férmula resolvente, claramente uma funcdo de classe
C' de x. Logo g seria uma aplicacdo de classe C'' que seria a identidade quando
restrita a S" ! e tal que g (B"") C S"~!, em contradigdo com o que foi provado na
alinea anterior. Concluimos que f deve ter pelo menos um ponto fixo.



