Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha 1

A entregar até a aula prdtica de sexta-feira dia 26 de Setembro

1. Sejam f:R™ - R e g: R — R™ funcdes diferencidveis.

()
(b)

(b)

Mostre que a derivada de f o g é a derivada direccional de f segundo %.

Suponha que o caminho g é percorrido com velocidade unitdria, H%H =1, e satisfaz
g(0) = xg. Mostre que

d(fo
A28 )| < 19 )l
Mostre ainda que se V f(xg) # 0 se tem
d(fog) . _
A28 ) = v 7o)

exactamente quando
CLg( )= Vf(xo)
dt IV.f (x0)]

(por outras palavras, o gradiente indica a direc¢do de crescimento maximo da fun¢3o).

Um vector v € R” diz-se tangente a um conjunto S C R"™ no ponto xg € S se existe
um caminho g : R — S tal que g(0) = x¢ e (2—%(0) = v. Um vector diz-se ortogonal a
um conjunto S C R™ no ponto xg € S se é ortogonal a todos os vectores tangentes a
S no ponto xg. Mostre que V f(x() é ortogonal ao conjunto de nivel

S={xeR": f(x) = f(xo)}
no ponto Xg.

Uma fungdo f : R™ — R diz-se homogénea de grau m se f(tx) = t™ f(x) para todo
ox € R" et > 0. Mostre que se f é diferencidvel entdo

> @0 f(x) = mf(x)
=1

(Teorema de Euler).

O problema dos N corpos consiste no calculo das trajectérias de N particulas pontuais
de massas my,...,my > 0 e posicdes X1 = (x1,y1,21),-..,XN = (ZN, YN, 2nv) € R?
sob a acgdo das atracgbes gravitacionais mutuas. Definindo r;; = ||x; — x| e

mim;
U = E )
Tij

1<j



é possivel escrever as equacdes diferenciais do movimento na forma

. ou
qi = 75—
04
onde g = x,y,ze i =1,...,N. Use o resultado do exercicio anterior para mostrar

que o problema dos N corpos ndo possui solucdes de equilibrio, i.e., solu¢cdes para as
quais todas as coordenadas ¢; s3o constantes.

3. Mostre que uma funcdo f : R® — R™ é continua sse a imagem inversal de qualquer aberto
é um aberto.
Nao precisam de entregar:

4. Seja X um espaco vectorial normado. Uma sucessdo x,, € X diz-se uma sucessio de Cauchy

se para todo o € > 0 existe N € N tal que para m,n > N se tem ||z, — z,|| < &. X diz-se
completo se qualquer sucessdo de Cauchy converge.

(a
(b
(c
(d

Sabendo que R é completo, mostre que R™ é completo.
D& um exemplo de um espago normado que n3o seja completo.

Mostre que se X é completo qualquer série absolutamente convergente converge.

) Mostre que se X é completo qualquer contracgdo F' : X — X tem um e um sé ponto
fixo.

(e) Seja X o espago vectorial das fungdes continuas no intervalo [0, ] com a norma

[2]loc = sup |z(t)].
te[0,a]

E possivel mostrar que X é completo. Seja f : R — R uma fungdo Lipschitziana, i.e.,
para a qual existe M > 0 tal que

[f(z) = f(y)| < M|z —y].
Definimos a aplicacdo F': X — X mediante
t
F(z)(t) = xo +/ f(z(s))ds
0

com xy € R. Mostre F' é uma contraccdo para o > 0 suficientemente pequeno.

(f) Use a alinea anterior para mostrar que se f é Lipschitziana o problema de Cauchy
@(t) = flz(t))
z(0) = xg

possui solu¢do tnica de classe C' num intervalo [0,a] para a > 0 suficientemente
pequeno.

A imagem inversa de um conjunto C' C B pela fungdo f : A — B é o conjunto f~'(C) = {x € A: f(x) € C}.



