
Análise Matemática III - Turma Especial

Ficha 1

A entregar até à aula prática de sexta-feira dia 26 de Setembro

1. Sejam f : Rn → R e g : R → Rn funções diferenciáveis.

(a) Mostre que a derivada de f ◦ g é a derivada direccional de f segundo dg
dt .

(b) Suponha que o caminho g é percorrido com velocidade unitária,
∥∥∥dg

dt

∥∥∥ = 1, e satisfaz

g(0) = x0. Mostre que ∣∣∣∣d(f ◦ g)
dt

(0)
∣∣∣∣ ≤ ‖∇f(x0)‖.

Mostre ainda que se ∇f(x0) 6= 0 se tem

d(f ◦ g)
dt

(0) = ‖∇f(x0)‖

exactamente quando
dg
dt

(0) =
∇f(x0)
‖∇f(x0)‖

(por outras palavras, o gradiente indica a direcção de crescimento máximo da função).

(c) Um vector v ∈ Rn diz-se tangente a um conjunto S ⊂ Rn no ponto x0 ∈ S se existe
um caminho g : R → S tal que g(0) = x0 e dg

dt (0) = v. Um vector diz-se ortogonal a
um conjunto S ⊂ Rn no ponto x0 ∈ S se é ortogonal a todos os vectores tangentes a
S no ponto x0. Mostre que ∇f(x0) é ortogonal ao conjunto de ńıvel

S = {x ∈ Rn : f(x) = f(x0)}

no ponto x0.

2. (a) Uma função f : Rn → R diz-se homogénea de grau m se f(tx) = tmf(x) para todo
o x ∈ Rn e t > 0. Mostre que se f é diferenciável então

n∑
i=1

xi∂if(x) = mf(x)

(Teorema de Euler).

(b) O problema dos N corpos consiste no cálculo das trajectórias de N part́ıculas pontuais
de massas m1, . . . ,mN > 0 e posições x1 ≡ (x1, y1, z1), . . . ,xN ≡ (xN , yN , zN ) ∈ R3

sob a acção das atracções gravitacionais mútuas. Definindo rij = ‖xi − xj‖ e

U =
∑
i<j

mimj

rij
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é posśıvel escrever as equações diferenciais do movimento na forma

q̈i =
∂U

∂qi

onde q = x, y, z e i = 1, . . . , N . Use o resultado do exerćıcio anterior para mostrar
que o problema dos N corpos não possui soluções de equiĺıbrio, i.e., soluções para as
quais todas as coordenadas qi são constantes.

3. Mostre que uma função f : Rn → Rm é cont́ınua sse a imagem inversa1 de qualquer aberto
é um aberto.

Não precisam de entregar:

4. Seja X um espaço vectorial normado. Uma sucessão xn ∈ X diz-se uma sucessão de Cauchy
se para todo o ε > 0 existe N ∈ N tal que para m,n > N se tem ‖xn−xm‖ < ε. X diz-se
completo se qualquer sucessão de Cauchy converge.

(a) Sabendo que R é completo, mostre que Rn é completo.

(b) Dê um exemplo de um espaço normado que não seja completo.

(c) Mostre que se X é completo qualquer série absolutamente convergente converge.

(d) Mostre que se X é completo qualquer contracção F : X → X tem um e um só ponto
fixo.

(e) Seja X o espaço vectorial das funções cont́ınuas no intervalo [0, α] com a norma

‖x‖∞ = sup
t∈[0,α]

|x(t)|.

É posśıvel mostrar que X é completo. Seja f : R → R uma função Lipschitziana, i.e.,
para a qual existe M > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|.

Definimos a aplicação F : X → X mediante

F (x)(t) = x0 +
∫ t

0
f(x(s))ds

com x0 ∈ R. Mostre F é uma contracção para α > 0 suficientemente pequeno.

(f) Use a aĺınea anterior para mostrar que se f é Lipschitziana o problema de Cauchy ẋ(t) = f(x(t))

x(0) = x0

possui solução única de classe C1 num intervalo [0, α] para α > 0 suficientemente
pequeno.

1A imagem inversa de um conjunto C ⊂ B pela função f : A → B é o conjunto f−1(C) = {x ∈ A : f(x) ∈ C}.
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