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Duracao: 3 horas.
Apresente todos os calculos e justificacOes relevantes.

1. Determine todos os extremos locais da fun¢do f(z,y) = 2% + 2y? no conjunto

{(z,y) eR*: 2? +y* < 1}.

2. Recorde que é habitual definir
5% = {(z,y,2) ER3: 2?42+ 22 = 1}.

Seja N = (0,0, 1). Uma circunferéncia em S? de centro em N é a interseccio de S? com
um plano de equagdo z = 29 (—1 < z9 < 1). Um meridiano é um circulo méximo obtido
intersectando S? com um plano contendo o eixo dos zz. Um raio da circunferéncia é a
porcdo de um meridiano compreendida entre N e um ponto da circunferéncia. Um circulo
em S? de centro em N é a regido de S? limitada por uma circunferéncia de centro em
N que contém N.

(a) Mostre que a razdo entre o perimetro de uma circunferéncia em S? (de centro em
N) e o comprimento do seu raio é inferior a 2, mas converge para 27 quando o
comprimento do raio tende para zero.

(b) Mostre que a razdo entre a area de um circulo em S? (de centro em N) e o quadrado
do comprimento do seu raio € inferior a 7, mas converge para m quando o comprimento
do raio tende para zero.

3. Um campo vectorial F : R3 — R3 diz-se radial se

F(x) = f (IIxII*) x

para alguma funcdo f : R — R de classe C'. Mostre que qualquer campo radial é
necessariamente um gradiente, mas nunca um rotacional (a menos que seja identicamente
nulo).
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Seja M C R3 uma variedade-3 com bordo compacta, n : M — R3 a normal exterior
unitdria e F : R — R? um campo vectorial de classe C'! com divergéncia nula. Mostre

que
% F-ndls=0
OM

sem usar o Teorema da Divergéncia.

. A fungdo de onda correspondente ao estado fundamental de um electrdo num dtomo de

hidrogénio é a funcdo ¢ : R?® — R dada por

r

1lz)(:1:7 y? Z) = Ae_a7

onde r(z,y,z) = \/x2 + y2 + 22 é na funcdo distancia a origem, a € R™ é o chamado
raio de Bohre A € R* é um factor de normalizac3o.

(a) Mostre que ¥ € L?(R3), i.e., que 1> € L'(R3). Determine a constante A € RT de
forma a que 1% seja uma funcio densidade de probabilidade, i.e., de forma a que

3¢2dV3 =1.
"

(b) Determine para que valores de n € Z a fungdo "2 é integravel em R?, e calcule o
seu integral. Obtenha em particular o valor médio da distancia do electrdo a origem,

(r) = Jgs rb*dVs.

Recorde que o produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto
AxB={(a,b):ac Aebe B}.

Recorde ainda que R™ x R™ se identifica naturalmente com R™*",

Sejam M C R™ e N C R" variedades diferencidveis de dimensdes k e [ (respectivamente).

(a) Mostre que M x N C R™*™ é uma variedade diferencidvel de dimens3o k + [, e que
Tixy)M x N = {(v,w) e R""" ;v € TxM e w € TyN} .

(b) Mostre que se M e N s3o orientdveis entdo M x N ¢é orientavel.

(c) Mostre que se M x N é orientavel entdo M e N s3o orientdveis. Indique uma
variedade diferencidvel n3o orientdvel de dimens3o arbitraria n > 2.



