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Duracdo: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

1. Considere o elipsdide

, 2?2 2
E:{(m,y,z)eR :a2+b2—|—02=1} (a,b,c>0),
e seja (o, Yo, 20) € E com zg, Yo, 20 > 0.
(2 val.) (a) Escreva a equagdo do plano tangente a E no ponto (zg, %o, 20)-
Solucio: Oy + @y + 2,1
g2 b2 a? '
(2 val.) (b) Determine o volume da piramide limitada pelo plano tangente a £ no ponto (o, ¥, 20)

e pelos planos coordenados.
Resolucao: Fazendo a mudanca de varidvel
a> b A2
(l’,y,Z) =\ U Y, —<),
To Yo 20
cujo Jacobiano é
a’b?*c?

J = ,
ZoYo<zo

o volume pedido escreve-se
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V(xo,y0,20) = / / / @Y dwdvdu = 22,
o Jo 0 T0Y020 6x0Yyo20

(3 val.) (c) Para que ponto (xo, Yo, 20) © volume desta pirdmide é minimo? Justifique cuidadosa-
mente a sua resposta.
Resolucao: Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, o ponto de minimo da
funcdo V' (z,yo, 20) na variedade M = {(x0,y0,20) € F : xo, Yo, 20 > 0}, a existir,
terd que satisfazer

212 .2
a*b c 2x
e AT =0
6x5Y020 a
a’b*c? 210 0
o tA =
6202520 b iﬁ_yig_ﬁ_l
a? b2 2
a?b?c? 229
5+ A 5 =0
6x0Y02; c
2 2 2
x z
-0 + yj + =0 1




A existir, o ponto de minimo serd portanto (@, @

%)

)

Mostramos agora que existe ponto de minimo. Dado que V' é positiva em M, existe
certamente infimo m de V em M. Logo existe uma sucessido x,, de termos em M
tal que V(x;,) — m. Como M é limitado, x,, admite uma subsucessdo convergente
para Xo € M. Se xo € M \ M, teriamos V(x,) — 400, uma vez que xoyozo = 0
em M \ M. Concluimos que xo € M é ponto de minimo.

2. Seja B! C R™ a bola de centro em 0 e raio r > 0, e B" = BY.

(2 val.) (a) Mostre que
Vo(B)) = "V, (B™).

Resolugdo: Seja g : R” — R™ a mudanga de varidvel dada por g(x) = rx. Temos
Dg=rl=Jg=1r" ¢

Vn(B:f):/ 1:/ 1:/ Jg:/ r":r"/ 1 ="V, (B").
B?{L g(Bn) n n Bn

(3 val.) (b) Mostre que

2
Vo(B") = 1] dudv = il [/n_g(B”d).
—2
B2 \JB" n

1—u2—v2

Resolucao: A primeira igualdade é evidente do Teorema de Fubini. Portanto
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(2 val.) (c) Calcule V4(B4) e V5(B5)_

3. Seja D um conjunto aberto, xg € D e f : D C R — R™ uma fungdo diferencidvel em
X0-

(2 val.) (a) Mostre que se f possui inversa local numa vizinhanga de xq diferenciavel em f(xg)
entdo m = n.
Resolugao: Seja g a inversa local de f e yy = f(x¢). Entdo

g(f(x)) =x = Dg(yo)Df(x0) = I



(2 val.)

(2 val.)

(b)

f(g(y)) =y = Df(x0)Dg(yo) = I.

Concluimos que a aplicagdo linear Df(xg) : R™ — R™ é invertivel, e portanto
m = n (a dimensdo da imagem de uma aplicag3o linear injectiva tem que ser igual
a dimens3o do dominio; se a aplicacdo é sobrejectiva, a imagem coincide com o
espaco de chegada).

Mostre que se m > n, f é de classe C'! e Df(x) possui caracteristica maxima ent3o
existe um aberto U C D contendo xg no qual f é injectiva.

Resolucdo: Supomos sem perda de generalidade que as n primeiras linhas de
Df(xp) sdo linearmente independentes, e consideramos a aplicagdo g : D — R”
dada por

g(x) = (f'(x),.... f"(x)).

Entdo det Dg(xp) # 0; pelo Teorema da Fun¢do Inversa, g é localmente invertivel
em xgq, pelo que é injectiva nalguma vizinhanga aberta U > xg. Logo f tem que ser
injectiva nessa vizinhanga.

Mostre que se m < n, f é de classe C'! e Df(x) possui caracteristica maxima ent3o
existe um aberto U C D contendo x( cuja imagem por f é aberta.

Resolucdo: Supomos sem perda de generalidade que as m primeiras colunas de
Df(xp) sdo linearmente independentes, e consideramos a aplicagdo g : D — R”
dada por

g(x) = (fl(x), . ,fm(x),me, o).

Entdo det Dg(xp) # 0; pelo Teorema da Fun¢do Inversa, g é localmente invertivel
em xq, pelo que envia alguma vizinhanga aberta U 3 x¢ num aberto V C R™.
Logo f envia U no aberto 7(V'), onde 7 : R™ — R™ é a projec¢do nas m primeiras
coordenadas,

m(xt, oo™ ™ ™) = (2. ™)

(é facil mostrar que esta aplicagdo é aberta, i.e., envia abertos em abertos).



