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Duracao: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

1. Considere os campos vectoriais F : R3\ {0} - R* e G : R*\ {x = y = 0} — R3
definidos por

F(x’y’z): (':U?y?z) =
(2 +y? + 22)2
(*y,SC,O)
G(z,y,2) = ———5-.
(@y.2) =~
(2 val.) (a) Mostre que V x F = V x G = 0. Indique, justificando, se cada um estes campos

é ou n3o um gradiente no seu dominio. (Sugestdo: Poderd ser-lhe dtil utilizar
coordenadas esféricas/cilindricas).

(2 val.) (b) Mostre que V-F =V - G = 0. Indique, justificando, se cada um estes campos é ou
ndo um rotacional no seu dominio.

Resolugdo: Em coordenadas esféricas (r, 6, ¢) tem-se

1
F = ereT
e portanto
1
Wwp = T—er;
Qp = senfdf N dy.
Consequentemente,

dop =0& VX F=0;
drp=0& V- -F=0.

ws()or-s()

e portanto F é o gradiente da fungdo

Além disso, claramente

1

= —F,
V2 +y? + 22



(2 val.)

()

que esta definida no dominio de F. Logo, F é um gradiente no seu dominio. No
entanto,

/ F-ndVQ:/ 1 dVy = V5(S?) = 4m # 0,
SQ SQ

onde S? designa a superficie esférica de raio 1 centrada na origem e n a normal
exterior unitaria, pelo que F n3o pode ser um rotacional.

Analogamente, em coordenadas cilindricas (r, 0, z), tem-se

1
G=-¢
r
e portanto
wa = db;
1
Qg = —dz Ndr.
r
Consequentemente,

dwg =04V x G = 0;
g =0<V-G=0.

Além disso, claramente
Qg =d(—logrdz) & G=Vx(—logre,)

e portanto G € o rotacional do campo
A={(0,0, —llog (l’Q +y2) ,
2

cujo dominio coincide com o dominio de G. Consequentemente, G é um rotacional
no seu dominio. No entanto,

G-dg:/ df = 21 £ 0,
S1 S1

onde S! designa a circunferéncia de raio 1 contida no plano z = 0, centrada na
origem e orientada no sentido directo, pelo que G n3o pode ser um gradiente.

Indique, justificando, se F + G é ou n3o um gradiente/rotacional no seu dominio.
Em caso afirmativo, determine um potencial/potencial vector.

Resolugao: Uma vez que o dominio de F (complementar da origem) contém o
dominio de G (complementar do eixo dos zz), o dominio de F + G coincide com o
dominio de G; consequentemente, F + G n3o pode ser um gradiente, porque nesse
caso G = F+G—F também o seria. Por outro lado, uma vez que qualquer variedade-
2 compacta no complementar do eixo dos zz é bordo de alguma variedade-3 com
bordo compacta, e F+G tem divergéncia nula, segue-se que F+ G é necessariamente
um rotacional no seu dominio. Uma vez que ja calculdmos um potencial vector para
G, basta calcular um potencial vector para F. Ora em coordenadas esféricas

Qp =senddf A dp = d(—cosfdy) < F =V x <— cos 0 ew) .
rsend



(2 val.)

(3 val.)

Consequentemente, F' é o rotacional do campo

z
B= (y, —z,0)
(22 +12) Va2 +y2+ 22
cujo dominio coincide com o dominio de F + G. Logo este campo é um rotacional
no seu dominio, e um potencial vector é A + B.

(d) D& um exemplo de um campo H: D CR3 - R3talque VxH=0eV-H =0

mas que ndo seja nem um gradiente nem um rotacional no seu dominio.

Solucdo: Por exemplo, H=F + V, onde

(_y,flf - 170)
V=St
ERVeES

. Seja M C R3\ {0} uma variedade-2 com bordo compacta tal que x & T M para todo
ox € M\ OM. O dngulo sélido determinado por M é o conjunto

QM)={x:xeMelcR},

e a medida deste angulo sélido é

Q(M)] = V2 (M) N S?)

onde

2= {xeR?: x| =1}

¢ a esfera de raio 1 centrada na origem.

(a) Mostre que

rmm:AﬂF

para uma certa orientacdo de M, onde F é o campo definido na questdo 1 e Qg é a
forma-2 associada a este campo (que por este motivo por vezes se diz o elemento de
dngulo sdlido).

Resolugdo: Uma vez que 0 ¢ M e M é compacta, existe ¢ > 0 tal que M NB.(0) =
&. Seja A = Q(M)N9B(0) e U o subconjunto de Q(M) limitado por A e M.
Uma vez que V- F = 0, o fluxo de F através de OU no sentido da normal exterior
tem que ser nulo. Ora 90U = AUM U B, onde B é uma unido de segmentos de recta
radiais unindo JA a M. Logo F é tangente a B e portanto o fluxo de F através de
B é nulo. Concluimos que

/QF—/ F-ndVQ——/F-ndVg,
M M A

n designa a normal unitdria exterior e a orientagdo de M no primeiro integral é a
determinada por n.

Seja agora C' = (M) N S%. Analogamente ao que acabdmos de fazer, tem-se

/F-ndVg:/F-ndVg:/ Sl dVQZ/ 1 dVy = V5(C) = |Q(M)],
A c o x|l c

como era pedido.



(3 val.)

(3 val.)

(3 val.)

(b) Seja
M={(z,y,2) eER?: 2?2 +9?° =1, 0< 2 < 1}.
Calcule |Q(M)| sem usar o Teorema de Stokes para variedades-2 com bordo.

Resolucao: Podemos parametrizar M usando as coordenadas angulares esféricas
(6,¢); a parametrizagdo terd entdo como dominio |7, 5[ x]0,2x[. Uma vez que o
angulo sélido é necessariamente positivo, temos entao

z 21
IQ(M)IZ/ QF:/ sen@d@/\dgo:/Q/ senfdipd) = /2.

(c) Confirme o resultado da alinea anterior usando o Teorema de Stokes para variedades-2
com bordo.

Resolugdo: Em R3 \ {z =y = 0} temos
Qp = d(—cosfdyp).

Pelo teorema de Stokes para variedades-2 com bordo temos entdo

]Q(M)\:/ — cos Odp,
oM

onde a orientacdo de OM deve ser no sentido directo para a circunferéncia contida
no plano z = 0 (quando vista de z > 0) e no sentido inverso para a circunferéncia
contida no plano z = 1 (quando vista de z > 1). Podemos usar a coordenada esférica
0 como parametro para estas curvas, obtendo entdo

|QUM)| = /]072#[+ — cos (g) dy + /]072”[ — cos (%) do = i

2 9

3. Determine os valores de o € R para os quais a superficie

M, = {(z,y,2) €R3: 2> 1, 2? +y* = 227}
possui area finita (i.e., o pull-back do elemento de volume por uma qualquer parametrizagdo
determina uma fung¢3o integravel no dominio dessa parametriza¢3o).
Resolugcdo: Uma parametrizagdo de M, é g :]0, 27[x]1, +o0o[ dada por
g(0,z) = (2% cos b, z%send, z).

Tem-se
2a 0

_ 2« 2 4a—2
0 14a22e2 |7 T

det Dg'Dg = ’ 5

Portanto a drea de M, serd

+oo 2 +oo
Va(My) = / / 220 4 2240-2d0dy = 27r/ 2200 | g24a=2(,
0 0 0

sempre que este integral existir.

Se a > 0, a fungdo integranda é > 1, e portanto ndo é integrdvel em |1, 4o00[; se a < 0,
tem-se

£/ 2« 2 da—2
lim Y2 tatz = lim 1+ a2z2202=1,

z—+00 s z—+00

e portanto a funcg3o integranda é integravel sse z¢ integravel, i.e., sse o < 1.



