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1. Seja u : R?2 — R a funcio definida por
u(z,y) =e Ycosz+y(xr—1).

(2 val.) a) Mostre que u é harménica.

(2 val.) b) Determine uma fung¢io harménica v : R? — R tal que a funcdo f : C — C definida por

flz+iy) = u(x,y) +iv(x,y)

seja analitica e satisfaca f(0) = 1.
(2 val.) c) Calcule

. (szz?)de

onde C é a circunferéncia de centro na origem e raio 2 percorrida uma vez no sentido
directo.

Resolucao:

a) Temos que mostrar que

u  0%u B
57+ 57 =0
Como
0 0
a—u:—e*ysenx—i—y a—u:—e*ycosm—&-x—l
€z Yy
0? 0?
a—g = —e Ycosx 3—2; =e Ycosz,
€z Y

u(z,y) é uma fungdo harménica.

b) Queremos determinar uma fun¢do v(x,y) que satisfaca as equagdes de Cauchy-Riemann

dv _ Odu
dy oz
o0 _ "o
or Oy



A primeira equacdo vem
v

Ay

e primitivando em ordem a y obtemos

=—e Ysenz + vy,

2
v(z,y) =e Ysenx + % + h(z),

para alguma fun¢do h(x). Como

ox

segue-se da segunda equagio que

0 _ y2 — /
— e ysena:—&—;—kh(a:) =e Ycosz + h'(z),

2
e Veosz+h(r)=eVcosz—z+1& hz)= —% +x+C,

e portanto
2 22
v(z,y) =e Ysenz + 77 +x+C,
ou seja,
y? — 22
f(x—kiy)zeycosx+y(a:—1)+i<eysenx+ +x—|—C>.
Como
f(0+0i) =14+:iC
segue-se que para termos f(0) = 1 devemos escolher C' = 0.
c) Aplicando a férmula integral de Cauchy obtém-se
f(z) 271 s
dz = — - .
jiv(z—i)Q 2=y F0
Ora 5 5
f(z+iy) = 8_Z +i8_2 =—eVsenz+y+i(e Veosz —x+1),
e portanto
FO+1-d)=1+i(e"+1).
Consequentemente,
1
}1{ f(z) dz =27 i—e+ .
o (z—1)2 e
2. Seja f: C\ {1} — C dada por
4
f(Z) = z2 + (Z — ]_)eXp {m} .
(2 val.) a) Obtenha a série de Laurent de f que é convergente em C \ {1}. Indique e classifique a(s)
singularidade(s) de f.
(2 val.) b) Seja C a circunferéncia de centro em z = 1 + ¢ e raio 3, percorrida uma vez no sentido

directo, e Cy a circunferéncia de centro em z = 1 + 7 e raio % percorrida uma vez no
sentido directo. Calcule

f(z)dz e f(z)dz.
Co



Resolucao:

a) Temos
N n!’
n=0
e portanto
4 =1 4n
e"p<<z— 1>2> - E;Zﬁ (z— 12
Logo
o
4m 1
J@=2+G-02 o o
n=0

o
4m 1
—(z—-1+1)2 5_7
(Z + ) +n:0n! (2_1)271—1

4 1 42 1
=(z-1)2+20:z-1)+1 —1)+ — —
(z—=1)4+2(z-1)+1+(z )+1!Z_1+2!(z_1)

3+...
24 1
:1+3(z—1)+(z—1)2+257(Z_1)2n71.
n=1

Como esta série possui poténcias negativas de ordens arbitrariamente elevadas, a funcdo
f(z) tem uma singularidade essencial no ponto 1.

b) Como a singularidade n3o pertence ao interior da circunferéncia C, o teorema de Cauchy
diz que

f(z)dz=0.
Ca

- 1 L.
Por outro lado, o residuo de f no ponto z = 1 é o coeficiente de na série de Laurent
z

acima, ou seja, 4. Aplicando o teorema dos residuos, obtemos

f(2)dz = 2mi - Res(f)(1) = 8mi.
C1

(4 val.) 3. Calcule o integral real

/+oo dax
—00 (1 + 372)2 .

Justifique cuidadosamente a resposta.

Resolugdo: Seja f(z) = m e seja C'r o contorno na figura 1. Temos

1 1 1

fz) = (c—i)z i)’ =i G+

Logo f(z) tem pdlos de ordem 2 em z = =+i.
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Figura 1: Contorno Ck.

Temos

R T ) ]
/ flx)de = [ f(z)d= —/ f(Re®YiRe™ dp.
R Cr 0
Aplicando o teorema dos residuos, obtemos

f(2)dz = 2mi - Res(f)(4) se R > 1.

Como f tem um pdlo de ordem 2 em 1,

d [ (z—1)? . d 1 2 1
Res(f)(0) = lim 172 (m) ~ M <<z+z‘>2> EENCOET

Portanto,

2
/ flx 2mi / f( Reze iRe"dp.
Temos
/ f(Rei(’)iRewdH' < / ( F(Re®)iRe™| d
0 0
T R
= | ————>5db
/0 |R2€229 + 1|2
™ R
< | —=—=db
- /0 (R? —1)?
_ Rr
S
Logo,

lim /f(Re“’)iRewdezo,

R—o0 0

[ rerae= jm [ 10

e consequentemente



(4 val.) 4. Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial:

dy 2t
dt 1427
y(0) =0

Resolucdo: Seja

_ 1
142
Entao
dy 2t
= — = <~
welg ~ ey =n
d
G A T
vy  _
T = arctgt + C,

onde C' é uma constante. Aplicando a condi¢do y(0) = 0, segue-se que
0=arctg0+C < C =0.

Portanto y(t) = (1 + t2) arctg t.

(2 val.) 5. Mostre que se f e f sdo analiticas em C entdo f é constante.

Resolucdo: Se f e f sdo fungdes analiticas em C, entdo a func¢do

9(2) = f(2) + f(2)

é analitica em C. Seja f(z) = u(x,y) +iv(z,y), onde u(x,y) e v(z,y) sdo fungdes com
valores reais. Segue-se que g(z) = 2u(z,y) e a parte imagindria de g é nula. Aplicando as
equagdes de Cauchy-Riemann a fun¢do g obtemos

0(2u) _0 . 0(2u) _o.
ox oy
Logo u(z,y) é constante. Analogamente a fungdo
LISE A

1

é analitica e a parte imagindria é nula. Logo v(z,y) é constante. Segue-se portanto que f(z)
é constante.



