Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas
(5* a 8% semana)

CUI“SOSZ Todos

1° semestre de 2000/01

'Semana 5|

41. Considere a seguinte funcao u : R? — R:
u(z,y) = a* +y° = 3ay(z +y)

(a) Mostre que u é uma func¢ao harménica.

(b) Determine a fungao harmoénica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

(c) Calcule
§ IO
c(z=1)" "

onde f(z) = u(x,y) +iv(z,y), z =x+iy e C é a curva {z € C: |z| = 2} percorrida
no sentido positivo.

42. Determine o desenvolvimento em série de Laurent na regiao C\ {0} da funcao

g(z) = (z — 23) e%,

jé(ziél—i—(z—z?’) ei> dz,

onde C' ¢é a curva {z € C : |z| = 3} percorrida no sentido positivo.

e calcule
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43. Utilize o Teorema dos Residuos para calcular

2t +1
NEY dz,
c 22 (222 4+ 52+ 2)
onde C' é a curva {z € C : |z| = 1} percorrida no sentido positivo.

Aproveite este resultado para calcular

27
/ cos(20) 50,
o D+4cos(h)

44. Seja f uma fungao complexa de varidavel complexa. Mostre que se

L J (2)
L= lim ((”“) T )
existir e for finito, entao f tem uma singularidade nao removivel num ponto z tal que
|z — 20| = L.
45. Seja f(2) = —nC) +§: ! D(f) dominio de definic
. Seja f(z) = ————— —_—— e o seu dominio de definicao.
) cos(z) =1 & kR (2 — 40)F 1

(a) Determine o desenvolvimento em série de Taylor da fungao zsen(z) em poténcias de

z — 2.
o0
(b) Determine o interior da regiao de convergéncia da série Z __
— kF(z — da)i1

(c) Classifique, justificando, as singularidades de f e determine os respectivos residuos.

(d) Calcule os valores possiveis de ]4 f(2)dz, onde " é uma curva simples, fechada e
r
seccionalmente regular, contida na regiao

{z € C: =31 < Re(z) <37} N D(f)

e tal que os pontos +27 estao contidos na regiao delimitada por I'.

46. Determine a solugao geral das seguintes equacoes diferenciais, indicando os intervalos de
definicao das fungoes.

(a) gy _ 1
dt 1+ 2

d
(b) d—i{—l—costy:O.

dy . — cost
c) —= —sinty = e ",
(c) = y
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47.

48.

49.

50.

o1.

592.

Determine a solugao do seguintes problemas de valor inicial, indicando os intervalos
maximos de definicao:

dy
V182 y=0
(a) ¢ dt * Y

y(0) = e° .
di
(b) Ld_jf + Ri = Vsint
i(0)=0.
d_y +y = g(t) e~ (=1 se 0<t<1
(c) § dt , onde ¢(t) = S
y(0) =0, 1 se t>1.

Determine a solugao geral da seguinte equagao diferencial:

dy vy 5
1 4+ Z=(1 .
( +t)dt+2 (1+1)2

Numa substancia radioactiva, o fenémeno de decaimento é aleatorio: todos os nicleos
atémicos tém a mesma probabilidade P de decaimento por unidade de tempo, e ntcleos
distintos comportam-se independentemente.

Suponha que em t = 0 existem Ny ntcleos dessa substancia. Determine quantos nicleos
N(t) existirao no instante t. (Sug.: a probabilidade é, neste caso, o mesmo que a
frequéncia relativa).

d
Dada uma equagao diferencial d—?z +a(t)y = f(t) com a(t) e f(t) continuas em R,
a(t) 2c>0e tlim f(t) = 0, mostre que todas as solugoes tendem para zero quando ¢
—00

tende para infinito.

'Semana 6/

O modelo mais simples para evaporagao de uma gota de dgua esférica é supor que a
diminuicao de volume da gota se processa a uma taxa proporcional a sua superficie.

(a) Qual o tempo necessério para que uma gota de raio Ry se evapore completamente?

(b) Se supusermos que a taxa de diminuigao de volume da gota é proporcional ao qua-
drado da sua superficie, quanto tempo demora uma gota de raio Ry a evaporar-se
completamente?

Determine a solugao geral das seguintes equacoes diferenciais:

d t t
a) (14t —yzl—i—y2 sugestao: tan(z +y) = an o+ tan y
dt

).

1 —tan x tan y

(b) — —y? =1+t + ty?
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93.

o4.

35.

56.

o7.

o8.

Nas alineas seguintes determine a solucao do problema de Cauchy e o intervalo de
existéncia de cada solucao :

dy —tsiny T
= =—" 1)=-.
(@) cosy = =0 vl =7
dy 2t
b _——=a—_—_—_ 2:
o) =2 =3

Resolva o seguinte problema de valor inicial

{ y()y'(t) =t
y(1) =«

e diga para que valores de a é que a solucao esta definida para todo o t € R.

Determine a constante a para a qual a equacao diferencial seguinte é exacta e resolva-a:

d
ty(y + e®?) + t3(y + e“to)d—zZ =0.

Determine a solugao geral da seguinte equagao diferencial:

d
ysinh(ty) + sinh(y) + t(sinh(ty) + cosh(y))d—?; =0.

Resolva o seguinte problema de valor inicial e determine o intervalo de definigao da so-
lugao:

d
ycost + 2 (y? + sint) d_gz,{ =0
y(0)= V2.

Considere o seguinte problema de valor inicial:

d
Ayt + 2t + 23 + 2t siny + (2+Cosy)d—?; =0
y(0)=0.

Determine uma equacao que define implicitamente a solu¢ao y(t) e mostre que o intervalo

de definicao desta solucao é R.
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99.

60.

61.

62.

63.

Determine a solugao dos seguintes problemas de valor inicial indicando o intervalo maximo
onde essa solucao esta definida.

(a) ty* +1+2t%yy' =0, y(1)=2.

(b) y — 2t2 + [2ty + tlog(t)]y' =0, y(1) = 2.

A equacao diferencial

dy
dt
admite um factor de integracao da forma u(t + y), ou seja, um factor p que sé6 depende

coshy + (e7" + ¢€) 0

da soma das varidveis t + y. Determine-o e dé a solu¢ao da equagao com y(0) = 0.

Sugestao: A equacao diferencial que p = u(t+y) satisfaz pode ser escrita em termos de uma sé varigvel
v=1t+y.

Semana 7|

Resolva a equagao y' + y = e'y?. (Sugestao: faca a mudanca de variavel y = 1/u)

Determine a solugao geral da equacao ty’ = (1 +t)y + y*. (Sugestao: faga a mudanca de
variavel y = tv)

Suponha que temos uma equacao diferencial da forma ( a # 0)

dy
— =flay+bt+c) ,
o = lay )

. dy .
como, por exemplo, a equacdo — = sen(y+2t+3). Como o segundo membro da equagao

depende apenas de ay + bt + ¢, é natural fazer a substituicao v = ay + bt + ¢, ou seja,
v—>0bt—c

a

y _=
L dy - :
Mostre que esta substituicao transforma s = f(ay + bt + ¢) na equagao equivalente

dv
— =uaf(v)+b,

= af(o)+

que é separavel. Aproveite este resultado para resolver a seguinte equacao diferencial:

dy _

= =—((t+y)>+1)arctan (t +y) — 1.
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64. Toda a equagao diferencial da forma ¢ = f(y) ¢é separdvel. Estas equagoes diferenciais
de 1. ordem em que o tempo nao aparece explicitamente dizem-se autonomas. Todas elas
podem, em principio, ser resolvidas. Suponha agora que temos uma equacao diferencial

da forma
i)
)

como por exemplo Y _ sin (;) . Estas equacgoes dizem-se homogéneas. O facto de

- . Y
o membro esquerdo da equacao depender apenas do quociente n sugere que se faca a

substituicao v = % ,ouseja y=uvt.

d
(a) Mostre que esta substituigao transforma d—?z =f (%) na equacao equivalente

d
to v =f)

que é separavel.
2

d
(b) Determine a solugao geral da equagao d_g; =2 % + (%)

(c¢) Determine a solugdo da equacao da alinea anterior que satisfaz y(1) = —1.

65. Determine a solucao geral das seguintes equagoes :

dy 2 2
2ty—= = 3y — t°.
(a) Yy =3Y
dy t+vy
b) — = —=.
()dt t—uy

Sugestao: Exercicio 64

66. Chama-se equacdo de Bernoulli a uma equacao diferencial da forma

dy n
E—Fa(t)y— b(t)y"™ .

Determine a solugao geral desta equacao . Sugestao : divida ambos os lados por y" e

mediante a mudanca de varidveis u = y'™" transforme-a numa equacao linear em wu .
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67. Para cada uma das seguintes equagoes diferenciais, esboce o campo de direccoes e trace

68.

69.

70.

os respectivos tipos de solugoes .

OFE e 0y = L
@y =02~y -1, @y =y(l-y",
(©) ¥/ = sinfy—1). 0y =22

Mostre que existe uma solucao de classe C! para o problema de valor inicial
d
YW _ 61 Jy?
dt
y(0)=0,

diferente da solucao y(t) = 0, V¢t € R. Explique porque é que isto nao contradiz o teorema
de Picard.

Mostre que o seguinte problema de valor inicial:

dy 1
L (t+1)°
y(0) =1,

tem uma tnica solugao y(t), definida para t € [0, +o0l, e calcule tliin y(t) .
——400
Sugestao: Nao tente resolver a equagao diferencial. Considere a funcao u(t) definida por
du_ 1
dt  3u?
u(0)=1.

Uma vez determinada a funcdo u(t), mostre que

d !

" 3 ) + 1)

e integre esta relagao entre 0 e ¢.

Considere a equacao diferencial

{ Y =—yg(t,y)+e
y(0) = yo > 0,

onde g : R?* — [1, +oo[ tem derivadas parciais continuas para todo o (¢,y) € R

(a) Mostre que a solucdo da equacao dada estd definida para todo o t positivo.

(b) O que pode dizer quanto ao limite de y quando t — +o0?
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Semana 8|

71. Considere as seguintes matrizes:

00010

00010 2.0 0
(a) A=|{0 0010 (b) A=1]0 30

00010 013

000710

Para cada uma das matrizes A acima indicadas, responda as seguintes questoes:

(a) Calcule A, A% A3 e A%

(b) Intua uma férmula para A™, com n € N, e demonstre-a pelo principio de inducao
matematica.

o
(c) Calcule "4 através da definigao (i.e. e = 3 LA™).
n=0

72. Sejam A e S duas matrizes n X n, com det S # 0. Mostre que

(a) trSAS™! =trA.
(b) det SAS™! = det A.

(c) dete!® = et tra,

73. Considere as seguintes matrizes:

2 —2 2] 2 0 1
(a) A=|0 0 1 b)) A=|0 3 -1
0 0 1 01 1 |
2 1 0] 1 1 1]
c) A=] 0 20 (d A= 0 20
| -1 0 3 | -1 1 3
[ —2 4 2] 2 1 -1
() A=| -2 4 0 f) A=]0 3 -1
| -4 4 4] 00 2

Para cada uma das matrizes A acima indicadas, responda as seguintes questoes:

(a) Calcule e*4.

(b) Resolva o problema de valor inicial,

U= Au, uw(0) = (1,1,1).
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74. Seja
5 —1 0
A=|1 3 0
0 0 4
Determine e e resolva o problema de valor inicial X' = Ax, x(1)=[1 0 0 ]T.
75. Seja
-2 0 0
A= 0 -2 1
0 -1 -2

A T

Determine ¢! e resolva o problema de valor inicial X' = Ax, x(7/2)=[1 1 0]

76. Determine a solucao geral do seguinte sistema de equacoes diferenciais:

' =14r — 10y + 1
y =10x — 2y + 2

Sugestao: Determine primeiro uma solugao particular constante.

77. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

v = —2x + 4y + t° B B
{o2 2wt o=y =1
78. Resolva o seguinte problema de valor inicial:
¥ =2x—-2y+t B B
foZi it sw=yo-o

79. Determine uma matriz 2 x 2, A, tal que uma das solucoes de x’' = A x seja
x(t) = (e* —2e7", e +4e7) .
A solucao encontrada é tinica?
80. Determine uma matriz 4 x 4, A, tal que uma das solugdes de x’' = A x seja
x(t) = (sin2t, cos2t, (t+1)e", (t—1)€") .

A solugao encontrada é tinica?



