Teorias de Gauge e Conexdes em Fibrados Vectoriais

1 Relatividade e Electromagnetismo

A Teoria da Relatividade Especial identifica o espaco-tempo com R* (com coordenadas Cartesianas

(20, 2%, 22, 23) = (t,z,y, 2), onde t representa o tempo) munido da métrica pseudo-Riemanniana

g=—dt@dt+dzx @dr+dy®@dy + dz ® dz

(métrica de Minkowski). As histérias de particulas materiais correspondem a curvas ¢ : R — R*
com g(¢,¢) < 0. Reparametrizando a curva se necessério, podemos assumir que g(¢é,¢é) = —1,
caso em que o pardmetro 7 da curva se diz o tempo préprio da particula.

O campo electromagnético é uma 2-forma I € Q%(R*). A equacio do movimento de uma
particula de massa m e carga ¢ no campo electromagnético é dada pela lei de Lorentz

mé = —q(¢JF),

onde * designa a habitual correspondéncia entre vectores e covectores determinada por g, _
designa a operacdo de contrac¢do e o parametro é o tempo préprio 7. O campo electromagnético
€ suposto satisfazer as equacoes de Maxwell, que no vazio se escrevem

dF =0;
d'F =0,

onde x é o operador estrela de Hodge determinado por g. Este é definido da seguinte forma: se

{a!, 0%, a3, a*} é um co-referencial ortonormado positivamente orientado ent3o

ot AL AR =gahal) . g(af oP)aF T AL A et
Exercicio 1.1 Mostre que a lei de Lorentz implica que g(¢, ¢) é constante.

Exercicio 1.2 E usual escrever (em unidades nas quais a permitividade eléctrica do vdcuo € dada
poreg=1)

F = EYdz Adt + E*dy A dt + E3dz A dt + Bldy A dz + B%dz A dz + B3dzx A dy,

onde
E = (E',E? E®)

€ o campo eléctrico e
B = (B!, B?, B%)

€ o campo magnético. Mostre que em termos destes campo a lei de Lorentz se escreve



onde x = (x,y,2) é o vector posicdo da particula. Mostre ainda que as equacdes de Maxwell
dF = 0 se escrevem

divB = 0;

0B

tE = ———
ro ETR

enquanto que as equacoes de Maxwell d*F = () se escrevem

divE = 0;
OE
tB=—.
o ot

Exercicio 1.3 Verifique que os seguintes campos electromagnéticos sdo solugdes das equagdes de
Maxwell:

1. Campo criado por uma particula de carga q:

qx
E= B =0.
4r|x |3’

2. Campo criado por uma corrente eléctrica de intensidade I ao longo do eixo dos zz:

T
E=0, B=— - ——(-vi j
’ o’ (33'2"1’92)( y1+(IIJ)

(representamos por i, j, k os versores dos eixos coordenados).
3. Onda plana propagando-se ao longo do eixo dos xx:
E=/f(z—1)j, B=f(z—tk

(com f : R — R uma funcdo de classe C' qualquer).

2 Electromagnetismo como uma Teoria de Gauge

O campo electromagnético pode ser visto como a curvatura de uma conexdo V no fibrado de
linha complexo trivial L = R* x C, compativel com o produto interno Hermiteano canénico nas
fibras. Efectivamente, matriz da forma de conex3o numa base ortonormada s € I'(L) deverd ser

anti-Hermiteana,

com A € QY(R*), pelo que a matriz da forma de curvatura sers

com F € Q?(R*). O facto de que F' = dA garante que F satisfaz a primeira equacdo de Maxwell;
esta é, alids, equivalente a identidade de Bianchi dy R = 0, que neste caso se escreve

dQll—l—Qll/\wll—wll/\Qll:0<:>d911:0<:>dF:0.



Note que a lei de transformacdo da matriz da forma de curvatura garante que F' n3o depende
da escolha de base ortonormada. Por outro lado, uma mudanc¢a de base ortonormada (dita uma
transformacio de gauge) com matriz de mudanca de base e'X (onde x € C*®°(R*)) faz com que
a 1-forma A mude por adicdo de dy:

W'l =e XwlteX e XdeX = wt +idy = A = A+ dy.

O operador estrela de Hodge pode, claro esta, ser estendido as formas diferenciais com valores
nas seccOes de um fibrado, mediante

(wes)=("w)®s.
Deste modo, as equacdes de Maxwell d*F' podem ser reescritas como
dv*R = 0.

Para escrever a lei de Lorentz nesta linguagem necessitamos de introduzir o estado interno da
particula. Este é dado por uma seccao 9 de L ® L* ao longo da histéria ¢ da particula, de modo
a que 9 (R) é uma 2-forma ao longo de ¢. Se o € T'(L*) é o co-referencial dual de s, tem-se

$(t) = a(t)s © o,

e portanto
D d d
qu = (d(zj: + aw (&) — ozwll(é)) s®0 = d—(js ® o.
Deste modo, tomando a(0) = —ig e exigindo que o estado interno satisfaca
Dy
Zr 0
Dr
obtemos «(t) = —ig e consequentemente

P(R) = (—ig s®0) (iF 0 ®s) = qF.
Portanto a lei de Lorentz pode ser escrita na forma

mé = —¢éap(R);

Dy _

0
Dt

(equacdo de Wong). A escolha do estado interno num dado instante equivale a fixar a carga da
particula.

Exercicio 2.1 A equacdo de Maxwell dF = 0 implica que F' = dA para alguma 1-forma A €
QY (R*) (dita um potencial vector). Mostre que se escrevermos A = —¢dt+ A'dz+ A%dy+ A3dz
se tem

B =rot A=0;

0A

E = —gradgzs— E,

onde A = (A', A%, A3).



Exercicio 2.2 Mostre que uma trasformacdo de gauge corresponde a substituicdo

Ix
I __ v
¢ - ¢ 8t 9
A' = A + grad y.
Verifique que esta substituicdo deixa os campos E e B invariantes.

Exercicio 2.3 Use o facto de que a equacio de onda com uma dada fonte p € C™(R*)

0?x

a2 — P
ot?
possui sempre solucdo para mostrar que € sempre possivel encontrar um potencial vector satisfa-
zendo
o

divA+-—=0
v +(‘9t

(gauge de Lorentz). Mostre que para este potencial vector as equacdes e Maxwell d*F = 0 se
reduzem as equacébes de onda

lap x —

0%¢
lap ¢ — 12 =0;
0?A

3 Formalismo Hamiltoniano

Recorde que um Lagrangeano é uma funcdo L : TR* — R. As curvas de Euler-Lagrange
associadas a um Lagrangeano L s3o as solugdes do sistema de EDOs

d (oL _ oL
dr \oir) Ozr
Mostra-se facilmente que a lei de Lorentz pode ser obtida a partir do Lagrangeano
Zﬁ:%wﬂﬂﬁ+e&@“:%y@@+mA@%

onde estamos a usar a convencao de Einstein de assumir a existéncia de uma soma sobre indices
repetidos. A transformacdo de Legendre é o morfismo de fibrados TR* — T*R* que associa
ao vector tangente ¢ o covector momento p definido pelas suas coordenadas

oL .
pu e % e mguyxy + GAH,
ou seja,
p =mdé + eA.

O Hamiltoniano é a funcio H : T*R* — R dada por
H=p(&) - L.

No caso presente, facilmente se obtém que

1
H=—g(p—qA,p—qA).
2mg(p qA,p — qA)



Exercicio 3.1 Mostre que a lei de Lorentz pode ser obtida do Lagrangeano

L= %g(e, &) + eA(é).

Exercicio 3.2 Mostre que uma transformacdo de gauge altera o Lagrangeano para
L' =L+ dx(¢).
Mostre que L e L' determinam as mesmas equacdes do movimento.

Exercicio 3.3 Mostre que o Hamiltoniano correspondente ao Lagrangeano acima é
H=p() - L=—g(p—qA.p—qA)
= C) — = — — — .
p ng p—qaA,p—4qg

Exercicio 3.4 Mostre que as equacGes de Euler-Lagrange sdo equivalentes as equacdes de Ha-

milton
wi — OH
o
. oH
Pu = ~ggr

Note que estas equacdes definem um fluxo em T*R*.

4 Relacoes com Mecanica Quantica

Em Mecéanica Quéntica as particulas s3o descritas a partir de funcdes de onda, que satisfazem
certas equacles diferenciais parciais lineares. Estas equacdes, no caso da particula livre, sdo
obtidas escrevendo a relacdo entre a energia e o0 momento da particula em questdo e fazendo a
substituicao

Pp = —10y,
onde p = mé = (E,p',p?,p*) é o vector energia-momento da particula (usamos unidades nas
quais a constante de Planck satisfaz i = 1). Assim, a relag3o cldssica

fornece a equacao de Schrodinger

o1
"5 = "am lap 1,

e a relac3o relativista
E? = p? +m?

fornece a equacao de Klein-Gordon

O 2
ﬁ—lapw—m P =0,

que pode também ser escrita como

GO —mPp =0 & drdp—m*p=0.



Em ambos os casos, a fungdo % é uma fungdo com valores em C, podendo portanto ser vista
como uma seccdo do fibrado L. A estrutura Hermitiana em L permite entdo calcular |9|2, que
é interpretado como a densidade de probabilidade de num dado instante encontrar a particula
numa dada posicdo. Por outro lado, a introducao do campo electromagnético, que no formalismo
Hamiltoniano corresponde a substituir p por p — gA, é feita em Mecanica Quantica, por analogia,
substituindo J,, por J, — igA,. Introduzindo em L a conexdo V compativel com a métrica
Hermitiana cuja forma de conex3o é

wt = —igA

podemos entdo escrever a equacao de Klein-Gordon para uma particula de massa m e carga ¢
como
GV —mPp =0 & Fdytdyy — m?p = 0.

Esta equacdo substitui simultaneamente a lei de Lorentz e a equagdo de evolugdo do estado
interno. Apesar de no caso quantico a carga eléctrica estar codificada na conexdo, as equagdes
de Maxwell escrevem-se da mesma forma dy R =dv*R = 0.

Exercicio 4.1 Mostre que *d *di = g"V0,,0,.

Exercicio 4.2 Escreva a equagdo de Schrodinger para uma particula de massa m e carga q no
campo electromagnético.

5 Teorias de Gauge Gerais

Podemos formular uma teoria de gauge geral considerando agora uma conexdo V no fibrado
vectorial complexo de rank r trivial E = R* x C”, compativel com o produto interno Hermi-
teano canénico nas fibras. Portanto a matriz da forma de conexdao numa base ortonormada
{s1,...,8:} € T(F) deverd ser anti-Hermiteana, w € u(r). Nas teorias que encontram aplica¢cdo
na fisica de particulas, exige-se ainda que esta conexdo seja compativel com a orientacdo candnica
et N...Nep, ie., w€su(r) L.

A curvatura da conexao, que contém os campos de gauge, € suposta satisfazer, além da
identidade de Bianchi dyR = 0, a equa¢do de Yang-Mills dv*R = 0. O andlogo da lei de
Lorentz é a equacao de Wong, que se escreve

mé = —¢ 3y(R);
Dy
Dr
onde 1) é uma sec¢do de ' ® E* ao longo da histéria ¢ da particula, dita o seu estado interno, e

desempenha o papel da carga. Quanticamente, a equacido de Wong é substituida por uma equacio
de onda, por exemplo a equacdo de Klein-Gordon

0,

*d *dip —m2p =0,

!Especificamente, o grupo de estrutura é SU(2) para a forca nuclear fraca e SU(3) para a forca nuclear forte.
A forca fraca age sobre electrbes, neutrinos e quarks, e é responsavel por certos processos radioactivos, como por
exemplo o decaimento do neutrdo; a forca forte age apenas sobre quarks, e é responsavel pelo agrupamento destes
em protdes e neutrdes, e pelo agrupamento destes ultimos em niicleos estdveis. De notar que estas teorias descrevem
processos que ocorrem a escalas muito pequenas, pelo que a equacido de Wong, que descreve o limite cldssico destas
teorias, ndo tem qualquer utilidade neste contexto; a prépria equacdo de Klein-Gordon ndo é utilizada directamente,
mas sim a sua vers3o segundo-quantizada, de acordo com a Teoria Quéntica de Campos.



onde a funcao de onda ¢ é uma secgdo de F.
Por exemplo, para r = 2 (que foi o caso incialmente estudado por Yang e Mills), e usando a
habitual identificacdo de s1(2) com os quaternides puramente vectoriais, temos

w:A1i+A2j—|-A3k:A
com Ay, Ag, Az € Q1 (R?*), donde
Q=dv—-—-wAw=dA —A - A-—AXA=dA-AxXA=F

(onde as operacdes entre vectores de formas se devem efectuar usando o produto exterior entre
as componentes, pelo que A - A = A; A A] + As A Ay + A3 A A3 = 0). Esta equacdo implica a
identidade de Bianchi, que nesta notacdo se escreve

dF —A - F-AXF+F - A+FxA=0&dF+2FxA=0.
A equacdo de Yang-Mills escreve-se
d'F +2F x A =0.

Usando o produto interno Hermiteano candnico (-, -) para identificar E com E*, podemos pen-
sar no estado interno da particula como uma sec¢do de E* ® F, que a equacido de Wong e a
compatibilidade de V com (-, -) implicam ser transportada paralelamente ao longo de c:

W _

o= 2A(6) x 4.

A equacdo do movimento sera ent3o
mét = —éu (- F).

Exercicio 5.1 Escreva a equagcdo de Klein-Gordon para uma particula num campo de Yang-Mills
com grupo de estrutura SU(2).

Exercicio 5.2 Mostre que dado um quaternido vectorial v # 0 qualquer,
A=Av

determina uma solucio das equacdes de Yang-Mills com grupo de estrutura SU(2) sse A € Q' (R?)
determina uma solucdo das equacbes de Maxwell (portanto a teoria de Yang-Mills com grupo de
estrutura SU(2) contém todas as solu¢bes das equacdes de Maxwell como casos particulares).
Verifique que neste caso a equacdo de Wong se reduz a lei de Lorentz.

Exercicio 5.3 Suponha que A determina uma solucio das equacées de Yang-Mills com grupo de
estrutura SU(2). O que pode dizer acerca de —A? E acerca de AA (com A € R)?

Exercicio 5.4 Mostre que
A = a(t)dzi+ b(t)dyj + c(t)dzk



determina uma solu¢3o das equagdes de Yang-Mills com grupo de estrutura SU(2) sse as fungcées
a,b,c: R — R satisfazem o sistema de EDQOs n3o lineares

i+ 4a(b? + c?) =
b+ 4b(a® + ¢?)
¢+ 4c(a® + b?)

0
0
0

Mostre ainda que estas sdo as equacdes de Euler-Lagrange para o Lagrangeano
1 .
L= 3 <d2 +b? + 0'2) — 2a%b% — 2022 — 26%a2.

Qual seria o0 andlogo destas solugcbes para as equagdes de Maxwell?

Exercicio 5.5 O monopolo de Dirac corresponde ao campo electromagnético F' dado por

gx

E-=0 - _9x
’ Ar|x|3

(onde g € a carga magnética do monopolo). Na versdo quintica, —iqF €é a matriz de curvatura
de uma conexdo num fibrado de linha complexo L sobre R? x S?, onde q é a carga da particula
quantica. Mostre que a primeira classe de Chern deste fibrado é

er(L) = [l

onde [11] € o gerador candnico de H?(R? x §?) = H?(S?). Sabendo que ¢ (L) é necessariamente
um mudltiplo inteiro de [p], conclua que

qg =2mn (n € Z).

Por outras palavras, a existéncia de um monopolo magnético de carga g # 0 implica que a carga
de qualquer particula carregada deve ser um miiltiplo inteiro de 2?” (condicao de quantizacdo
da carga eléctrica de Dirac).

Exercicio 5.6 O monopolo de Wu-Yang € o campo de Yang-Mills com grupo de estrutura
SU(2) determinado por

X X dx.

~ 2[x[2
Mostre que o campo de Yang-Mills é

X

1 x
F = de X dx—l—w X dx(x - dx) — 4\x\4dx.(x x dx),

o seu dual é
X

Tt

e verifique que se trata de uma solucio das equacdes de Yang-Mills.

“F dt A (x - dx),



Exercicio 5.7 Em Teoria Quéntica de Campo surgem situacbes em que € necessario resolver as
equacdes de Yang-Mills com grupo de estrutura SU(2) relativas 3 métrica Euclidiana em R?,

g=dt@dt+dr®dr+dy @ dy+ dz @ dz.

Neste caso, tem-se ™*R = R, e é possivel obter solucbes auto-duais, i.e., tais que *R = R
2. A identidade de Bianchi implica entdo que as equacdes Yang-Mills se verificam. Mostre que,
identificando R* com os quaternides H e su(2) com os quaterniées puramente vectoriais, a conexdo
determinada pela (transposta da) matriz

(z) xdZ — dzT
w(x) = 5~
2(1+[zf?)
possui curvatura auto-dual com matriz (transposta)
dz A\ dz
Q(z) = 337332
(14 Jzf*)
Este campo de Yang-Mills diz-se o instantdo fundamental.

Exercicio 5.8 A esfera S* pode ser dada por duas parametrizacées ¢1_1,¢2_1 :H — S* cuja
func3o de transicio é

-1 _
y=¢20¢; (w)zml
(as cartas locais correspondentes sdo, a menos de reordenamento das coordenadas, as projeccées
estereograficas a partir dos dois pdlos). Mostre que as formas locais
zdr — dzx ydy — dyy
WESH o € 2(1 + 1412)
2(1+ |z[*) 2(1+yl?)

o= () e 5 () ()

e portanto determinam uma conexdo num certo fibrado vectorial E sobre S* com grupo de estru-
tura SU(2). Calcule a segunda classe de Chern c2(E), e conclua que este fibrado ndo € trivial.

satisfazem

20 mesmo n3o é verdade para a métrica de Minkowski, j& que neste caso **R = —R.



