
Teorias de Gauge e Conex~oes em Fibrados Vectoriais

1 Relatividade e Electromagnetismo

A Teoria da Relatividade Especial identi�ca o espa�co-tempo com R4 (com coordenadas Cartesianas

(x0; x1; x2; x3) = (t; x; y; z), onde t representa o tempo) munido da m�etrica pseudo-Riemanniana

g = �dt
 dt+ dx
 dx+ dy 
 dy + dz 
 dz

(m�etrica de Minkowski). As hist�orias de part��culas materiais correspondem a curvas c : R! R4

com g( _c; _c) < 0. Reparametrizando a curva se necess�ario, podemos assumir que g( _c; _c) = �1,
caso em que o parâmetro � da curva se diz o tempo pr�oprio da part��cula.

O campo electromagn�etico �e uma 2-forma F 2 
2(R4). A equa�c~ao do movimento de uma

part��cula de massa m e carga q no campo electromagn�etico �e dada pela lei de Lorentz

m�c] = �q ( _c yF ) ;

onde ] designa a habitual correspondência entre vectores e covectores determinada por g, y

designa a opera�c~ao de contrac�c~ao e o parâmetro �e o tempo pr�oprio � . O campo electromagn�etico

�e suposto satisfazer as equa�c~oes de Maxwell, que no vazio se escrevem

dF = 0;

d�F = 0;

onde � �e o operador estrela de Hodge determinado por g. Este �e de�nido da seguinte forma: se

f�1; �2; �3; �4g �e um co-referencial ortonormado positivamente orientado ent~ao

��1 ^ : : : ^ �k = g(�1; �1) : : : g(�k; �k)�k+1 ^ : : : ^ �4:

Exerc��cio 1.1 Mostre que a lei de Lorentz implica que g( _c; _c) �e constante.

Exerc��cio 1.2 �E usual escrever (em unidades nas quais a permitividade el�ectrica do v�acuo �e dada

por "0 = 1)

F = E1dx ^ dt+ E2dy ^ dt+ E3dz ^ dt+B1dy ^ dz +B2dz ^ dx+B3dx ^ dy;

onde

E = (E1; E2; E3)

�e o campo el�ectrico e

B = (B1; B2; B3)

�e o campo magn�etico. Mostre que em termos destes campo a lei de Lorentz se escreve

m
d2x

d�2
= q

dt

d�
E+ q

dx

d�
�B;
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onde x = (x; y; z) �e o vector posi�c~ao da part��cula. Mostre ainda que as equa�c~oes de Maxwell

dF = 0 se escrevem

divB = 0;

rotE = �
@B

@t
;

enquanto que as equa�c~oes de Maxwell d�F = 0 se escrevem

divE = 0;

rotB =
@E

@t
:

Exerc��cio 1.3 Veri�que que os seguintes campos electromagn�eticos s~ao solu�c~oes das equa�c~oes de

Maxwell:

1. Campo criado por uma part��cula de carga q:

E =
qx

4�jxj3
; B = 0:

2. Campo criado por uma corrente el�ectrica de intensidade I ao longo do eixo dos zz:

E = 0; B =
I

2� (x2 + y2)
(�yi+ xj)

(representamos por i; j;k os versores dos eixos coordenados).

3. Onda plana propagando-se ao longo do eixo dos xx:

E = f(x� t) j; B = f(x� t)k

(com f : R! R uma fun�c~ao de classe C1 qualquer).

2 Electromagnetismo como uma Teoria de Gauge

O campo electromagn�etico pode ser visto como a curvatura de uma conex~ao r no �brado de

linha complexo trivial L = R4 � C, compat��vel com o produto interno Hermiteano can�onico nas

�bras. Efectivamente, matriz da forma de conex~ao numa base ortonormada s 2 �(L) dever�a ser

anti-Hermiteana,

! 1
1 = iA

com A 2 
1(R4), pelo que a matriz da forma de curvatura ser�a


 1
1 = d! 1

1 � ! 1
1 ^ ! 1

1 = d! 1
1 = idA = iF

com F 2 
2(R4). O facto de que F = dA garante que F satisfaz a primeira equa�c~ao de Maxwell;

esta �e, ali�as, equivalente �a identidade de Bianchi drR = 0, que neste caso se escreve

d
 1
1 +
 1

1 ^ ! 1
1 � ! 1

1 ^ 
 1
1 = 0 , d
 1

1 = 0 , dF = 0:
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Note que a lei de transforma�c~ao da matriz da forma de curvatura garante que F n~ao depende

da escolha de base ortonormada. Por outro lado, uma mudan�ca de base ortonormada (dita uma

transforma�c~ao de gauge) com matriz de mudan�ca de base ei� (onde � 2 C1(R4)) faz com que

a 1-forma A mude por adi�c~ao de d�:

!0 11 = e�i�! 1
1 e

i� + e�i�dei� = ! 1
1 + id�) A0 = A+ d�:

O operador estrela de Hodge pode, claro est�a, ser estendido �as formas diferenciais com valores

nas sec�c~oes de um �brado, mediante

�(! 
 s) = (�!)
 s:

Deste modo, as equa�c~oes de Maxwell d�F podem ser reescritas como

dr
�R = 0:

Para escrever a lei de Lorentz nesta linguagem necessitamos de introduzir o estado interno da

part��cula. Este �e dado por uma sec�c~ao  de L
L� ao longo da hist�oria c da part��cula, de modo

a que  (R) �e uma 2-forma ao longo de c. Se � 2 �(L�) �e o co-referencial dual de s, tem-se

 (t) = �(t)s
 �;

e portanto
D 

Dt
=

�
d�

dt
+ �! 1

1 ( _c)� �! 1
1 ( _c)

�
s
 � =

d�

dt
s
 �:

Deste modo, tomando �(0) = �iq e exigindo que o estado interno satisfa�ca

D 

D�
= 0

obtemos �(t) = �iq e consequentemente

 (R) = (�iq s
 �) (iF � 
 s) = qF:

Portanto a lei de Lorentz pode ser escrita na forma

m�c] = � _c y (R);

D 

D�
= 0

(equa�c~ao de Wong). A escolha do estado interno num dado instante equivale a �xar a carga da

part��cula.

Exerc��cio 2.1 A equa�c~ao de Maxwell dF = 0 implica que F = dA para alguma 1-forma A 2

1(R4) (dita um potencial vector). Mostre que se escrevermos A = ��dt+A1dx+A2dy+A3dz

se tem

B = rotA = 0;

E = � grad��
@A

@t
;

onde A = (A1; A2; A3).
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Exerc��cio 2.2 Mostre que uma trasforma�c~ao de gauge corresponde �a substitui�c~ao

�0 = ��
@�

@t
;

A0 = A+ grad�:

Veri�que que esta substitui�c~ao deixa os campos E e B invariantes.

Exerc��cio 2.3 Use o facto de que a equa�c~ao de onda com uma dada fonte � 2 C1(R4)

lap��
@2�

@t2
= �

possui sempre solu�c~ao para mostrar que �e sempre poss��vel encontrar um potencial vector satisfa-

zendo

divA+
@�

@t
= 0

(gauge de Lorentz). Mostre que para este potencial vector as equa�c~oes e Maxwell d�F = 0 se

reduzem �as equa�c~oes de onda

lap��
@2�

@t2
= 0;

lapA�
@2A

@t2
= 0:

3 Formalismo Hamiltoniano

Recorde que um Lagrangeano �e uma fun�c~ao L : TR4 ! R. As curvas de Euler-Lagrange

associadas a um Lagrangeano L s~ao as solu�c~oes do sistema de EDOs

d

d�

�
@L

@ _x�

�
�

@L

@x�
= 0:

Mostra-se facilmente que a lei de Lorentz pode ser obtida a partir do Lagrangeano

L =
m

2
g�� _x

� _x� + eA� _x� =
m

2
g( _c; _c) + eA( _c);

onde estamos a usar a conven�c~ao de Einstein de assumir a existência de uma soma sobre ��ndices

repetidos. A transforma�c~ao de Legendre �e o mor�smo de �brados TR4 ! T �R4 que associa

ao vector tangente _c o covector momento p de�nido pelas suas coordenadas

p� =
@L

@ _x�
= mg�� _x

� + eA�;

ou seja,

p = m _c] + eA:

O Hamiltoniano �e a fun�c~ao H : T �R4 ! R dada por

H = p( _c)� L:

No caso presente, facilmente se obt�em que

H =
1

2m
g(p� qA; p� qA):
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Exerc��cio 3.1 Mostre que a lei de Lorentz pode ser obtida do Lagrangeano

L =
m

2
g( _c; _c) + eA( _c):

Exerc��cio 3.2 Mostre que uma transforma�c~ao de gauge altera o Lagrangeano para

L0 = L+ d�( _c):

Mostre que L e L0 determinam as mesmas equa�c~oes do movimento.

Exerc��cio 3.3 Mostre que o Hamiltoniano correspondente ao Lagrangeano acima �e

H = p( _c)� L =
1

2m
g(p� qA; p� qA):

Exerc��cio 3.4 Mostre que as equa�c~oes de Euler-Lagrange s~ao equivalentes �as equa�c~oes de Ha-

milton (
_x� = @H

@p�

_p� = � @H
@x�

;

Note que estas equa�c~oes de�nem um 
uxo em T �R4.

4 Rela�c~oes com Mecânica Quântica

Em Mecânica Quântica as part��culas s~ao descritas a partir de fun�c~oes de onda, que satisfazem

certas equa�c~oes diferenciais parciais lineares. Estas equa�c~oes, no caso da part��cula livre, s~ao

obtidas escrevendo a rela�c~ao entre a energia e o momento da part��cula em quest~ao e fazendo a

substitui�c~ao

p� = �i@�;

onde p = m _c = (E; p1; p2; p3) �e o vector energia-momento da part��cula (usamos unidades nas

quais a constante de Planck satisfaz ~ = 1). Assim, a rela�c~ao cl�assica

E =
p2

2m

fornece a equa�c~ao de Schr�odinger

i
@ 

@t
= �

1

2m
lap ;

e a rela�c~ao relativista

E2 = p2 +m2

fornece a equa�c~ao de Klein-Gordon

@2 

@t2
= lap �m2 = 0;

que pode tamb�em ser escrita como

g��@�@� �m2 = 0 , �d �d �m2 = 0:
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Em ambos os casos, a fun�c~ao  �e uma fun�c~ao com valores em C, podendo portanto ser vista

como uma sec�c~ao do �brado L. A estrutura Hermitiana em L permite ent~ao calcular j j2, que
�e interpretado como a densidade de probabilidade de num dado instante encontrar a part��cula

numa dada posi�c~ao. Por outro lado, a introdu�c~ao do campo electromagn�etico, que no formalismo

Hamiltoniano corresponde a substituir p por p� qA, �e feita em Mecânica Quântica, por analogia,

substituindo @� por @� � iqA�. Introduzindo em L a conex~ao r compat��vel com a m�etrica

Hermitiana cuja forma de conex~ao �e

! 1
1 = �iqA

podemos ent~ao escrever a equa�c~ao de Klein-Gordon para uma part��cula de massa m e carga q

como

g��r�r� �m2 = 0 , �dr
�dr �m2 = 0:

Esta equa�c~ao substitui simultaneamente a lei de Lorentz e a equa�c~ao de evolu�c~ao do estado

interno. Apesar de no caso quântico a carga el�ectrica estar codi�cada na conex~ao, as equa�c~oes

de Maxwell escrevem-se da mesma forma drR = dr
�R = 0.

Exerc��cio 4.1 Mostre que �d �d = g��@�@� .

Exerc��cio 4.2 Escreva a equa�c~ao de Schr�odinger para uma part��cula de massa m e carga q no

campo electromagn�etico.

5 Teorias de Gauge Gerais

Podemos formular uma teoria de gauge geral considerando agora uma conex~ao r no �brado

vectorial complexo de rank r trivial E = R4 � Cr, compat��vel com o produto interno Hermi-

teano can�onico nas �bras. Portanto a matriz da forma de conex~ao numa base ortonormada

fs1; : : : ; srg 2 �(E) dever�a ser anti-Hermiteana, ! 2 u(r). Nas teorias que encontram aplica�c~ao

na f��sica de part��culas, exige-se ainda que esta conex~ao seja compat��vel com a orienta�c~ao can�onica

e1 ^ : : : ^ er, i.e., ! 2 su(r) 1.

A curvatura da conex~ao, que cont�em os campos de gauge, �e suposta satisfazer, al�em da

identidade de Bianchi drR = 0, a equa�c~ao de Yang-Mills dr
�R = 0. O an�alogo da lei de

Lorentz �e a equa�c~ao de Wong, que se escreve

m�c] = � _c y (R);

D 

D�
= 0;

onde  �e uma sec�c~ao de E
E� ao longo da hist�oria c da part��cula, dita o seu estado interno, e

desempenha o papel da carga. Quanticamente, a equa�c~ao de Wong �e substituida por uma equa�c~ao

de onda, por exemplo a equa�c~ao de Klein-Gordon

�d �d �m2 = 0;

1Especi�camente, o grupo de estrutura �e SU(2) para a for�ca nuclear fraca e SU(3) para a for�ca nuclear forte.

A for�ca fraca age sobre electr~oes, neutrinos e quarks, e �e respons�avel por certos processos radioactivos, como por

exemplo o decaimento do neutr~ao; a for�ca forte age apenas sobre quarks, e �e respons�avel pelo agrupamento destes

em prot~oes e neutr~oes, e pelo agrupamento destes �ultimos em n�ucleos est�aveis. De notar que estas teorias descrevem

processos que ocorrem a escalas muito pequenas, pelo que a equa�c~ao de Wong, que descreve o limite cl�assico destas

teorias, n~ao tem qualquer utilidade neste contexto; a pr�opria equa�c~ao de Klein-Gordon n~ao �e utilizada directamente,

mas sim a sua vers~ao segundo-quantizada, de acordo com a Teoria Quântica de Campos.
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onde a fun�c~ao de onda  �e uma sec�c~ao de E.

Por exemplo, para r = 2 (que foi o caso incialmente estudado por Yang e Mills), e usando a

habitual identi�ca�c~ao de su(2) com os quaterni~oes puramente vectoriais, temos

! = A1i+A2j+A3k = A

com A1; A2; A3 2 
1(R4), donde


 = d! � ! ^ ! = dA�A �A�A�A = dA�A�A = F

(onde as opera�c~oes entre vectores de formas se devem efectuar usando o produto exterior entre

as componentes, pelo que A �A = A1 ^A1 +A2 ^A2 +A3 ^A3 = 0). Esta equa�c~ao implica a

identidade de Bianchi, que nesta nota�c~ao se escreve

dF�A � F�A� F+ F �A+ F�A = 0, dF+ 2F�A = 0:

A equa�c~ao de Yang-Mills escreve-se

d�F+ 2�F�A = 0:

Usando o produto interno Hermiteano can�onico h�; �i para identi�car E com E�, podemos pen-

sar no estado interno da part��cula como uma sec�c~ao de E� 
 E, que a equa�c~ao de Wong e a

compatibilidade de r com h�; �i implicam ser transportada paralelamente ao longo de c:

d 

d�
= 2A( _c)� :

A equa�c~ao do movimento ser�a ent~ao

m�c] = � _c y ( � F) :

Exerc��cio 5.1 Escreva a equa�c~ao de Klein-Gordon para uma part��cula num campo de Yang-Mills

com grupo de estrutura SU(2).

Exerc��cio 5.2 Mostre que dado um quaterni~ao vectorial v 6= 0 qualquer,

A = Av

determina uma solu�c~ao das equa�c~oes de Yang-Mills com grupo de estrutura SU(2) sse A 2 
1(R4)
determina uma solu�c~ao das equa�c~oes de Maxwell (portanto a teoria de Yang-Mills com grupo de

estrutura SU(2) cont�em todas as solu�c~oes das equa�c~oes de Maxwell como casos particulares).

Veri�que que neste caso a equa�c~ao de Wong se reduz �a lei de Lorentz.

Exerc��cio 5.3 Suponha que A determina uma solu�c~ao das equa�c~oes de Yang-Mills com grupo de

estrutura SU(2). O que pode dizer acerca de �A? E acerca de �A (com � 2 R)?

Exerc��cio 5.4 Mostre que

A = a(t)dxi+ b(t)dyj+ c(t)dzk
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determina uma solu�c~ao das equa�c~oes de Yang-Mills com grupo de estrutura SU(2) sse as fun�c~oes

a; b; c : R! R satisfazem o sistema de EDOs n~ao lineares8><
>:
�a+ 4a(b2 + c2) = 0
�b+ 4b(a2 + c2) = 0

�c+ 4c(a2 + b2) = 0

:

Mostre ainda que estas s~ao as equa�c~oes de Euler-Lagrange para o Lagrangeano

L =
1

2

�
_a2 + _b2 + _c2

�
� 2a2b2 � 2b2c2 � 2c2a2:

Qual seria o an�alogo destas solu�c~oes para as equa�c~oes de Maxwell?

Exerc��cio 5.5 O monopolo de Dirac corresponde ao campo electromagn�etico F dado por

E = 0; B =
gx

4�jxj3

(onde g �e a carga magn�etica do monopolo). Na vers~ao quântica, �iqF �e a matriz de curvatura

de uma conex~ao num �brado de linha complexo L sobre R2 � S2, onde q �e a carga da part��cula

quântica. Mostre que a primeira classe de Chern deste �brado �e

c1(L) = �
qg

2�
[�];

onde [�] �e o gerador can�onico de H2(R2 � S2) �= H2(S2). Sabendo que c1(L) �e necessariamente

um m�ultiplo inteiro de [�], conclua que

qg = 2�n (n 2 Z):

Por outras palavras, a existência de um monopolo magn�etico de carga g 6= 0 implica que a carga

de qualquer part��cula carregada deve ser um m�ultiplo inteiro de 2�
g

(condi�c~ao de quantiza�c~ao

da carga el�ectrica de Dirac).

Exerc��cio 5.6 O monopolo de Wu-Yang �e o campo de Yang-Mills com grupo de estrutura

SU(2) determinado por

A =
1

2jxj2
x� dx:

Mostre que o campo de Yang-Mills �e

F =
1

2jxj2
dx� dx+

x

jxj4
� dx(x � dx)�

x

4jxj4
dx � (x� dx);

o seu dual �e
�F =

x

2jxj4
dt ^ (x � dx);

e veri�que que se trata de uma solu�c~ao das equa�c~oes de Yang-Mills.
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Exerc��cio 5.7 Em Teoria Quântica de Campo surgem situa�c~oes em que �e necess�ario resolver as

equa�c~oes de Yang-Mills com grupo de estrutura SU(2) relativas �a m�etrica Euclidiana em R4,

g = dt
 dt+ dx
 dx+ dy 
 dy + dz 
 dz:

Neste caso, tem-se ��R = R, e �e poss��vel obter solu�c~oes auto-duais, i.e., tais que �R = R
2. A identidade de Bianchi implica ent~ao que as equa�c~oes Yang-Mills se veri�cam. Mostre que,

identi�cando R4 com os quaterni~oes H e su(2) com os quaterni~oes puramente vectoriais, a conex~ao

determinada pela (transposta da) matriz

!(x) =
xd�x� dx�x

2 (1 + jxj2)

possui curvatura auto-dual com matriz (transposta)


(x) =
dx ^ d�x

(1 + jxj2)2
:

Este campo de Yang-Mills diz-se o instant~ao fundamental.

Exerc��cio 5.8 A esfera S4 pode ser dada por duas parametriza�c~oes ��1
1
; ��1

2
: H ! S4 cuja

fun�c~ao de transi�c~ao �e

y = �2 � �
�1
1

(x) = x�1

(as cartas locais correspondentes s~ao, a menos de reordenamento das coordenadas, as projec�c~oes

estereogr�a�cas a partir dos dois p�olos). Mostre que as formas locais

! =
xd�x� dx�x

2 (1 + jxj2)
e � =

yd�y � dy�y

2 (1 + jyj2)

satisfazem

� =

�
x

jxj

��1
!

x

jxj
+

�
x

jxj

��1
d

�
x

jxj

�

e portanto determinam uma conex~ao num certo �brado vectorial E sobre S4 com grupo de estru-

tura SU(2). Calcule a segunda classe de Chern c2(E), e conclua que este �brado n~ao �e trivial.

2O mesmo n~ao �e verdade para a m�etrica de Minkowski, j�a que neste caso ��

R = �R.
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