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Resumo

Este trabalho é uma introducao a geometria das teorias de gauge cléssicas.

No capitulo 1, introduzo alguns conceitos preliminares de caracter geomé-
trico, necesséarios ao longo do texto. Este capitulo tem por base, de caracter
algébrico, o Apéndice.

Nos capitulos 2 e 3 apresento as defini¢coes de fibrado principal, conexao
e curvatura. Farei algumas observagoes que relacionam estes conceitos com
a Fisica.

No capitulo 4 introduzo a nocao de campo de matéria como caso parti-
cular de uma forma tensorial num fibrado principal e também a definicao de
derivada covariante.

Finalmente, no capitulo 5, apresento um formalismo geral para modelar
a interaccao de um campo de matéria com um campo de gauge. No final,
ilustro este formalismo com exemplos.



Convencoes

e Todas as variedades, aplicagoes entre variedades e campos tensoriais
sao de classe C'°.

e Se f: M — N é uma aplicacao entre duas variedades, denota-se por
fip: Ty(M) — Ty (N) a aplicacdo derivada no ponto p € M. A
aplicagao transposta (fi)*: T, (V) — T,/ (M) € definida por

(fap)* (W) (v) = w(fip(v)),
para w € T} (N), v € T,(M).

e Os campos tensoriais em variedades representam-se a bold. Usam-se
letras gregas o, 3, ¢, T, . .. para formas diferenciais e letras maitisculas
X, Y, Z W,...para campos vectoriais.

e A dlgebra dos campos vectoriais na variedade M denota-se por X(M).
e Usam-se letras caligrificas £, V, U, W, ... para espagos vectoriais.

e As formas em espagos vectoriais representam-se por letras gregas sem
bold o, B, ¢, .. ..

e O simbolo = indica notacao.

e Indices repetidos indicam soma (convengao de Einstein).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Representacao Adjunta

Seja G um grupo de Lie e g € G. Define-se a aplicagao conjugagao por g
como
Cy: G — G
ho= Cy(h) = (Ly o Rg-1)(h) = ghg™,

onde Ly e R, sao as translacgoes esquerda e direita por g, respectivamente.
Como C, é um difeomorfismo de G, a sua derivada em qualquer ponto ¢ um
isomorfismo linear. Em particular,

(Cylee: T.(G) — T.(G)
v = (Lyo Ry1)se(v)

é um automorfismo linear de 7.(G) e denota-se por Ad,. A aplicagdo

Ad: G — GL(T.(G))
g — Ad,

chama-se a representacao adjunta de G em T.(G) e satisfaz Ad,, =
Ad, o Ad), para todo o g,h € G.

Observacao 1. Se G ¢ um grupo de Lie matricial,

Ady(A) = gAg™" Vg e G, VA€ T.(G). (1.1)



1.2 Formas diferenciais com valores num es-
paco vectorial

1.2.1 Definicoes gerais

Seja X uma variedade de dimensao n e V um espago vectorial real de di-
mensdo m. Para k = 0,1,...,n denotamos por A*(X) o conjunto das
k-formas diferenciais em X. Note-se que A*(X) tem estrutura de C°°(X)-
maédulo e em particular é um espaco vectorial real de dimensao n!/(k!(n—k)!).

Define-se o espago das k-formas diferenciais em X com valores em
Y por

AR (X, V) = AF(X) @ V.

Se {T1,...T,,} é uma base de V, entdao qualquer a € A¥(X, V) escreve-se

de forma tnica como
a=a' ®T,

onde o' € A¥(X),i=1,...,m. A nocio de derivada exterior de k-formas
diferenciais em X estende-se naturalmente as k-formas diferenciais em X
com valores em V), ou seja

da = da' @ T,.

E facil ver que esta definicao nao depende da escolha de base para V.

Gostariamos também de estender o produto exterior de k-formas diferen-
ciais em X ao espaco A*(X,V). Para o conseguirmos teremos de introduzir
uma estrutura algébrica adicional no espaco vectorial V. Numa situagao
mais geral a construccao ¢ a seguinte: sejam U, )V, W espagos vectoriais reais
e p: U xV — W uma aplicacio bilinear. Se o € A*(X,U) e B € AY(X,V),
define-se o p-produto exterior a A, 3 € A*™(X, W) por

(@A B) X1y Xiyt) =
1 (o
= WZ(—U p((Xoys s Xowy), B(Xohir)s -+ Xo@n)), (1.2)
onde Xy,..., Xy € X(X) e a soma ¢é sobre as permutagoes 0 € Sy de
{1,....k+1}. Se a € A°%(X,U), 8 € A°(X, V) definimos a A, 3 = p (e, 3).

Usando a defini¢ao anterior, mostra-se facilmente a seguinte relacao entre
a derivada exterior e o p-produto exterior:

dlan,B)=da A, B+ (-1 an,B. (1.3)



Exemplo 1. Sejad =V = W = g uma dlgebra de Lie e consideremos a
aplicacao bilinear

pr- 8xg — @
(A,B) — pi(A,B)=1[A B

Seja {Ty,..., Ty} uma base de g com constantes de estrutura definidas por
T;,T;] = C’ijk. Usando a equacao (1.2) € fdcil ver que para o = o' @ T; €
AM(X,g) e B=p ®T; € N(X,g),

an, B=la,Bl=a'ANF [T,T)]=CLa’ NGB QT (1.4)
O p1-produto exterior goza de algumas propriedades que passamos a enunciar.
Proposigao 1. Se a € A*(X g), B € A(X,g) e p € A((X,g), entio
1. [o, B] = (=1)"*[B, o;
2. (=D)"[[ee, Bl, ¢l + (=1)"[[, a], B8] + (=1)*[[8, ¢}, o = 0.
Demonstragao. Bl pp. 36]. O

Exemplo 2. Sejald =V =W = g uma dlgebra de Lie de um grupo de Lie
matricial e consideremos a aplicacao bilinear

x g

g g
(4, B)

P2

H
H
Para o € A¥(X,g) e B € A(X,g) denotamos o py-produto exterior por

al,B=alp.

Existe uma relagao entre os produtos exteriores relativos a py e pa quando p;
¢ uma aplicacao bilinear de uma dlgebra de Lie de um grupo de Lie matricial.
Nesse caso p1(A,B) = AB — BA (comutador de matrizes) para A, B € g,
logo

« /\Pl ﬂ =« /\P2 ﬂ - (_1>kl/8 /\P2 «,

ou na nossa notacao,

[a,Bl=arB—(-1D"B A« (1.5)



1.2.2 Forma canonica de Cartan

Seja G um grupo de Lie n-dimensional e g a sua algebra de Lie, vista como
T.(G). A forma canénica de Cartan ¢ a 1-forma diferencial ® em G com
valores em g definida da seguinte maneira: para cada g € G,
O,: T,(G) — g
v o= Og(v) = (Ly-1)ug(v).

Teorema 1. Seja {T},...,T,} uma base de g, {T*,...T"} a respectiva base
dual em g* = T*(G) e {®',...O"} as tnicas 1-formas diferenciais em G
invariantes o esquerda geradas por {TV,...T"}, ie., ®' = T' para i =
1,...,n. Entdo, a forma candnica de Cartan © ¢ dada por

O=0'T+..+0"xT,.

Demonstragio. Seja (Tj), := (Ly)+T;. Para cada g € G e v = v/(T}), €

T,(G) temos

O 9 1),(0) = O}u)T;
= (L)L (TH()T;
= T'((Lg-1)+(0)T;
= T((Ly )yl Ly VT,
— T,
= Ui(Lg*)*g(Ti)g
= (Lg1)+g(v)
Oy (v).

O

Proposicao 2. A forma candnica de Cartan é invariante a esquerda, i.e.,
(Ly)*® = O para todo 0 g € G.

Demonstracao. E trivial pois @ = O ® T, e ® sdo 1-formas diferenciais
invariantes a esquerda em G. O

Proposicao 3. A forma candnica de Cartan satisfaz R;© = Adg-1 0O para
todo 0 g € G.



Demonstragao. Para v € Ty (G) temos

(RgO)n(v) = Ogn((Rg)sn(v))
= (Lgn)-1)xgh © (Bg)sn(v)
= (Ln-10 Lg-1)sgn © (Rg)un(v)
(L1 0 Lg=1 0 Ry)un(v)
(Lys © Ry)oe © (Lnor)on(0)
Ay (@4(0))

1.3 Orientabilidade

No apéndice define-se o conceito de orientabilidade em espacos vectoriais
e mostra-se que qualquer espago vectorial tem duas orientagoes possiveis.
Nesta sec¢ao iremos introduzir a nogao de orientabilidade em variedades.

Intuitivamente, a definicao mais natural de orientacao numa variedade X
consiste numa escolha de orientagoes para cada espago tangente T, (X) “vari-
ando suavemente com z” num sentido apropriado. De acordo com a definicao
abaixo nem sempre é possivel efectuar tal escolha e existem variedades que
nao admitem nenhuma orientacao.

Seja X uma variedade n-dimensional e U C X um conjunto aberto. Uma
orientacao em U ¢é uma funcao p que associa a cada x € U uma orientacao
i em T, (X) satisfazendo a seguinte condicao: para cada x¢ € U existe uma
vizinhanca W C U de zy e n campos vectoriais X 1,... X, em W tais que
{X14,-. - Xns} €y para todo o x € W. A variedade X diz-se orientével
se existe uma orientacao em X. Um variedade orientavel X diz-se orientada
se fixarmos uma determinada orientacao p em X.

Tal como no caso da orientabilidade em espacos vectoriais, existe uma
relacao entre o espaco das m-formas diferenciais em X e as possiveis ori-
entacoes de X (no caso da variedade ser orientével).

Teorema 2. Uma variedade n-dimensional X € orientdvel sse admite uma
n-forma diferencial ndo nula em todos os pontos x € X.

Demonstracao. [N2, pp. 241] O]



O teorema anterior garante que uma n-forma diferencial em X que nunca
se anule, determina uma tunica orientacao numa variedade orientavel X.
Porém, uma orientacao em X nao determina unicamente um elemento nao
nulo de A"(X). Esta questdo pode ser contornada se equiparmos X com
uma métrica pseudo-Riemanniana, em analogia com o que fizémos no con-
texto algébrico (ver apéndice).

Teorema 3. Seja X uma variedade de dimensdao n com orienta¢do i e
métrica pseudo-Riemanniana g. FEntdo existe uma unica forma diferencial
vol € A"(X) tal que para cada x € X e cada base ortonormada e orientada
{e1,...e,} de T,(X), vol,(e1,...e,) = 1.

Demonstracao. [N2, pp. 242] O]

A n-forma diferencial vol acima chama-se a forma de volume candnica
em X induzida por i e g.

1.4 O operador de Hodge

Uma orientagao p e uma métrica pseudo-Riemanniana g em X equipam cada
espago tangente T,,(X) com uma orientagao p, e um produto interno g,. Em
cada = € X estd definido um operador de Hodge (ver apéndice)

o ANTL(X)) — AR (T (X)),

para k = 0,...n. O operador de Hodge na variedade X ¢é definido ponto a
ponto, i.e.

(Be(vi, .y vnk) = (B) (v1, -+, Vi),
onde B € A*(X), v1,..., vy € To(X).
Observagao 2. Mostra-se que *: A*(X) — A"*(X) é um operador C*=(X)-
linear. Além disso, todas as construgoes algébricas com espacos vectoriais

introduzidas no apéndice estendem-se ao caso das formas diferenciais numa
variedade, efectuando as definicoes ponto a ponto.
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Capitulo 2

Fibrados Principais

2.1 Definicoes gerais

Definigao 1. Sejam X wuma variedade e G um grupo de Lie. Um fibrado
principal sobre X com grupo de estrutura G (ou simplesmente um
G-fibrado principal sobre X ) consiste em

e uma variedade P;
e uma aplicacao sobrejectiva m: P — X;

o uma acgdo direita de G em P, 0: Px G — P, o(p,g) =04p)=p-g
parap € P, g € G,

obedecendo as sequintes condicoes:
1. w(p-g) = 7(p) para todo o p € P e todo o g € G;

2. P ¢ localmente trivial, i.e., para cada x € X existe uma vizinhanca
V C X de x e um difeomorfismo W: 7= 1(V) =V x G da forma

onde ¥: 7 (V) — G satisfaz

Y(p-g) =v(p)g

para todo o p € (V') e todo 0 g € G.

11



As variedades P e X designam-se por espago total e base, respectiva-
mente, a aplicagdo m: P — X diz-se a projecgao e para cada z € X, 77 ()
chama-se a fibra sobre z. O grupo de estrutura GG designa-se normalmente
em Fisica por grupo de gauge.

O par (V, V) diz-se uma trivializagao local (terminologia da Matemé-
tica) ou uma gauge local (terminologia da Fisica). A escolha de uma gauge
local diferente é usualmente designada em Fisica por transformacao de
gauge local. Uma familia de trivializagoes locais {(V;,¥;)},es tal que
U ies V; = X chama-se uma cobertura trivializante de X.

Denotaremos um G-fibrado principal sobre X por G — P =5 X.

Observacao 3. A projeccao w: P — X € uma submersao, i.e., a aplica¢ao
Tip: Tp(P) = Trp)(X) € sobrejectiva para todo o p € P (ver [N1, pp. 207]).
Consequentemente, a fibra sobre w(p) € uma subvariedade de P de dimensdo
dim P — dim X. Como P ¢ localmente trivial, cada fibra € difeomorfa ao
grupo de estrutura G e portanto dim P — dim X = dim G.

Lema 1. Para cadap € P, a fibra sobre m(p) coincide com a drbita de p sob
a accao de G, i.e.

7)) ={p-glgeCGt=p-G.

Demonstragio. 7= (m(p)) D p- G é imediato pela condigao 1 na definigao
de fibrado principal. Para mostrarmos a inclusao no sentido contrario con-
sideremos p’ € 7 !(m(p)). Usando a condigdo 2, escolha-se uma trivia-
lizagao local (V,W¥) em x = 7(p) = w(p’). Como ¥(p),y(p') € G, existe
g € G tal que ¥(p)g = ¥(p'), logo ¥(p - g) = ¥(p') e portanto ¥(p - g) =
(m(p-9), ¥(p-9)) = (7(p), ¥ () = (x(p), ¥(p')) = ¥(p'). Como ¥ ¢ bijectiva,
temos p' = p-g. O

Exemplo 3. Sejam P = X xXG, 7: X xXG — X, n(x,9) =z eo((x,h),g) =
(x,h) - g = (z,hg). TomemosV = X na condigcao 2 e ¥ a aplica¢ao identi-
dade em 7 1(V) = 77 4X) = X x G. Entdo G — X x G 5 X chama-se o
G- fibrado principal trivial sobre X.

Seja G — P 5 X um G-fibrado principal sobre X. Fixemos uma cober-
tura trivializante {(V}, ¥;)};es de X e sejam 4,5 € J tais que V;(V; # 0. E
facil ver que para cada x € V;(V}, ¥i(p)(¥;(p))~" toma o mesmo valor em
todo o p € 7 *(z). De facto,

Vilp- ) (Wi(p-9)) " = vi(p)gg " (Wi(p)) ™" = wi(p)(¥;(p)) "
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Consequentemente, podemos definir, para i,j € J tais que V;(V; # 0, a
aplicagao
g5 ViV, — G
= gii() = i) (W (),

onde p € 7 1(z) é arbitrdrio. Estas funcoes chamam-se fungoes de transi-
¢ao da trivializacao local (V;, V) para a trivializacao local (V;, ;) e
satisfazem as seguintes propriedades:

* gi(z) = ¢
* gij(x)g;i(z) = €
* 9ij(@)g(7)gri(7) =€,
sempre que i,j,k € Jex € VOV, Vi # 0.

2.2 Trivializacoes locais versus seccoes locais

Definicao 2. Uma secc¢do local de G — P 5 X sobre um conjunto aberto
V C X é uma aplicagio s: V — 7= 4(V) tal que 7o s = idy.

Proposicao 4. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre trivializagoes
. ~ . ™
locais e secgoes locais de G — P — X.

Demonstragdo. Se s: V. — n1(V) é uma secgao local, definimos uma tri-
vializacao local ¥: 77 1(V) — V x G por ¥(s(z) - g) = (z,9). Recipro-
camente, dada uma trivializacao local (V,¥), definimos uma secc¢ao local
s:V — a7 1(V) por s(z) = U !(z,e). O

Proposigao 5. Se U;: 7 1(V;) = Vi x G, ¥;: 7 1(V;) — V; x G sao tri-
vializagoes locais de um G-fibrado principal sobre X com V;(\V; # 0 e
si: Vi = 71 (Vy), s;: V; — 7 1(V}) sao as secgoes associadas ds trivia-
lizagoes locais (V;, ;) e (V;,¥;) respectivamente, entdo

5i(@) = si(2) - gyl0), @ e Vi)V

Demonstragao. [N1]. O
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2.3 Subespacos verticais e campos vectoriais
fundamentais

Seja G — P 5 X um G-fibrado principal sobre X. Pela observacio 3,
cada 7~ !(z), x € X, é uma subvariedade de P difeomorfa a GG. Podemos
entdo definir o subespago vertical de T,(P) em p € 7 !(z) por V,(P) =
T,(m~(z)) C T,(P). Os elementos de V,(P) chamam-se vectores verticais
em p.

A accao o de G em P permite-nos identificar de uma forma natural cada
subespaco vertical V,(P) com a élgebra de Lie g de G da seguinte forma: a
cada A € g associamos um campo vectorial A% € X(P) tal que

AF = (0,).e(A) = - p-exp(t4) |uco, (2.1)

onde 0,: G — P éaaplicagdo o,(g) = p-g. A* chama-se o campo vectorial
fundamental em P induzido por A. E vélida a seguinte

Proposicao 6. A aplicacao A — Af ¢ um isomorfismo linear de g para
V,(P). Além disso temos

I [A,B¥ = [A*,B*), VA Beg,
2. (0g)«(A%) = (Ad,-1(A))*, Vg € G,VA € g.
Demonstragao. [N1, pp. 243-245] O
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Capitulo 3

Conexoes em Fibrados
Principais

3.1 Definicoes gerais

Seja G — P 5 X um G-fibrado principal sobre X.

Definicao 3. Uma conexdo em G — P = X ¢ uma 1-forma diferencial w
em P com valores em g tal que

I wA#)= A,  VAeg;
2. (0g)'w=Ad;10w, Vg € G.

Observacgao 4. Em Fisica, uma conexao w diz-se um potencial de gauge
em G— P 5 X.

Se escolhermos uma gauge local s: V — 7 1(V), A := s*'w € AY(V,g)
chama-se um potencial de gauge local (na gauge s). Se {(V},V;)}jes
é uma cobertura trivializante de X e s;: V; — 7 1(V;) é a secgao local
associada a trivializagao (Vj, ¥;), a familia {A; = siw}jcs de potenciais de
gauge locais satisfaz

Aj :Adgi_jl 0.441-4—9;39 (3.1)

para todo 0 4,5 € J com V;(\V; # 0, onde g;;: V;(V; — G é a correspon-
dente fungao de transi¢ao e © ¢é a forma canoénica de Cartan em G (ver [N1,
pp. 260]).
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Observagao 5. Se G € um grupo de Lie matricial, g;;© = gigldgij, onde
dg;j € a deriwada exterior de cada componente da matriz g;; € G.

Reciprocamente, dada uma cobertura trivializante {(V, V;)}jes de X e
uma familia {A;},c; de 1-formas em V; com valores em g satisfazendo (3.1)
sempre que V;(V; # 0, existe uma tnica conexdo w em G — P 5 X tal
que A; = siw para cada j € J ([N1, pp. 292]).

Estabelecemos entao uma correspondéncia biunivoca entre conexoes num
fibrado principal e familias de potenciais de gauge locais.

Dada uma conexao w em G — P = X podemos definir para cada p € P
o subespago horizontal de 7,(P) por

Hy(P) = {v e T,(p) | wp(v) = O}.
Proposicao 7. As sequintes propriedades sao vdlidas:
1. T,(P) =H,(P) & V,(P), Vp e P;
2. (04)p(Hp(P)) = H,.4(P), Vp e P,Vg € G;
3. Tup |v,p)= 0, Vp € P;

4. Tp |uypy: Hp(P) — Trp(X) € um isomorfismo linear para todo o
pEP.

Demonstragao. Mostremos primeiro que T,(P) = H,(P) & V,(P). Se v €
H,(P)(\V,(P), v = Af para algum A € g (ver proposicao 6), logo w,(v) =
0 = wy(A#) = A = v =0 e portanto H,(P) (| V,(P) = {0}. Resta mostrar
que dimH,(P) + dim V,(P) = dim7,(P). Como w,: T,(P) — g é uma
transformagao linear, dim ker(w,)+dim Im(w,) = dim 7,,(P). Mas ker(w,) =
H,(P) por definicao e wy, |v,p): Vp(P) — g é um isomorfismo, logo T,(P) =
H,(P) & V,(P).

Mostremos agora que (04)., Hy(P) = Hy 4 (P). Se v € H,(P), entao
Wp-g((0g)spv) = Adg-1(wp(v)) = 0, logo (o )*pH (P) C Hypy(P). Seja agora
u € Hyy (P). Como (04)p: Tp(P) Tp.y(P) é um isomorfismo linear,
existe v € T,(P) tal que (0,),v = u. Mas wp(V) = wp((0g-1)spgt) =
Ady(wp.4(uw)) =0, logo v € Hy(P) e portanto H,.,(P) C (04).p Hy(P).

A propriedade 3 segue de

d d
p-exp(tA) |imo= —

#
Tl Ay) =T gy dt

d
7(p-exp(tA)) |i=o= 7 7(p) |i=0= 0,
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logo 7.y |v,(py= 0. Entao V,(P) C ker(m,,). Por outro lado, como a aplicagao
Tap: Tp(P) — Trpy(X) é sobrejectiva para todo o p € P, dim(kerm,,) +
dim X = dim P, logo dimkerm,, = dimG e portanto V,(P) = kerm,,.
Usando a propriedade 1 demonstrada acima é facil ver que 7, |u,p) é in-
jectiva e como dim X = dimH,(P) concluimos que é vélida a propriedade
4. U

Reciprocamente, dada uma distribuicao p — D, em P satisfazendo as
propriedades 1 e 2 da proposicao 7, existe uma tnica conexao w em G —
P 5 X tal que H,(P) = D, para cada p € P (ver [N1, pp. 294]).

Estabelecemos entao uma correspondéncia biunivoca entre conexoes num
fibrado principal e distribuigoes de subespacos horizontais em P.

3.2 Curvatura

Seja w uma conexdo em G — P 5 X.

Definigao 4. Se ¢ € A*(P,g), define-se o € A*(P,g) por
(X1, Xk) = o(XT, . X,

onde le, cee Xl,j sao as componentes horizontais dos campos vectoriais
X,..., X, e X(P).

Definicao 5. Se ¢ € A*(P, g), define-se a derivada covariante de ¢ por
o = (dp)" € AF(P,g).
Definicao 6. A curvatura da conexdo w é
Q¥ = d“w € A*(P,g).

Observagao 6. Em Fisica, a curvatura Q% de uma conerdo w diz-se um
s
campo de gauge em G — P — X.

Teorema 4 (Equagao de estrutura de Cartan). A 2-forma de curvatura
satisfaz a sequinte equacgao

1
Q¥ = dw + 5 [w, w]. (3.2)
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Para demonstrarmos este teorema necessitamos de alguns resultados au-
xiliares.

Lema 2. Se Y € X(X), existe um tnico Y € X(P) tal que w~(}~’) =0ce
Tup(Yp) = Y r(p) para todo o p € P. Necessariamente (04).Y =Y para todo

0g € G. O campo vectorial Y chama-se o levantamento horizontal de
Y.

Demonstracao. A existéncia e unicidade de Y seguem do facto da aplicagao
Tup [1,(P): Hp(P) — Trp)(P) ser um isomorfismo linear. Note-se ainda que

7[*p~g((ag)*pifp> = (m00g)pY), = mpY, = Yo e portanto (Ug)*pf/p =
Y,, O

Lema 3. Se AcgeY € X(X), entdo [A#,Y] = 0.

Demonstragdo. Pela equacio (2.1) é facil ver que o fluxo de A# em P é dado
POT Texp(ta). Entao

- d -
[A#a Y]p = % (Uexp(tA))*p~exp(tA) (Yp-exp(tA)) ‘t:O
d -
= 7 Y, |i=o0
= 07
onde se usou o facto de (0,), Y p =Y . O

Demonstragao do Teorema 4. Sejam Y, Z € X(P). Note-se que
1
Slw WY, 2) =
Temos de mostrar que
dw(YN, ZM) = dw(Y,Z) + [w(Y),w(Z)] (3.3)

para todo o Y, Z € X(P). Por linearidade, basta considerar trés casos:

1. Y, Z € H(P);

2.Y,Z e V(P),
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3. Y e V(P), Z € H(P),

onde H(P) e V(P) denotam os campos vectoriais horizontais e verticais em
P, respectivamente.
No caso 1 a equacdo (3.3) ¢ satisfeita pois w(Y) = w(Z) =0, Y =Y
e Z"=17Z.
No caso 2 podemos supor que Y = A% ¢ Z = B# para A, B € g. Entao
dw(Y,Z) = A*|w(B¥)] - B¥[w(A")] - w([A*, BF))
= —w(A, B)
= —[A, B]
= —[w(A*),w(B¥)
= —lw(Y),w(2)],
e portanto ambos os membros de (3.3) anulam-se.

No caso 3 podemos supor que Z = W, onde W ¢ o levantamento hori-
zontal de um campo vectorial W em X e Y = A% para A € g. Entao

dw(Y, Z) = A (w(W)) = W (w(A%)) — w([A*, W]) =0,

pois w(W) = 0, w(A#) = A € g e usdmos o lema 3 para garantir [A#, W] =
0. Portanto ambos os membros de (3.3) anulam-se. O

Teorema 5 (Identidade de Bianchi). Se w é uma conexdo com curvatura
Q% entao

d*Q“ =0 (3.4)
Demonstracao.
d“Q° = (d(dw + % [w, w])HH
1 H
= 3 ([dw, w] — [w, dw])
(

[dw, w)) € A*(P,g).

Entdo d“Q“(Y,Z, W) = [dw,w](Y", Z" W) para Y, Z, W ¢ X(P).
Como w anula qualquer campo vectorial horizontal, temos que d“Q* =
0. O

Teorema 6. Para todo o g € G,
(04)"2% = Ad,-1 0 Q. (3.5)
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Demonstracao. Pela equagao (1.4) é evidente que [, | é preservado pelo pull-
back, i.e., F*[p, ] = [F*p, F*]. Entao
* YW * 1
(Ug) Q2 = Ug(dw + 5[""7 LU])
= d(oy)'w + 5[0;(;.:, oWl
= dAdgfl ow + —[Adgfl ow, Adgfl o w]

| —

= Ady-10(dw + % [w, w])
= Adgfl o Q.

O

3.3 Expressoes locais e grupos de Lie matri-
ciais

Se s: V — 7 V) é uma gauge local, F := s*Q¢ € A*(V,g) chama-se o
campo de gauge local (na gauge s).

Se A = s*w ¢é o potencial de gauge local (na gauge s), entao a equagao
de estrutura de Cartan (3.2) (na gauge s) escreve-se

FodA+ % A Al (3.6)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que V' C X é uma vizinhanca
de coordenadas para uma carta (V,z',...,2") em X e entao

A = A.da®, (3.7)

F = % 0pdz® A da” (3.8)

onde .7:'@5 = aaAg — 55Aa + [Aa, A@] e Aomj:aﬁ € AO(V, g).
Mostra-se ainda que a lei de transformacao para os campos de gauge
locais sob uma transformacao de gauge local s; — s; = s; - g;; ¢ dada por

fi|—>.7:j :Adg_—_l Ofi. (39)
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Proposicao 8. Se G ¢ um grupo de Lie matricial, as leis de transformacao
para 0s potenciais de gauge locais e 0s campos de gauge locais $ao

A= Aj = g Aigij + g5 dgs; (3.10)
FimF; = g5 Figy. (3.11)

Demonstracao. Basta usar as equagoes (1.1), (3.1), (3.9) e a observacao 5.
U

Proposicao 9. Se G € um grupo de Lie matricial, a equacdo de estrutura
de Cartan € dada por
QY =dw+w A w. (3.12)

Além disso, se escolhermos uma gauge local s, a equagao (3.12) escreve-se
F=dA+ AN A (3.13)

Demonstracao. Basta usar a equacao (1.5). O
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Capitulo 4

Formas Tensoriais e Campos de
Matéria

4.1 Definicoes gerais

Seja G — P 5 X um G-fibrado principal sobre X e p: G — GL(V) uma
representagao de G no espago vectorial real V. Denotaremos p(g)v = g - v
para g € G, v € V.

Definicao 7. Uma k-forma diferencial ¢ em P com valores em V diz-se
pseudotensorial do tipo p se satisfaz

(o)’ p=9g" 9, VgeG.

Denotamos por Aﬁ(P, WV)PT o conjunto das k-formas diferenciais em P com
valores em V, pseudotensoriais do tipo p.

@ diz-se tensorial do tipo p se é pseudotensorial do tipo p e horizon-
tal, no sentido em que p(X1,...,Xx) =0 se algum X4,..., X € V(P).

Denotamos por A¥(P,V) (respectivamente A*(P,V)") o conjunto das k-
formas diferenciais em P com valores em V), tensoriais do tipo p (respectiva-
mente horizontais). Claramente A%(P,V) = A%(P, V)"T N A*(P, V).

Observacao 7. Note-se que as nocoes de forma pseudotensorial, tensorial
e horizontal ndo requerem a existéncia de uma conexdo no fibrado principal

G—>P5LX.
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Observagao 8. Se ¢ € A°(P,V), ¢ € automaticamente horizontal, logo as
nogoes de 0-forma pseudotensorial e tensorial coincidem. Em geral, para
uma k-forma, k > 1, isto ndo € verdade. Por exemplo, se w € A'(P,g)
¢ uma conexdo, w € pseudotensorial do tipo Ad mas nao € tensorial. A
curvatura de qualquer conexdao € tensorial do tipo Ad.

Definicdo 8. Um campo de matéria do tipo p em G — P 5 X é uma
aplicagio ¢ € A)(P,V).

Exemplo 4. SeV =g e p= Ad, ¢ diz-se um campo de Higgs. SeV = C,
¢ diz-se um campo escalar complexo. Se V = C?, ¢ diz-se uma funcdo
de onda com 2 componentes.

4.2 Derivada covariante de formas tensoriais

Lema 4. Se ¢ € AP, V)T, entio dp € AE(P, V).
Demonstragio. Por hipétese, @ satisfaz (0,)*p = g~ - ¢ para todo o g € G.

Como d comuta com o pullback e a accao de G em V é linear, temos

(09)"(dp) = d(ogp) =d(g™" - ) =g~ - dep.
O

O lema anterior garante, em particular, que a derivada exterior de uma
forma tensorial é pseudotensorial, mas nao é necessariamente horizontal (e
por isso pode nao ser tensorial).

Para obtermos um operador de derivacao D: AP, V) — As*Y(P,V), é
necessario introduzir uma conexao em G — P = X. Fixemos entdo uma
conexdao w em G — P 5 X. Antes de definirmos o operador D vamos
reformular as definigoes 4 e 5, introduzidas na seccao 3.2, para o caso de
k-formas diferenciais em P com valores em )V, pseudotensoriais do tipo p.

Definigao 9. Se ¢ € A5(P, V)T, define-se o™ € A*(P,V) por
QOH(Xla .. >Xk’) = (P(lela . '>X£I)>

onde X, ... X} sdo as componentes horizontais de X 1, ..., X}, € X(P).
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Note-se que ' é tensorial do tipo p pois é horizontal por definicio e
verifica

((0) @) (X1, Xi) = @ ((09)eX 1, (09)X3)
= 90(((09)*X1)Ha---7((09)*Xk)H)
= 80((09)*X11{7~‘7(‘79)*X113)

= (o) (X1, X))

= g (XL XY

= g1 pN(Xy, ..., Xy).

Teorema 7. Seja ¢ € AF(P,V)'". A derivada covariante de @ definida
por
d“p = (dp)"

¢ uma (k + 1)-forma tensorial do tipo p. Em particular
d*: A5(P,V) — AP V).

Demonstracao. d“e é claramente horizontal por definicao. Pelo lema 4 e pela
observagao anterior, d“¢ ¢é pseudotensorial do tipo p, logo d“¢ ¢é tensorial.
O

Gostariamos de ter uma férmula explicita para o operador de derivagao
covariante d* quando aplicado a elementos de A’;(P, V). Para o conseguirmos
vamos introduzir um novo produto exterior entre formas com valores em g e
formas com valores em V.

Consideremos a aplicagao bilinear

ps: gxVy — VY
(A, v) — p3(A,v) =L exp(tA) - v |0 -

Observagao 9. Se p = Ad,

d
pg(A, B) = E Adexp(tA)(B) |t=0: [A’ B]

para todo o A, B € g.
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Se a € A*(P,g) e p € A'(P,V), define-se o ps-produto exterior a A, ¢
por

(a /\PS (P)(Xh e 7-Xk+l) -
1 ag
= D (=1 ps (@(X oy, - s Xowy)s P( X arsn)s - Xoan)), (4.1)
onde X1,..., Xy € X(P) e a soma é sobre as permutagoes o € Sk, de
{1,...,k+1}. Denotamos a A,, ¢ por aAe.

Observagao 10. Se p = Ad, entio ahp = a A, @ = [a,¢], onde N,
representa o py-produto exterior do exemplo 1.

Teorema 8. Se ¢ € AX(P,V), entdio

d¥p = dp + wAep. (4.2)
Demonstragao. [Bl, pp. 44] a
Corolario 1. Se ¢ € Ak (P, g), entio

d“p = dp + [w, @] (4.3)

Observacao 11. O coroldrio anterior nao se aplica a conexdao w pois w Nao
¢ tensorial do tipo Ad. Contudo, podemos aplicar o coroldrio 1 a curvatura

Q¥ € A3, (P,g) e obter d*Q¥ = dQ¥ + [w,Q*] = 0, pela identidade de

Bianchi.

Observagao 12. Se ¢ € Ag(P, V) € um campo de matéria do tipo p, entao
d°¢ = dp + wA¢ € A})(P, V), (4.4)

ou mais explicitamente

(d¥9)(X) = dp(X) + w(X)o, VX € X(P). (4.5)
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Capitulo 5

Teorias de Gauge Classicas

Neste capitulo iremos utilizar as estruturas matematicas introduzidas nos
capitulos anteriores, para descrever, de uma forma geométrica, as teorias de
gauge cldssicas’.

Comecamos por introduzir um formalismo geral aplicavel a qualquer te-
oria de gauge.

5.1 Formalismo geral

Os ingredientes matematicos necessarios para descrever, ao nivel classico, a
interaccao de um campo de matéria com um campo de gauge sao:

1. Uma variedade orientavel X, com orientagao p e equipada com uma
métrica pseudo-Riemanniana g.

Observacao 13. Como exemplos temos o espaco Fuclideano R™, o
espaco de Minkowski RY3, as esferas S™, etc. As particulas “vivem”
em X.

2. Um espaco vectorial real V equipado com um produto interno h.

Observacao 14. O campo de matéria que descreve a particula (de
matéria) toma valores em V. A escolha de V depende da estrutura

IEstamos a usar o adjectivo “cldssico” no sentido “apés a primeira quantizacio”. Uma
teoria de gauge classica é uma teoria de campo cléssica, onde ha interacgao entre campos
de gauge (i.e. conexdes em fibrados principais) e campos de matéria. Os campos descrevem
fisicamente as particulas a eles associados.
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interna da particula em causa e por essa razao, V chama-se o espago
interno. Como exemplos tipicos temos C, C2, C* ou a dlgebra de Lie
de um grupo de Lie.

. Um grupo de Lie G e uma representagao p: G — GL(V), ortogonal
relativamente ao produto interno h em V), i.e.

h’(g "V, 9 w) = h(U,U)),
para todo o g € G e todo o v,w € V, onde g -v = p(g)v.

. Um G-fibrado principal sobre X, G — P 5 X, uma conexdo w em
G — P 5 X com curvatura 92“ e um campo de matéria do tipo p,
¢p:P—-V,emG—P5X.

Observagao 15. Em cada x € X, a fibra 7' (z) representa o conjunto
de todos os referenciais do espago interno V. No referencialp € m— (),
o estado interno da particula € dado por ¢(p). Se usdrmos outro re-
ferencial p- g € 7 Y(z), g € G, o estado interno da particula passa a
ser descrito por ¢(p-g) = g~ - &(p), pois ¢ € Ag(P, V). Uma gauge
local s: V. — 7= Y(V) representa uma escolha “suave” de referenciais
do espaco interno V num subconjunto aberto V- C X, relativamente a
qual € possivel medir os valores do campo de matéria ¢ em todos os
pontos x € V.

A curvatura Q% representa fisicamente o campo de gauge responsdvel
pela interaccao com a matéria, enquanto que a CONerao w € uma quan-
tidade sem significado fisico. Ambas estao ligadas pela equacao de es-
trutura de Cartan. Além disso, a curvatura Q¥ satisfaz um constran-
gimento adicional, dado pela identidade de Bianchi. FEsta identidade
tem um cardcter cinemdtico e estd associada a forma como se modela
um campo de gauge em termos geométricos. Veremos que, no caso do
Electromagnetismo (G = U(1), X = R"3), a identidade de Bianchi é
equivalente as equacgoes de Maxwell

B
VXE—l—aa—t:O, V.B=0.

Os 1unicos campos de matéria que interagem com o campo de gauge sao
0s campos correspondentes a particulas com carga. O campo de matéria
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associado a uma particula carregada com spin s € {0, %, 1, %,2, b
tem 2s + 1 componentes complexas. O caso mais simples corresponde
as =0 (eg. o mesio m na teoria do FElectromagnetismo), onde
¢: P — C. Estudaremos este caso em mais detalhe na sec¢ao 5.8. Para
s > 0 a situagao é mais delicada e € necessdrio introduzir outro fibrado
principal sobre X. Por exemplo, o campo de matéria que descreve o
electrao (s = 1/2) € definido num certo SL(2, C)-fibrado principal sobre
X designado por fibrado spinorial. Para descrevermos a interacgao
do campo spinorial associado ao electrao com o campo de gauge, temos
de “misturar”, num certo sentido, o fibrado G — P = X com o
fibrado spinorial. FEsta questao ndo serd abordada neste texto. Para

mais detalhes ver [Bl].

. Um funcional S[¢, w], a ac¢ao, que contém toda a informagao dinamica
da teoria e cujos pontos de estacionaridade descrevem as configuracoes
(¢, w) com significado fisico.

Observacao 16. A acc¢ao € um funcional da forma
S[é, w] = / £(6,w) vol, (5.1)
X

onde L(p,w) = La(w) + La(P) + L1(d,w) € C*(X) e vol € a forma
de voluma canonica em X induzida pela orientacao p e pela métrica
g (ver sec¢ao 1.8). A func¢ao Lg s depende de w e estd associada
ao campo de gauge livre. Analogamente, Ly; so depende de ¢ e estd
associada ao campo de matéria livre. O termo Ly descreve a interac¢ao
do campo de gauge com o campo de matéria e depende obviamente dos
dois campos.

A construcgao destas fungoes tem por base o principio de invarian-
cita de gauge, ou seja, a funcio L deve ser invariante sob trans-
formagaes de gauge (ver sec¢io 5.3).

O Calculo de Variagoes fornece condi¢oes necessdrias e suficientes (e-
quacgoes de Euler-Lagrange) para encontrdrmos os pontos de esta-
cionaridade de S. As equacgoes de Fuler-Lagrange sdo as equacoes do
movimento da teoria.
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5.2 'Transformacoes de gauge e espaco das co-
nexoes

Seja G — P 5 X um G-fibrado principal sobre X.

Definicao 10. Um automorfismo de G — P = X ¢é um difeomorfismo
f: P — P tal que f(p-g) = f(p)-g para todo o p € P e todo 0 g € G. Note-
se que f induz um difeomorfismo f: X — X dado por f(m(p)) = n(f(p)).
Uma transformacdo de gauge ¢ um automorfismo de G — P = X tal
que f =idy.

Denotamos por GA(P) o conjunto das transformagoes de gauge. GA(P)
tem estrutura natural de grupo.

Proposigao 10. Seja C(P,G)={r: P - G| 1(p-g) = g '7(p)g} o grupo
com composi¢ao (To7")(p) = 7(p)7'(p). Entao existe um isomorfismo natural
C(P,G) ~ GA(P).

Demonstragao. Para 7 € C(P,G), defina~se f: P — P por f(p) = p- 7(p).
Entao f(p-g) = (p-9)-7(p-9) = (p-9)- (97 '7(p)g9) = (p-7(p)) -9 = f(p)- g
e f(n(p)) =m(p-7(p)) =7(p), logo f =idx e portanto f € GA(P).

Reciprocamente, seja f € GA(P) e defina-se 7: P — G pela relagao
f(p) =p-7(p). Entao (p-g)-7(p-g) = flp-9)=fp)-9g=p -7(p)g =
7(p-9) =9 'm(p)g = 7 € C(P,G). , ,

Finalmente, se f, f € GA(P), temos (fo f)(p) = f(p-7(p)) = f(p) -
T(p)=p-7()T () =p- (To7)(p). O
Proposicao 11. Se f € GA(P) e w é uma conexdo em G — P = X, entdo
f*w também é uma conexdo em G — P 5 X.

Demonstracao. Seja A# o campo vectorial fundamental em P induzido por
A € g. Entao

(fw)p(Af) = wip(fpd])

d
= wf(p)(f* —p - exp(tA) |i=o)

Pdt
d
= W) (5 f(p - exp(tA)) li=o)
d
= wii)(5 [(p) - exp(tA) limo)
wf(P)(A?(p))

A.
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Além disso,
(0)(ffw) = (foo,)'w
= (040 f)'w
= fHoy)'w
= f"(Adj-10w)
= Adj10(f'w).
O

Proposicao 12. Se f € GA(P) e p: G — GL(V) € uma representagaio,
entao f*: AN(P,V) — AE(P,V) é um isomorfismo linear para todo o k =
0.1,... dim P.

Demonstragio. Seja ¢ € A¥(P,V). Pela proposicao 11, f,A# = A%, logo

(f*@)(A*,..) = p(f.A*,..) = p(A* ..) =0.
Além disso,
(0g) (f*e) = foy0) =f (g7 o) =g (fo),

e portanto f*¢ € A¥(P,V). Como f: P — P é um difeomorfismo, f* é um
isomorfismo linear. O

Seja C o conjunto das conexdes em G — P = X. Claramente C #
Ajq(P, g). Contudo, C estd relacionado com A} 4(P, g) através da seguinte

Proposicao 13. Se w € C, entao a aplicagao

A}%d(Pv g) — C
p — ptw
¢ uma bijeccao.

Demonstragio. Para A € g, (@ + w)(A%) = (A7) + w(A¥) = A. Além
disso, (04)* (¢ +w) = (04)" ¢+ (04)"(w) = Ady-10(p+w), logo ¢ +w € C.
Reciprocamente, se w' € C, w —w € A{4(P,g). O

Observagao 17. Sep € AL (P, g), a curvay: R — C, y(t) = w+tep verifica
3(0) = ¢, logo podemos pensar em AL (P, g) como o “espago tangente T,,(C)”
a “variedade” C em w.
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As proposigoes 11 e 12 dizem-nos que o grupo de transformacoes de gauge
GA(P) age em C e em A%(P,V). Vamos reescrever esta acgio em termos de

C(P,G) ~ GA(P).

Lema 5. Sejam f € GA(P), T € C((P,G), tais que f(p) =p-7(p), Vp € P.
Se X € T,(P), entao

Fep(X) = (026 sp(X) + (L)1) o) © Top (X)) - (5.2)

Demonstragao. Seja v: (—e,e) — P uma curva tal que v(0) = p, 4(0) = X.
Entao

FolX) = SO0 oo
d

= 290 711 oo
d d

= ap -7(7(%)) |e=0 +% Y(t) - 7(p) li=o0
d

= T ) o+ 7o (1(0) e

- %f(P) T(p) T (Y(1)) le=0 +(0r(p))sp(X)
= (Lry1)sre) © Tep(X)) ¥y + (0 )an( X))
0

Corolério 2. Sew € C, f € GA(P) e T € C(P,G) tais que f(p) =p-7(p),
Vp € P, entao

(f*w)p = (LT(p)_l)*p O Typ + AdT(p)—1 o Wy, (53)
Demonstragdo. Aplicando wy(,) a ambos os membros da equagao (5.2),

(Jfw)p(X) = wie)(fer(X))
(Lr(p)-1)sp © Tap(X) + (U:(p)w)p(X)
(Lr(p)=1)ep © Tep(X) 4 Adrp)-1 0wy (X).

O

Corolério 3. Se ¢ € AK(P,V), f € GA(P) e T € C(P,G) tais que f(p) =
p-7(p), Vp € P, entao
(f ) =7(0)"" @y (5.4)
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Demonstragao. Aplicando ¢, a ambos os membros da equagao (5.2),
(ff@)p(X, ) = @p) (fp(X), )
= (U:(p)so)p(Xa .
= 7(p) 7 (XL )

5.3 Lagrangeanos e invariancia de gauge

Seja G — P - X um G-fibrado principal sobre X e p: G — GL(V) uma
representacao de GG no espaco vectorial real V. Consideremos o conjunto

J(P,V)={(p,v,0,) |pe PuveV,0, T,(P)—V linear}
E fécil ver que J(P,V) tem estrutura natural de variedade.

Definicao 11. Um Lagrangeano é uma aplicagcio L: J(P,V) — R tal que

L(p-g.97" v.g™" 00 (04-1)spg) = L(p,v,0,)
para todo o g € G e todo o (p,v,8,) € J(P,V).

Teorema 9. Um Lagrangeano L: J(P,V) — R induz uma unica aplicagcdo
Ly: A)(P,V) — C=(X) dada por

Ly (9)(x) = L(p, ¢(p), dy),

onde ¢ € A)(P,V), z € X, p € n'(z). A fungio Ly(¢) chama-se o
Lagrangeano do campo de matéria ¢.

Demonstragao. Basta mostrar que L(p, ¢(p), d¢,) é independente da escolha
de p € 7 !(x). Como ¢poo, = g "¢ temos Gupy 0 (04)sp = g™+ Pup, OU

seja ddp.g = g7 - dép 0 (04-1)spg. Entdo L(p-g,¢(p- 9), dépg) = L(p- 9,97
d(p), g - dop 0 (04-1)up.g) = L(p, d(p), d¢,), onde se usou o facto de L ser
um Lagrangeano. 0

Definigao 12. Um Lagrangeano L: J(P,V) — R diz-se G-invariante se
satisfaz

L(p7g U, g - 0p) - L(p,U, ep)a
para todo o g € G e todo o (p,v,8,) € J(P,V).
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Teorema 10. Se L: J(P,V) — R é um Lagrangeano G-invariante, entdo
Ly (p) nao é necessariamente invariante de gauge.

Demonstracao. Sejam f € GA(P), 7 € C(P,G) tais que f(p) = p - 7(p),
Vp e Pe~: (—e,e) — P uma curva tal que v(0) = p, 7(0) = X. Entao

d(f*0)p(X) = d(r7" - ¢),(X)

= L) 6(1(0) o
= o) 60) o + 5 T) - O) Lo
= )™ oy (X) + 7 (3(1) 7 0) " (0) - 60 o

= T(p)_l ' d¢p(X) + (RT(p))*T(p)_1 o i*ﬂ'(p) © T*p(X) : ¢(p)7

onde i: G — G denota a operagao inversao no grupo G. Entao

Ly(f ) (x) = Lp, (f*o)(p), d(f*¢)p)
= L(p,7(p)~" - o(p), 7(p)~" - dopp +
+  (Re(p))swr(p)=1 © bur(p) © Top(-) - (f70) (D))

e o segundo termo na terceira entrada de L quebra a invariancia de gauge de
L. O

O teorema anterior mostra que nao é possivel implementar o principio de
invariancia de gauge quando s6 existe um campo de matéria. Este problema
pode ser resolvido se adicionarmos um campo de gauge, ou seja, introduzindo
uma conexao w em G — P 5 X.

Teorema 11. Se L: J(P,V) — R € um Lagrangeano G-invariante, entao a
aplicagao
Ly + Ly A)(P,V) x C— C¥(X)

definida por
(Lyr + L1)(¢, w)(x) = Lp, ¢(p), (d“¢)p), (5.5)

esta bem definida e € invariante de gauge.

Demonstra¢ao. Para mostrarmos que L, + L estd bem definida basta mos-
trar que L ¢ independente da escolha de p € 771(z). Mas (d“¢),.4 0 (04)sp =
(Ug)zp(dw¢)p~g =g (d“®)p, logo (d*¢),.q = gt (d“¢)p 0 (04-1)upg- Entdo
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L(p- 9,60 9),(d“)pg) = Llp- 9,97 - 8(p), 97" - (d8)p 0 (04-1)upg) =
L(p,¢(p), (d¥¢),), e portanto Ly + L estd bem definida. Note-se que sé
usamos o facto de L ser um Lagrangeano. Mostremos agora que Ly, + L é
invariante de gauge. Para f € GA(P),

(Lar + L) (f¢, ffw)(@) = Lip, (f*6)(p), (d"“f*¢)p)
= L(p,7(p)™" - 0(p), d(f*0)p + (ffWA[ D))
= L(p,7(p)~" - o(p), (f*dd)p + (f*(wAD))p)
L(p,m(p)~" - o(p), (f* d“’cb) )
= Lp,7(p)~" - o(p), 7(p) ™" - (d¥9),)
)

= L(p, é(p), (d*¢),)
= (Lm + Lr)(o,w)(z),

e portanto Ly + L é invariante de gauge. Note-se que usamos o facto de L
ser G-invariante. O

5.4 Principio da accao minima

A formulagao moderna de qualquer teoria de campo cldssica tem como ponto
de partida um funcional S, a accao, que depende dos campos cléssicos pre-
sentes na teoria. Em particular, uma teoria de gauge classica tem uma accao
da forma

Slp,w] = /Xﬁ(gb,w) vol, (5.6)

onde L(¢,w) = La(w) + L (o) + L1(¢,w) é o Lagrangeano total.

Na secgao anterior construimos a fungao (£ +L)(¢, w), correspondente
ao campo de matéria e a sua interaccao com o campo de gauge, impondo
invariancia sob transformagcoes de gauge. A invariancia de gauge no Lagran-
geano total £(¢,w) é entao assegurada sse o termo Lg(w), correspondente
ao campo de gauge livre, for também invariante de gauge. Para construir-
mos a fungdo Lg(w) teremos de introduzir algumas estruturas geométricas
adicionais no fibrado principal G < P > X (ver seccio 5.7).

Note-se que a equagao (5.6) ndo estd necessariamente bem definida pois
se X for uma variedade nao compacta, o integral pode divergir. De forma
a ultrapassar esta questao de caracter técnico, introduzimos o conceito de
accao sobre um conjunto aberto com fecho compacto.
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Seja V' C X um conjunto aberto tal que V é compacto. Define-se a accao
sobre V por

Sv|p,w] = /‘/E((/Zﬁ?w) vol € R.

Para ¢ € A)(P,V) (respectivamente T € Aj4(P,g)) define-se o suporte
projectado de o (respectivamente 7) como o fecho do conjunto {7 (p) €
X | o(p) # 0} (respectivamente {m(p) € X | T, # 0}).

Definigao 13. O par (¢,w) € estaciondrio relativamente a L se para
todos os conjuntos abertos V.C X com fecho compacto e o € Ag(P, V),
T € A\y(P,g) com suportes projectados contidos em V , temos

Kl / L(¢+to,w +tT) vol |;—p= 0. (5.7)
dt Jy,

Equivalentemente, dizemos que (¢, w) satisfaz o principio da ac¢do mi-
nima.

Nas secgOes seguintes mostraremos que o par (¢, w) satisfaz o principio
da acgao minima sse obedece a um conjunto de equagoes diferenciais em P
(equagoes de Euler-Lagrange).

5.5 Digressao geométrica

Seja V um espaco vectorial real com produto interno h, X uma variedade
n-dimensional orientavel, com orientacao u e equipada com uma métrica
pseudo-Riemanniana g, vol a forma de volume candénica em X induzida por
pegeG— PS5 X um G-fibrado principal sobre X.

O produto interno g, em T,(X) induz um produto interno g, no su-
bespago horizontal H,(P) C T,(P), p € n '(z), através do isomorfismo
linear 7y, |p,(p): Hy(P) — T5(X). Analogamente, induzimos uma forma de
volume vol, € A"(H,(P)) a partir da forma de volume vol, € A™(T,(X)).
Temos entao um operador de Hodge

o AF(HL(P)) — A"F(HL(P)), k=0,1,...,n,
definido por

a, A ;”ﬂp = g(ay, Bp) vol,
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para a, 3, € A*(H,(P)), ou equivalentemente *» o (m,,)* = (my,)* 0
Usando a definicao anterior, podemos introduzir um operador de Hodge
* na variedade P da seguinte forma: para ¢ € A’;(P, V) e p € P, define-se

(*¢), como a tnica extensao de **(¢, |u,(p)) a uma (n — k)-forma em T,(P)
com valores em V que se anula nos vectores verticais. Por outras palavras, *¢
¢ a tinica forma diferencial em A%7*(P, V) tal que (*@), |7 = "7 (@, lu,p))-

Proposigao 14. Se ¢ € AN(P,V) e s: V — 71 (V) € uma secgio local,
entdo s*(*p) = *s*(p).
Demonstragao. [Bl, pp. 56]. O

Usando os produtos internos g, em H, P) e h em V podemos definir um
produto interno (g,h) em AF(H,(P),V), k =0,1,...,n, tal como no apéndice
(ver equagao (A.13)) .

Teorema 12. A aplicacao
(gh): AL(P,V) x AB(P,V) — C™(X)
dada por

(gh)(ex, B)(x) = (g,h) (@ [m,(p): By lm,p), €T (), (5.8)
esta bem definida.
Demonstragao. [Bl, pp. 57]. O
Observacao 18. Note-se que existe também uma funcao
(gh): AF(X, V) x AF(X,V) — C®(X)

dada por
(gh)(a, B)(z) = (g.h) (e, B,), weX. (5.9)

Definicao 14. Se ¢ € A';(P, V), define-se a coderivada covariante de

@ por
w n(k+1)+s+1* jw * k—1
3 = (—1)MEFDETIE g s, e ARTL(PY), (5.10)

onde s € o indice da métrica g em X.
Observacao 19. Se X ¢ um espaco-tempo, entio n = 4 e s € impar, logo

5:.; :¥dw1‘
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Teorema 13. Sejam V C X um conjunto aberto com fecho compacto, o €
AN(P,V) com suporte projectado contido em 'V e 8 € Ai*'(P,V). Entio

/V (gh)(d“c, B) vol /V (gh)(c, 6“8) vol. (5.11)

Demonstragao. [Bl, pp. 58]. O

5.6 A corrente

Seja L: J(P,V) — R um Lagrangeano. Para (p,v,0,) € J(P,V) define-se
V3L(p,v,8,) € A(T,(P), V) pela equacio

d
(gph> (V3L(p, v, ep)a ﬁp) - % L(p, v, Op + tﬁp) ‘t:(), (512)

onde B, € AJ(T,(P),V). Se ¢ € A)(P,V) definimos OL/0(d*p) € A'(P,V)
por

9(d«¢)

Teorema 14. % € AJ(PV).

( oL ) — VL (p. 6(p). (d“6),). (5.13)

Demonstracao. <%> anula-se em V,(P) por definicio. Basta mostrar
p
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que 0L/0(d“¢) é pseudotensorial do tipo p. Se B € A;(P, V), entao

(g,) (9- (%) o (ag)*p,ﬂp> -

7611 -1, o -1
a(d%))p.g’g By oo )*p'g>

(
~ (g,,h) ((%)p.g’ﬂp'J

= (9p)(VsL(p-g.0(p-9),(d“P)pg): Byy)

d
= L 9.6(p-9):(d°0 +18)p) li=o

d
= - Lp-g.g - 6(0), g~ - (A0 +8), 0 (041 )epg) lico

= L. 6(0). (46 + 18),) o

= (o ((aﬁzf@),,’ﬂp) ’

onde se usaram os factos de (0,).,: H,(P) — H,,(P) ser uma isometria
relativamente a (g,h), p: G — GL(V) ser ortogonal relativamente a h e
portanto a (g,h) e L ser um Lagrangeano. O

Para (p,v,0,) € J(P,V) define-se VoL(p,v,0,) € V pela equagao
d
h(VsL(p,v,0,), w) = pr L(p,v+tw, 0,) |—o, (5.14)
onde w € V. Se ¢ € AY(P,V) definimos L/d¢ € A°(P,V) por
oL
— | =VaL(p, é(p), (d“)p). (5.15)
9 ),

oL
Teorema 15. 2 € A)(P,V).
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Demonstracao.

oL
((5),,v)-
= W(VaL(p-g,0(p-9), (d“P)pg),w)

d
= —L(p-g9,97" o(p) +tw, (d*¢)pg) li=o

dt
d

= Ll 9,97 (6(p) +tg-w), g7 - (d9B)) 0 (0g-1)upg) limo
d

= 5 L, o(p) +tg - w, (d¥9)y) li=o

(%),

O

Seja k: g x g — R um produto interno ortogonal relativamente a repre-
sentagao adjunta Ad: G — GL(g). Como caso particular do teorema 12
temos a aplicacao

(gr): ARa(P,g) x AR4(P,g) — C=(X). (5.16)

Definigdo 15. Se w € C, ¢ € A)(P,V), define-se a corrente J“(¢) €
AY(P, g)! pela equagao

(9, <( i) <TA¢>p) = (@) Opmy) (GI7)

onde T € Ajy(P, g).
Observagao 20. Pode mostrar-se que J*(¢) € Ayy(P,g) (ver [Bl, pp. 66])

Teorema 16. Seja {e1,...,e;} uma base de g e (k) a matriz inversa de
(kij) = (k(es, €5)). Entao

T(@),(X) = 1 (( s ) (X),e:° ¢<p>) G (518)

para X € T,(P).
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Demonstragao. Seja T, = Th @ er € Ajy(T,(P), g). Entéo

(g,%) </€” h ((%)p (X), € - cb(p)) ej’T];(X)ek)

oL Z.
- ((W) (X)e0- ¢(p)) r4(X)

oL
h ((W) (X),7(X) - ¢<p>>

(9,0 ((%) (x), <TA¢>p<X>)
(9,1 (T (0),(X), 7y(X)).

Teorema 17. A corrente J“(¢) associada ao par (¢,w) satisfaz

d
it

Ly + Li)(p,w +t7) |i=0= (gr)(J“(9), T),

para todo o T € A} 4(P, g).

Demonstragdo. Para p € 7 1(x) temos

d
dt

— (Ly + L) (¢, w +17) (1) |1=0=

d
77 L. 0(p), (4777 9),) [0

d

77 L0, 6(p), (d + WA + tTAB),) lio

(g,7)(VsL(p, 6(p), (d“¢),), (TAP)y)

(9,) ((%) , <TA¢>p>

(9,5) (T (D) Tp)
(gr)(J* (), T) ().

40

(5.19)



5.7 Equacoes do movimento

Antes de estabelecermos as equacoes do movimento, vamos introduzir o La-
grangeano L associado ao campo de gauge livre. A definigao ¢ a
seguinte:
Lg: C — C®(X)
w o Low) =1 (gr)(Q°,Q),

onde (gk) é a aplicagao (5.16) definida na secgao anterior. O Lagrangeano
total é entao a aplicagao

(5.20)

L:A)(PV)xC— C(X)

dada por )
L(6,w) = =5 (@R, 0%) + (Lo + LO)(G.w). (521)

Teorema 18. O par (¢,w) satisfaz o principio da ac¢ao minima sse sao
satisfeitas as equacaoes

L 0L 0L
5 R 0, (5.22)
50 = J¥(¢). (5.23)

Demonstracao. Seja V' C X um conjunto aberto com fecho compacto, o €
AS(P, V), T € A 4(P,g) com suportes projectados contidos em V e ©; =

Q“t7. Entao p
pm Q |imo=d7 + [w, 7] = d“T,
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e portanto

d
— | L(¢+to,w+tT) vol |—o=
dt Jy,

1d

= —5% (g/ﬁ)(ﬂt, Qt) vol ‘t:O

d
dt (EM + L) (¢ + to,w + t1) vol |,
d
_ / (99)(€2%.0°7) vol +-3. [ (L + £:)(0 + 10.) vol o
%
d
dt
d
= —/(g/ﬁ)(é“’ﬂ“’,ﬂ vol+—/(£M+£1)(qb+ta,w) vol |—g
v dt Jy

+ / (gr)(J*(6), 7) vol .

(EM + L;)(¢,w +tT) vol |—g

onde usamos os teoremas 13 e 17. Analisemos o segundo termo da equacao
acima. Para 7(p) = z,

d
7 (Lv +Lp)(p+to,w)(x) =
= & Lp.6) + o). (d°6 + 1d0),) o
= % L(p. ¢(p). (%6 + td7),) |s=o % L(p, ¢(p) + to(p), (d°),) li=o

~ (g,1) (( ier)) <d“¢>p> +h ((g—{;)p,a<p>) .

Substituindo no integral vem

/V(gh) (a(zf¢),dw0) vol+/3h @_Z’“) vol =

oL oL
= h| 6% —
/V ( aa=p) 95

ol.
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Temos entao

d
—/ L(¢+ to,w +t1) vol |;—o=
dt /.,

/Vh(5 a(dw¢)+%’“) v01+/v(g/-§)(J (¢) — 0“0 1) vol.

O

Uma consequéncia da equac¢ao do movimento (5.23) é a “equacao da con-
tinuidade generalizada”. Para mostramos este resultado necessitamos de
alguns lemas auxiliares.

Lema 6. Se ¢ € AN(P,V) ew €C, entio

d®(d“p) = Q“Aep.

Demonstracao.
d?(d“p) = d(de +wAp)+ wA(de + wAp)

= dwAp +wA(wAyp).

Usando as definigoes de A e [, ] é facil mostrar que
. . 1 .
wA(WAp) = 5 [w, w]Aep.
[

Lema 7. Se ¢, 7 € A5 (P, g), entio [7,7p] = —[p, 7).

Demonstragio. Seja ¢ = @' @ T;, 7 = 7 @ T}, onde {T;} é uma base de g.
Entao
[T.7¢] = T AT @[T}, T
= g(17,¢") vol @[T}, T}]
— (@', vol §[T, Ty
= _Qoi AT ® [TZ’ TJ]
= _[(P?IT]‘
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Lema 8. §“(6«“Q%) = 0.

Demonstracao.
6w(5w9w) — :]:;dw ??dw ?Qw
— :]:;dw (dw ?Qw)
= O’
onde usamos os dois lemas anteriores. O

Corolario 4 (Equagao da continuidade generalizada). Se §“Q* =
J“(9), entdao
0 (J*(¢)) = 0. (5.24)

5.8 Exemplos

Vimos que as equagoes do movimento para os campos (¢, w) numa teoria
de gauge sao dadas por

. 0L 0oL
o e = (5.25)
e = JY(e). (5.26)

O campo w obedece ainda a identidade de Bianchi
d“Q® =0, (5.27)
e a corrente J(¢) satisfaz a equagao da continuidade generalizada
0 J*(¢) = 0. (5.28)

Nesta secgao iremos escrever as equagoes (5.25), (5.26), (5.27) e (5.28)
em trés teorias de gauge particulares. Todos os exemplos serao formulados
no espago de Minkowski X = R" com métrica (1,,) = diag(l —1 —1 —1)
e coordenadas (z#) = (2, 2!, 2%, 23) = (t, 2,9, 2).
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5.8.1 Teoria de Yang-Mills sem matéria

Seja G um grupo de Lie ndo abeliano (e.g. SU(2)) e G — P 5 X um
G-fibrado principal sobre X.

A auséncia de matéria implica que L = J“(¢) = 0, logo as unicas
equacoes que restam sao

0“NY =0, £ 99

d“Q” = 0. (5:29)

Seja s: V. — 77 4(V) uma seccdo local de G — P 5 X. Usando a
proposicao 14 e a observacao 19, a equacao do movimento escreve-se

(6 =0 & s*(Fd°F Q%) =0
<:> *( *dw*Qw) — 0
o dF4[AF] = (5.30)

onde F = s*Q¥, A = s*w sdo as expressoes locais para a curvatura e a
conexao, respectivamente.
A identidade de Bianchi é dada por

s(d°Q¥)=0 & "(dF+[A F|) =
@dfﬂAﬂ: (5.31)

5.8.2 Electromagnetismo puro

Seja G = U(1) e G — P 5 X um G-fibrado principal sobre X. Tal como no
exemplo anterior, L = J*(¢) = 0, logo as unicas equagoes que restam sao as
equagoes (5.29). Localmente, como G ¢é abeliano, as equagoes (5.30) e (5.31)
escrevem-se

d*F =0,
IF —0 (5.32)
Como 1 )
F = 5.7:Mydl'u Ndx¥ = —iF = —%ijdﬂfu A dly7
temos
ELF‘“’ =0,
5.33
{ 6[uFam =0. ( )
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O contacto com o Electromagnetismo faz-se definindo o campo eléctrico
E = E'0; e o campo magnético B = B‘0; por

Fo = Ei?
Fy; = 5ijkBka
onde 1,7,k =1,2,3. Entao
0 —-E' —E? —E
E' 0 B* —-B?

(FHV) - E?2 _p3 0 B!
E3 B? -—pB! 0

OE
B-2_o
g =0 d V% ot (5.34)
V.E=0,
OB
VxE+ 2 —0
OuFay =04 " T =Y (5.35)
V.B=0.

5.8.3 Electromagnetismo com matéria de spin 0

Sejam G = U(1) = {e* | a € R} e G — P 5 X um G-fibrado principal
sobre X,V = C com produto interno h: C x C — R dado por

h(z,w) = %(z@—l—?w},
e p: U(1) — GL(C) a representacao de U(1) em C dada por p(e®)z =

e .z = €%z O campo de matéria de spin 0 é descrito por uma funcao
¢: P — C tensorial do tipo p. Para

J(P,C)=A{(p,2,0,) |pe P,z€C,0,: T,(P) — C linear}

constroi-se o Lagrangeano G-invariante

1 1 _
L(pv Z, ep) - §(nph)(0p? ep) - §m2,zz,
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onde 8, € A (T,(P),C). Aplicando (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) mostra-se
que

oL oL
= dw i —_— = —m2 i
=g~ o5 = "0
e portanto a equagao (5.25) escreve-se
§9(d“¢) — m?*¢ = 0. (5.36)

Seja u(1) = {iar | & € R} a élgebra de Lie de U(1), com base {i} e k: u(1) x
u(l) — R um produto interno Ad-invariante definido por (i) = 1. Entao
(kij) = (k) = 1 e usando o teorema 16 mostra-se que

logo a equacao (5.26) escreve-se
520 = h(d“ ¢, i¢)i. (5.38)

Seja 5: V. — 77 1(V) uma seccio local de G — P 5 X, ¢ = s%¢ €
AN(V.C) e

—iA = A=s'we A (V,u(l)),
—iF F =5"Q% € A*(V,u(1)),
—iJ = J=s5"J%0e) € A'(V,u(l))

Usando a proposicao 14 e a observacao 19 é fécil escrever a equagao (5.36)
como

‘d'dg — i*d*(Ag) +in(A,d¢) + (A, Ag) — m*¢ = 0.
Como *d*d = 0 = n*9,0, e *d*(A¢) = —n""0,(A,¢) temos
O — in™ 0,(Ag) — in™ A,0,0 — 1" A A,d +m¢ =0

ou ainda

(0, —iA,)(0" —iAM)$ +m2p = 0. (5.39)

Note-se que se A = 0 obtemos a equagao de Klein-Gordon

(O +m?)¢ =0. (5.40)
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Localmente, a corrente J“(¢) escreve-se
1 7 ! ! — /_,
T = 5@ — ¢dF) + AGT.
Como J = J,dx* = —iJ,dz", obtemos
/[; _, ! ! _, /_,
Ju= 20,6~ 60,8) + A
A equagao (5.38) escreve-se entao
o F* = J". (5.41)
Finalmente, a equacao da continuidade generalizada fica

S(0°T%(¢)) =0 & s'("d7T¥(¢)) =0

& AT =0
s T =0
& 0,J"=0. (5.42)
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Apeéendice A

Digressao algébrica

A.l Algebra multilinear

Sejam &,V espacos vectoriais reais de dimensao n e m respectivamente, £*
o espago dual de € e rk € ZI. Para r,k > 0 define-se o espago dos
(r, k)-tensores em £ com valores em V por

TI(EV)={t: & x...xE xEx...xE =V |t multilinear}.

r k

Para r = k = 0 definimos 7, = V. O conjunto 7;7(£,V) tem estrutura natu-
ral de espaco vectorial real com as operacoes usuais de soma e multiplicagao
por escalares.

Existem subespagos vectoriais de 7,/ (£, V) particularmente interessantes.
Por exemplo, 7, (£,V) designa o espago dos r-tensores contravariantes
em & com valores em V e 72(€,V) designa o espago dos k-tensores co-
variantes em £ com valores em V. 7,*(£,V) contém ainda um subespago
definido por

A&, V) = {t € T)(E,V) | t anti-simétrico},

a que chamamos o espaco das k-formas em £ com valores em V. Por
convencao, quando V = R denotamos A¥(E,R) por A¥(£), denominado o
espacgo das k-formas em €&.

Se a € AF(E) e f € AI(E) define-se o produto exterior a A 3 € AF(E)
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por

(@NB)(vr,. .., vp) =

1 (o
= mZ(—l) 04(%(1)7 . ">U0(k’))ﬁ(va(k+l)wHuva(k-i—l))a (A1)

onde vy, ..., vy € € e asoma é sobre as permutacoes o € Sy de {1,... k+
I}. Se a, 8 € A°(€) definimos o A 8 = af.

Seja {eq,...,e,} umabasede £ e {e',...,e"} a correspondente base dual.
Entdo, paracada k = 1,...,n, {e" A...Ae* |1 <4 <...<ip<n}éuma
base de AF(E). Além disso, qualquer a € A¥(E) pode escrever-se de forma
Unica como

1 .
E Qiy i€ AN = 7 Qi €A LN Er (A.2)
11 <...<l
onde oy, 4, = afe;,...,e;, ). Em particular,
n!
dimAF(E) = ———. A3
m ANE) = = (A.3)

O produto exterior de o € A*(€) e 3 € AY(E) satisfaz
aAB=(-D)"3Aa (A.4)
Ao espaco vectorial
A(E) =N E)p A (E)D... oA (&) (A.5)

equipado com o produto exterior A chama-se a algebra exterior de £*.

A.2 Orientabilidade de espacos vectoriais

Seja € um espago vectorial real de dimensao n. Se {ey,...,e,},{é1,...,én}
sao bases ordenadas de &, existe uma tinica matriz nao-singular (A%) tal que
éj = Ale;, j = 1,...,n. Como det(A}) # 0, podemos definir uma relagao
de equivaléncia no conjunto B de todas as bases ordenadas de £ da seguinte
forma:

{é1,... e} ~{e1, ... en} sse det(A}) >0
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E facil ver que existem apenas duas classes de equivaléncia em B. Cada uma
delas chama-se uma orientacao em €&.

Existe uma relagao entre as (duas) orientagoes possiveis de £ e o espago
A™(E) das n-formas em €&.

Teorema 19. Seja o um elemento nao nulo de A™(E). Entdo o conjunto

p={{er,....,en}t € B|ale,...,e,) >0}
¢ uma orientacao em &.

Demonstracao. Temos de mostrar que p é uma classe de equivaléncia da
relacdo ~. Sejam {ey,...,e,}, {é1,...,é,} bases ordenadas tais que é; =
Ale;, j=1,...,n. Entao

a(ér, ..., 6,) = a(Aey, ..., Aey) = det(A)) aler, ... en),

logo a(éq,...,é,) e aley,...,e,) tém sinal positivo sse det(A?) > 0, ou seja,
sse {é1,...,é,} e{e1,...,e,} pertencem a mesma classe de equivaléncia. O

O teorema anterior garante que um elemento nao nulo de A"(€) induz uma
unica orientagao em £. Porém, o reciproco é falso, pois uma orientacao p em
€ nao determina unicamente um elemento nao nulo de A"(£). Na verdade,
u divide os elementos nao nulos de A™(€) em dois subconjuntos disjuntos: os

elementos o € A"(€) tais que afey,...,e,) > 0 para toda a base ordenada
{e1,...,e,} € pu e os elementos a € A™(E) tais que aley,...,e,) < 0 para
toda a base ordenada {ey,...,e,} € u.

Esta questao pode ser contornada se equiparmos £ com um produto in-
terno, i.e., uma forma bilinear, simétrica e nao degenerada.
Suponhamos entao que £ tem uma orientagao p e um produto interno g.

Definigao 16. Uma base {ey,...,e,} de € diz-se ortonormada relativa-
mente a g se g(e;,e;) = £6;;.

Observacao 21. Se {e1,...,e,} e {é1,...,é,} sdo bases ortonormadas de
& relacionadas por é; = Ale;, j=1,...,n, entao det(A}) = £1 e portanto
aléy,...,é,) = Faley,...,e,) para qualquer o € A"(E).

Definicao 17. Uma base ordenada {ey,...,e,} de £ diz-se orientada re-
lativamente a p se {eq,...,e,} € p.
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Definigao 18. Uma base {ei,...,e,} de £ diz-se ortonormada e orien-
tada se {ey,...,e,} € uma base ordenada, orientada relativamente a | e
ortonormada relativamente a g.

Seja {e1,...,e,} uma base ortonormada e orientada de £. Existe um
tnico elemento nao nulo vol € A™(€) tal que vol(ey, ..., e,) = 1 (mais preci-
samente vol = e! A...Ae" onde {e',... e"} é a base dual de {ey,...,e,}).
Note-se que, se {é1,...,é,} é outra base ortonormada e orientada de &,
vol(éy,...,6,) = 1. Ou seja, vol transforma todas as bases ortonormadas
e orientadas de £ em 1. A n-forma vol chama-se a forma de volume
candnica em £ induzida por pu e g.

Observagao 22. Se {é,...,é,} é uma base orientada de € (nao necessari-
amente ortonormada) com base dual {é',... é"}, entdo
vol = +/|g|e" A ... né, (A.6)

onde § := det(g;;) e Gij == g(é;, ;).

A.3 O operador de Hodge

Seja £ um espaco vectorial real n-dimensional e £ um inteiro tal que 0 <
k < n. Pela equagao (A.3), dim AF(€) = dim A" *(€) e portanto A*(E) é
isomorfo a A" *(£). Em geral, este isomorfismo nio ¢ canénico. Contudo,
se equiparmos £ com uma orientacao e um produto interno, existe um iso-
morfismo canénico

L ARE) = AMTRE)

designado por operador de Hodge. Para construir este isomorfismo neces-
sitamos de introduzir um produto interno em A*(€) para cadak = 0,1,...,n.
Consideremos entao o espaco vectorial £ equipado com um produto in-
terno g*. Seja {e1,...,e,} uma base de £ (ndo necessariamente ortonormada)
com base dual {e',...,e"}. Seja ainda g;; = g(e;,€5), 4,5 =1,...,ne (¢g7) a
matriz inversa de (g;;). Para o, 8 € A*(€), k > 1, podemos escrever
1

o= —=a; e N...Ne*,

k!

Ipara introduzir um produto interno em A*(€) ndo necessitamos de qualquer orientacio
em £.
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1 , ,
6 = E ﬁil-”ikeZl /\ .. /\ 6Zk.

Definimos o produto interno g (denota-se pela mesma letra) em A*(E) por

— g g™y G B (A7)

g(a, ) = X

Observacgao 23. O produto interno g em A*(&) é independente da escolha
de base para €. Por convengao, se o, 3 € A°(€) =R, g(a, f) = af.

Teorema 20. Seja £ um espago vectorial real de dimensaon, com orientagdo
1 e produto interno g. Seja vol a forma de volume canonica induzida por p e
g e seja k um inteiro tal que 0 < k < n. Entdo, existe um unico isomorfismo
linear

“ ARE) = ATRE)

tal que

aN'B =g(a, ) vol (A.8)
para todo o o, 3 € A¥(E).
Demonstracao. [N2, pp. 224] O]

Observagao 24. Se 3 € A*(E), escrevemos ||B||*:= g(3,5). Para a = a
equagdo (A.8) escreve-se BN*3 =|| 3]|? vol. Note-se que || 3||* ndo é necessa-
riamente positivo pois o produto interno g em AF(E) ndo é necessariamente
definido positivo.

Terminamos esta parte com uma féormula explicita para o operador de
Hodge. Necessitamos de usar o simbolo de Levi-Civita

se J1,...Jn € uma permutacao par de 1...n
€jrjn =& —1 seji...J, ¢ uma permutacao fmpar de 1...n
0 caso contrario

Seja {ey,...,e,} uma base ortonormada e orientada de £ com base dual
{e!...e"}. Se {é1...,é,} é outra base orientada (nao necessariamente or-
tonormada) de £ com base dual {é',...,¢"}, entdo é; = Ale;, j =1,...,n,
para alguma matriz ndo singular (A%) e & = Ble’, j =1,...,n, onde (B}) éa
matriz inversa de (A%). Além disso, sejam gi; = g(es, €5), Gij = 9(éi,¢5), 4, § =

53



1. e (¢g"7), (") as matrizes inversas de (gi;), (gi;), respectivamente.
Para [3 E Ak (€) podemos escrever

1 : A O y
ﬁ = H/Bil...ikeh VANPIAN €Zk = Eﬁilmike“ AN elk'

Mostra-se que

* \/|§]| 0105 A7 ~d
B = T2 oy Sidiedn B A A, (A.9)

Onde 6Z12k _ gzlll . -giklkﬁll...lk'

Observacao 25. Relativamente a base ortonormada e orientada {ey,...e,}
temos que |g| =1 e portanto

8 = 1 S S A A (A0)

Teorema 21. Seja £ um espago vectorial real de dimensaon, com orientagdo
w e produto interno g com indice* s. Entdo, para todo o 3 € A*(€) e 0 <
k <n, temos

B = (=), (A.11)
Demonstragao. [N2, pp. 228] O

O operador de Hodge estende-se naturalmente ao espago A*(E,V) d
seguinte forma: se {T},...T,,} ¢ uma base de V, qualquer a € A*(E, )
escreve-se de forma tinica como

a=a'@T +...+a" T, ol € AR(E).

O operador *: A*(E,V) — A"*(£,V) é definido componente a componente,
ie.

="' T+ ...+ "R T, (A.12)
E facil ver que esta definicao nao depende da escolha de base para V.

Se V tem um produto interno h, podemos usar os produtos internos g em
& e g em A*(&) para definir um produto interno (gh) em cada A*(€,V). Para

20 fndice de um produto interno g é o nimero de sinais negativos da matriz (9i5), onde
gij = g(ei,ej) para {e1,...,en} qualquer base ortonormada. Usando a observacao 21 é
facil ver que o indice de g nao depende da escolha de base ortonormada.
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a, B € A*(E,V) escrevemos a = o' @ T}, 3 = (' ® T, relativamente & base
{T,...T,,} de V e denotamos h;; = h(1;,1;) para i,j = 1,...m. Define-se
o produto interno (gh) em A*(E,V) por

(gh) (e, B) = hij g(o’, 5). (A.13)

Observacao 26. Esta definicio nao depende da escolha de base para V.
Além disso, se o, 3 € A°(E,V) =V, entao (gh) = h. Se h € definido positivo
e {T1,...Tn} é uma base ortonormada relativamente a h, a equagao (A.13)
escreve-se

(gh)(a,B) = g(a',BY) + ... + g(a™, ™).

Em particular, denotando |a|* = (gh)(a, ) temos

o =lla [ +...+ [la™ ]
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