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Prefácio

Estas são notas da cadeira de Geometria Diferencial da Licenciatura em
Matemática Aplicada e Computação e do Mestrado em Matemática Apli-
cada do IST, leccionada por mim nos anos lectivos 2002/2003 e 2003/2004.
Este cadeira funciona no 4o ano da licenciatura, e pressupõe conhecimentos
básicos de álgebra, análise e topologia, para além de um curso introdutório
de geometria Riemanniana.

O meu objectivo, ao escrever estas notas, foi o de fornecer uma versão
escrita das aulas leccionadas. Isto possibilita aos alunos dedicarem mais
atenção às aulas, sem se preocuparem em escrever os seus apontamentos, e,
simultaneamente, fornece um guia para a matéria leccionada. Estas notas
não substituem a consulta da literatura recomendada. Pelo contrário, pre-
tendem ser um est́ımulo para os alunos consultarem as excelentes referências
que constituem a literatura recomendada. Como não podia deixar de ser,
estas notas seguem, frequentemente, as exposições de algumas dessas obras.

Cada uma das Lições que constituem estas notas corresponde, de facto,
a uma aula do curso (duração aproximada de 1h30m). No entanto, existem
lições que incluem mais material do que outras, o que reflecte os diferentes
ritmos impostos em cada aula. Os exerćıcios no final de cada Lição são parte
integrante do curso, e nunca é demais insistir que a Matemática se aprende
praticando. Estes exerćıcios contêm, frequentemente, resultados que foram
referidos (mas não demonstrados) nas aulas, e que são utilizados mais tarde.
O grau de dificuldade dos exerćıcios não é homogéneo.

Sendo esta a primeira versão das notas, elas contêm demasiados erros
e omissões. Alguns deles foram detectados pelos alunos que frequentaram
a cadeira, e que também fizeram cŕıticas ao texto. Estou particularmente
grato aos alunos Ana Rita Pires, Miguel Negrão, Miguel Olmos, Ricardo
Inglês e Ricardo Joel, bem como ao meu colega José Natário. O autor
agradece que lhe seja comunicado quaisquer erros, bem como sugestões para
melhorar estas notas.

Rui Loja Fernandes
rfern@math.ist.utl.pt
Departamento de Matemática, IST
Lisboa, 19 de Dezembro de 2003
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PARTE I. Fundamentos de Variedades Diferenciáveis

A noção de variedade diferenciável formaliza o conceito de um espaço que
localmente é como um espaço euclidiano, quer do ponto de vista topológico,
quer do ponto de vista da sua estrutura diferenciável. Esta noção é uma
abstracção das noções usuais de curva e superf́ıcie em Rn. A geometria
diferencial ocupa-se do estudo das variedades diferenciáveis. Veremos que,
por um lado, muitas das construções da análise infinitesimal (i.e., do cálculo)
podem ser extendidas do espaço euclidiano a qualquer variedade. Por outro
lado, a análise global em variedades requer técnicas e métodos novos, e
mesmo as questões mais elementares resultam muitas vezes em problemas
em aberto.

Nesta primeira série de lições pretendemos introduzir alguns conceitos el-
ementares, que estão na base da geometria diferencial, e que nos ajudarão a
ficar familiarizados com a noção de variedade. Os conceitos e ideias princi-
pais a reter são:

• Na Lição 1: espaço localmente euclidiano e variedade diferenciável
(os nossos objectos). Aplicação diferenciável (os nosso morfismos).
Partição da unidade (uma técnica de “colagem”).

• Na Lição 2: vector tangente, espaço tangente (os objectos infinitesi-
mais) e diferencial (os morfismos infinitesimais).

• Na Lição 3: classes importantes de aplicações diferenciáveis: imersões,
submersões e difeomorfismos locais. Subvariedades (os sub-objectos).

• Na Lição 4: variedades mergulhadas. O Teorema de Whitney, que
mostra que toda a variedade é mergulhada nalgum Rn.

• Na Lição 5: folheações (uma partição de uma variedade em subvar-
iedades), generalização muito útil da noção de variedade.

• Na Lição 6: quocientes de variedades.
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Lição 1. Variedades e Aplicações Diferenciáveis

Recordemos que Rd =
{
(x1, . . . , xd) : x1, . . . , xd ∈ R

}
designa o espaço

euclidiano de dimensão d. Vamos adoptar a convenção de designar também
por xi : Rd → R a função coordenada i. Um espaço localmente euclid-
iano de dimensão d é um espaço topológico M em que cada ponto p ∈ M
possui uma vizinhança U ⊂M homeomorfa a um aberto de Rd.

��

�

���

�

Ao homeomorfismo φ : U → Rd chamamos um sistema de coorde-
nadas ou carta, às funções φi = xi ◦ φ chamamos funções coordenadas,
e designamos o sistema de coordenadas abreviadamente por (U, φ). Muitas
vezes escrevemos xi em vez de φi, e denotamos o sistema de coordenadas
por (U, x1, . . . , xd). Um sistema de coordenadas (U, φ) diz-se centrado num
ponto p ∈M se φ(p) = 0.

Definição 1.1. Uma estrutura diferenciável de classe C k (1 ≤ k ≤ ∞)
num espaço localmente euclidiano M de dimensão d, é uma colecção de
sistemas de coordenadas C = {(Uα, φα) : α ∈ A} que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) {Uα : α ∈ A} é uma cobertura aberta de M , i.e.,
⋃
α∈A Uα = M ;

(ii) As funções de transição φα ◦ φ−1
β são de classe Ck para quaisquer

α, β ∈ A;
(iii) A colecção C é maximal: se (U, φ) é um sistema de coordenadas com

a propriedade de que φ ◦ φ−1
α e φα ◦ φ−1 são de classe Ck para todo o

α ∈ A, então (U, φ) ∈ C.

A um par (M, C) chamamos uma variedade diferenciável de dimensão d.

A uma colecção de sistemas de coordenadas que satisfaz (i) e (ii) chamamos
um atlas. Para todo o atlas C0 = {(Uα, φα) : α ∈ A}, existe um único at-
las maximal (i.e., uma estrutura diferenciável) C que o contém: basta tomar
para C a colecção de todos os sistemas de coordenadas (U, φ) tais que φ◦φ−1

α

e φα ◦ φ−1 são de classe Ck.
Podemos ainda considerar variedades anaĺıticas, em que as funções de

transição são anaĺıticas, ou variedades complexas, modeladas no espaço eu-
clidiano R2d ' Cd, em que as funções de transição são funções holomorfas.
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Nesta notas, vamos concentrar-nos no estudo de variedades diferenciáveis
de classe C∞, que chamaremos variedades regulares, variedades suaves, ou
simplesmente variedades. Vejamos alguns exemplos simples.

Exemplos 1.2.

1. A estrutura diferenciável standard do espaço euclidiano Rd é a colecção
de coordenadas maximal que contém o sistema de coordenadas (Rd, i), onde
i : Rd → Rd é a aplicação identidade.

2. A esfera d-dimensional é o conjunto

Sd = {x ∈ Rd+1 :

d+1∑

i=1

(xi)2 = 1}.

A esfera Sd ⊂ Rd, com a topologia relativa, é um espaço localmente euclidiano:
se N = (0, . . . , 0, 1) e S = (0, . . . , 0,−1) designam os pólos norte e sul, então
obtemos dois sistemas de coordenadas (Sd − {N} , πN ) e (Sd − {S} , πS), onde
πN e πS designam as projecções estereográficas por N e S.

���

��� �

�

����� ���

As funções de transição para estes sistemas de coordenadas são C∞. A
estrutura diferenciável standard na esfera obtém-se considerando a colecção de
coordenadas maximal que contém estes dois sistemas de coordenadas.
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3. O espaço projectivo d-dimensional é o conjunto

Pd =
{
L ⊂ Rd+1 : L é uma recta pela origem

}
.

Podemos identificar Pd com o quociente Rd+1 − {0} / ∼, onde ∼ é a relação
de equivalência:

(x0, . . . , xd) ∼ (y0, . . . , yd) se e só se (x0, . . . , xd) = λ(y0, . . . , yd),

para algum número real λ ∈ R com λ 6= 0. O espaço Pd, com a topologia
quociente, é um espaço localmente euclidiano de dimensão d: designando por
[x0 : · · · : xd] a classe de equivalência de (x0, . . . , xd) ∈ Rd+1, para cada
α = 0, . . . , n temos um sistema de coordenadas (Uα, φα) onde:

Uα =
{
[x0 : · · · : xd] : xα 6= 0

}
,

φα : Uα → Rd, [x0 : · · · : xd] 7→ (
x0

xα
, . . . ,

x̂α

xα
, . . . ,

xd

xα
)

(o sinal â significa que omitimos o termo a). As funções de transição para
estes sistemas de coordenadas são C∞. A estrutura diferenciável standard no
espaço projectivo obtém-se considerando a colecção de coordenadas maximal
que contém estes sistemas de coordenadas.

4. Se M é uma variedade d-dimensional com estrutura diferenciável C e U ⊂
M é um aberto, então U é uma variedade d-dimensional com estrutura dife-
renciável

CU = {(Uα ∩ U, φα|Uα∩U ) : (U, φα) ∈ C} .
5. Se M e N são variedades diferenciáveis, então o produto cartesiano M×
N é uma variedade diferenciável: em M×N consideramos a colecção maximal
que contêm os sistemas de coordenadas da forma (Uα × Vβ , φα × ψβ), onde
(Uα, φα) e (Vβ , ψβ) são sistemas de coordenadas das estruturas diferenciáveis
de M e N , respectivamente. Deve ser claro que dimM×N = dimM+dimN .

De forma análoga, se M1, . . . ,Mk são variedades diferenciáveis de dimensões
d1, . . . , dk podemos definir uma estrutura diferenciável no produto cartesiano
M1 ×· · ·×Mk, de dimensão d1 + · · ·+ dk. Por exemplo, o toro d-dimensional
Td = S1 × · · · × S1 e os cilindros Rk × Sl são variedades diferenciáveis.

Adoptamos, daqui em diante, a seguinte convenção:

Todas as variedades são Hausdorff e possuem uma base de
abertos contável.

Deve-se observar que é, por vezes, interessante estudar variedades não-
Hausdorff. Estas surgem naturalmente, por exemplo, no estudo de quo-
cientes, como veremos mais tarde na Lição 6. As variedades que não pos-
suem uma base de abertos contável correspondem a situações bastante mais
patológicas, como ilustramos no próximo exemplo.

Exemplo 1.3.
Seja M = R2 com a topologia gerada pelos conjuntos da forma U ×{y}, onde
U ⊂ R é aberto e y ∈ R. O espaço M é localmente euclidiano, com sistemas de
coordenadas (U × {y} , φy), onde φy(x, y) = x. Como as funções de transição
são de classe C∞, obtemos uma estrutura diferenciável de dimensão 1 em R2

e distinta da usual. Esta variedade não tem uma base contável de abertos.
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Definição 1.4. Sejam M e N variedades diferenciáveis.

(i) Uma aplicação f : M → R diz-se uma função diferenciável se
f ◦ φ−1 é de classe C∞, para todos os sistemas de coordenadas (U, φ).

(ii) Uma aplicação Ψ : M → N diz-se uma aplicação diferenciável se
τ ◦Ψ ◦ φ−1 é de classe C∞, para todos sistemas de coordenadas (U, φ)
de M e (V, τ) de N .

A uma aplicação diferenciável Ψ : M → N bijectiva, com inversa difer-
enciável, chamamos um difeomorfismo.

Para verificar se uma aplicação Ψ : M → N é diferenciável basta verificar
se, para cada p ∈M , existem sistemas de coordenadas (U, φ) de M e (V, τ)
de N , com p ∈ U e Ψ(p) ∈ V , e tais que τ ◦ Ψ ◦ φ−1 é de classe C∞.

O conjunto das aplicações diferenciáveis entre duas variedades M e N
será designado por C∞(M ;N). No caso N = R, o conjunto das funções
diferenciáveis f : M → R será designado por C∞(M) em vez de C∞(M ; R).

Exemplos 1.5.

1. Claramente, a composição de duas aplicações diferenciáveis é uma aplicação
diferenciável e a aplicação identidade M → M é diferenciável. As variedades
e as aplicações diferenciáveis formam pois a categoria diferenciável.

2. Qualquer função F : U → R de classe C∞ num aberto Rd+1 ⊃ U ⊃ Sd

induz, por restrição, uma função f : Sd → R de classe C∞. Reciprocamente,
toda a função f : Sd → R de classe C∞ é a restrição de uma função F : U → R
de classe C∞ definida num aberto Rd+1 ⊃ U ⊃ Sd.

3. A aplicação π : Sd → Pd definida por:

π(x0, . . . , xd) = [x0 : · · · : xd],

é uma aplicação diferenciável. Qualquer função F : Sd → R de classe C∞, que
seja invariante por inversão F (−x) = F (x), induz uma função f : Pd → R de
classe C∞. A função f é a única função que torna comutativo o diagrama:

Sd

F   A
AA

AA
AA

A

π // Pd

f

��
R

Reciprocamente, toda a função em C∞(Pd) é desta forma.

Se M é uma variedade e f ∈ C∞(M), definimos o suporte de f como
sendo o conjunto fechado

sup f ≡ f−1(R − {0}).
Recordemos ainda que uma colecção {Sα : α ∈ A} de subconjuntos deM diz-
se localmente finita se, para todo o p ∈M , existe uma vizinhança p ∈ O ⊂M
tal que O ∩ Sα 6= ∅ para apenas um número finito de α ∈ A.

Definição 1.6. Uma partição da unidade numa variedade M é uma
colecção {φi : i ∈ I} ⊂ C∞(M) que satisfaz:

(i) a colecção de suportes {supφi : i ∈ I} é localmente finita;
(ii) φi(p) ≥ 0 e

∑
i∈I φi(p) = 1 para todo o p ∈M .

10



As partições da unidade são utilizadas para “colar” propriedades locais
(i.e., que se verificam em domı́nios de coordenadas), dáı resultando pro-
priedades globais da variedade.

Uma partição da unidade {φi : i ∈ I} diz-se subordinada a uma cobertura
{Uα : α ∈ A} de M se, para cada i ∈ I, existe um α ∈ A tal que supφi ⊂ Uα.

Teorema 1.7 (Existência de Partições da Unidade). Seja M uma varieda-
de diferenciável e {Uα : α ∈ A} uma cobertura aberta de M . Então existe
uma partição da unidade contável {φi : i = 1, 2, . . . }, subordinada à cober-
tura {Uα : α ∈ A}, com supφi compacto para todo o i.

Demonstração. Necessitamos dos seguintes factos, cuja demonstração deix-
amos como exerćıcio:

(a) Toda a cobertura aberta de uma variedade M possui um refinamento
aberto, contável, localmente finito, e com fecho compacto.

(b) Toda a cobertura aberta de uma variedade M possui uma sub-cobertura
contável.

(c) Existe uma função φ ∈ C∞(Rd) tal que φ(x) = 1, se x ∈ B1(0), e
φ(x) = 0, se x ∈ B2(0)

c.

Por (a), podemos supor que a cobertura {Uα : α ∈ A} é localmente finita,
contável, e que os Uα são compactos. Dado p ∈ Uα, podemos escolher
um sistema de coordenadas (Vp, τ) centrado em p, com Vp ⊂ Uα, e tal que

B2(0) ⊂ τ(Vp). Se φ é a função de (c), definimos:

ψp =





φ ◦ τ, em Vp,

0, em M − Vp.

Observe-se que a função ψp assume o valor 1 num aberto Wp ⊂ Vp contendo
p. Como {Wp : p ∈M} é uma cobertura aberta de M , por (b), existe uma
sub-cobertura contável {Wp1 ,Wp2 , . . . }, que ainda cobre M . A cobertura
{Vp1 , Vp2 , . . . } é localmente finita, subordinada à cobertura {Uα : α ∈ A}, e

com os V pi
compactos.

Assim, a função

ψ =

+∞∑

i=1

ψpi
,

está bem definida, é C∞, e φ(p) > 0 para cada p ∈M . Se definirmos:

φi =
ψpi

ψ
,

então as funções {φ1, φ2, . . . } formam uma partição da unidade, subordinada
à cobertura {Uα : α ∈ A}, e com supφi compacto para todo o i ∈ I. �

Se não exigirmos que os suportes sejam compactos podemos obter uma
partição da unidade com o mesmo conjunto de ı́ndices:

Corolário 1.8. Seja M uma variedade diferenciável e {Uα : α ∈ A} uma
cobertura aberta de M . Então existe uma partição da unidade {φα : α ∈ A}
tal que supφα ⊂ Uα para todo o α ∈ A.

11



Demonstração. Pelo teorema existe uma partição partição da unidade con-
tável {ψi : i = 1, 2, . . . } subordinada à cobertura {Uα : α ∈ A}. Para cada i
escolhemos um α = α(i) tal que supψi ⊂ Uα(i). Então vemos que as funções

φα =





∑
α(i)=α ψi, se {i : α(i) = α} 6= ∅,

0 caso contrário,

formam uma partição da unidade, com supφα ⊂ Uα, para todo o α ∈ A. �

Corolário 1.9. Seja F ⊂ O ⊂ M , com O aberto e F fechado. Existe uma
função φ ∈ C∞(M) tal que:

(i) 0 ≤ φ(p) ≤ 1 para todo o p ∈M ;
(ii) φ(p) = 1 se p ∈ F ;
(iii) supφ ⊂ O.

Demonstração. Os abertos {O,M − F} formam uma cobertura aberta de
M . Pelo corolário anterior, existe uma partição da unidade {φ, ψ} com
supφ ⊂ O e supψ ⊂M − F . A função φ satisfaz (i)-(iii). �

Exerćıcios.

1. Mostre que uma variedade é um espaço normal. Conclua que uma variedade
é metrizável.

2. Mostre que uma variedade é um espaço localmente compacto.

3. Mostre que uma variedade é localmente conexa por arcos, e que uma var-
iedade conexa é conexa por arcos.

4. Mostre que toda a cobertura aberta de uma variedade M possui uma sub-
cobertura contável.

5. Mostre que toda a cobertura aberta de uma variedade M possui um refina-
mento aberto, contável, localmente finito e com fecho compacto.

6. Mostre que existe uma função φ ∈ C∞(Rd) tal que 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e:

φ(x) =





1 se |x| ≤ 1

0 se |x| > 2

������ ��� � �

�
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7. Complete os detalhes do Exemplo 1.2.2 da esfera Sd (calcule as funções de
transição para as projecções estereográficas e verifique que são C∞).

8. Complete os detalhes do Exemplo 1.2.3 do espaço projectivo Pd (calcule as
funções e verifique que são C∞). Mostre ainda que:

(a)P1 é difeomorfo a S1;
(b)Pd − Pd−1 é difeomorfo ao disco aberto Dn = {x ∈ Rd : ||x|| < 1}

(identifique Pd−1 com o subconjunto {[x0 : · · · : xd] : xd = 0} ⊂ Pd).

9. Seja M ⊂ Rn um subconjunto que satisfaz a seguinte propriedade: para
cada p ∈M , existe um aberto U ⊂ Rn que contém p e um homeomorfismo ψ :
V →M∩U , onde V ⊂ Rk é um aberto, tal que ψ é uma aplicação diferenciável
e para todo o q ∈ V a derivada ψ′(q) : Rk → Rn é injectiva. Mostre que M
é uma variedade de dimensão k. Diz-se que M é uma k-superf́ıcie em Rn e
que ψ é uma parametrização de M . No caso k = 1, dizemos que M é uma
curva, no caso k = 2 dizemos que M é uma superf́ıcie, e no caso k = n− 1
dizemos que M é uma hipersuperf́ıcie.

10. Seja M ⊂ Rn um subconjunto que satisfaz a seguinte propriedade: para
cada p ∈ M , existe um aberto U ⊂ Rn que contém p e um difeomorfismo
Φ : U → V para um aberto V ⊂ Rn, tais que:

Φ(U ∩M) =
{
q ∈ V : qk+1 = · · · = qn = 0

}
.

Mostre que M é uma variedade de dimensão k (de facto, M é uma k-superf́ıcie
em Rn; cf. exerćıcio anterior).

Lição 2. Espaço Tangente e Diferencial

O espaço tangente a Rd num ponto p ∈ Rd é definido como sendo o
conjunto

TpR
d =

{
(p,~v) : ~v ∈ Rd

}
.

���

�

��

Este espaço tangente admite uma estrutura de espaço vectorial real, em
que a adição é definida por:

(p,~v1) + (p,~v2) ≡ (p,~v1 + ~v2),
13



e a multiplicação por escalares é dada por:

λ(p,~v) ≡ (p, λ~v).

É claro que temos um isomorfismo natural TpRd ' Rd, mas, em muitas

situações, é prefeŕıvel pensarmos em TpRd como o conjunto dos vectores
com origem em p.

Esta distinção é ainda mais clara no caso de uma k-superf́ıcie S ⊂ Rn

(cf. Exerćıcio 9 da Lição 1). Neste caso, podemos definir o espaço tangente
a S num ponto p ∈ S, como sendo o subespaço TpS ⊂ TpRn, formado
pelos vectores tangentes (p,~v), para os quais existe uma curva diferenciável
c : (−ε, ε) → Rn, com c(t) ∈ S, c(0) = p e c′(0) = ~v.

���
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Observe ainda que um vector tangente (p,~v) actua nas funções difer-
enciáveis definidas numa vizinhança de p. De facto, se f : U → R é uma
função diferenciável num aberto U que contém p, podemos escolher uma
curva diferenciável c : (−ε, ε) → U , com c(0) = p e c′(0) = ~v, e definimos:

(p,~v)(f) =
d

dt
f ◦ c(0).

Esta operação não depende da escolha de c. De facto, esta definição não é
mais que a derivada direccional de f em p na direcção ~v.

Vamos agora definir o espaço tangente a uma variedade diferenciável M
num ponto p ∈ M . É posśıvel fornecer várias descrições distintas deste
espaço tangente, e que correspondem a diferentes pontos de vista, todos eles
úteis. Fornecemos aqui três descrições, ficando como exerćıcio mostrar que
estas são todas equivalentes.

Descrição 1. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão d, com estru-
tura diferenciável C = {(Uα, φα) : α ∈ A}. A cada ponto p ∈M , gostaŕıamos
de associar uma cópia de Rd, sendo que cada elemento ~v ∈ Rd deverá repre-
sentar um vector tangente. É claro que se p ∈ Uα, o sistema de coordenadas
φα fornece uma identificação de uma vizinhança de p com Rd. Diferentes sis-
temas de coordenadas fornecem identificações distintas, estando estas iden-
tificações relacionadas pelas funções de transição.

Assim, vamos considerar triplos (p, α,~v) ∈ M × A × Rd, e no conjunto
destes triplos tomamos a seguinte relação de equivalência:

[p, α,~v] = [q, β, ~w] sse p = q e (φα ◦ φ−1
β )′(p) · ~w = ~v.
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Um vector tangente a M num ponto p ∈M é uma classe de equivalên-
cia [p, α,~v], e o conjunto dos vectores tangentes em p é o espaço tangente
em p:

TpM ≡
{
[p, α,~v] : α ∈ A,~v ∈ Rd

}
.

Deixamos como exerćıcio simples verificar que TpM possui uma estrutura

natural de espaço vectorial, e que temos ainda um isomorfismo TpM ' Rd,
mas este isomorfismo depende agora do sistema de coordenadas utilizado.

Descrição 2. Fixemos p ∈ M . Para esta segunda descrição, vamos consid-
erar curvas diferenciáveis c : (−ε, ε) → M , com c(0) = p. Vamos ainda
identificar duas curvas c1 e c2 se, para algum sistema de coordenadas (U, φ)
com p ∈ U , temos

d

dt
(φ ◦ c1)(0) =

d

dt
(φ ◦ c2)(0).

É claro que, se esta condição se verifica para um sistema de coordenadas,
então também se verifica para todos os outros sistemas de coordenadas da
estrutura diferenciável.

�

�

���

�

�
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Chamamos então vector tangente num ponto p ∈ M a uma classe de
equivalência de curvas [c]. O conjunto dos vectores tangente a M num ponto
p formam o espaço tangente TpM no ponto p. Mais uma vez, deixamos
como exerćıcio simples verificar que o espaço tangente possui uma estrutura
de espaço vectorial, e que TpM é isomorfo a Rd (um isomorfismo que depende
da escolha de um sistema de coordenadas).

Descrição 3. As duas descrições anteriores utilizam sistemas de coorde-
nadas. A vantagem da descrição seguinte é que não recorre a sistemas de
coordenadas. Esta será a nossa descrição definitiva do espaço tangente e
deixamos como exerćıcio verificar que todas estas descrições são equivalentes.

Mais uma vez fixamos um ponto p ∈ M e consideramos funções diferen-
ciáveis definidas numa vizinhança de p. Dadas duas funções diferenciáveis
f : U → R e g : V → R, onde U e V são abertos contendo p, dizemos
que elas definem o mesmo germe em p, se existe um aberto W ⊂ U ∩ V
contendo p e tal que

f |W = g|W .
Designamos por Gp o conjunto dos germes no ponto p. Este conjunto pos-
sui uma estrutura de álgebra sobre R, já que se define adição, produto, e
multiplicação por escalares, de forma óbvia:

[f ] + [g] ≡ [f + g],

[f ][g] ≡ [fg],

λ[f ] ≡ [λf ].

Observe-se, ainda, que faz sentido falar no valor de um germe [f ] ∈ Gp no
ponto p, nomeadamente f(p). Por outro lado, não faz sentido falar no valor
de [f ] ∈ Gp em pontos q 6= p.

Definição 2.1. Um vector tangente num ponto p ∈ M é uma derivação
linear de Gp, i.e., é uma aplicação v : Gp → R, tal que:

(i) v([f ] + λ[g]) = v([f ]) + λv([g]);
(ii) v([f ][g]) = v([f ])g(p) + f(p)v([g]);

Chama-se espaço tangente ao conjunto dos vectores tangente no ponto p
e designa-se por TpM .

O espaço tangente possui uma estrutura natural de espaço vectorial real,
pois se v1,v2 ∈ TpM são derivações lineares, então v1 +λv2 também é uma
derivação linear, para todo o número real λ ∈ R.

Exemplo 2.2.
Seja (U, φ) = (U, x1, . . . , xd) um sistema de coordenadas em M com p ∈ U .

Definimos os vectores tangentes ∂
∂xi

∣∣
p
∈ TpM , i = 1, . . . , d, como sendo as

derivações

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

([f ]) =
∂(f ◦ φ−1)

∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

.

Observe que o vector tangente ∂
∂xi

∣∣
p

corresponde à direcção obtida variando a

coordenada i e congelando todas as outras coordenadas
16



Para verificar que a dimensão de TpM é igual a dimM , vamos considerar
os germes de funções que se anulam em p

Mp = {[f ] ∈ Gp : f(p) = 0} ,

É fácil verificar que Mp ⊂ Gp é um ideal maximal de Gp. Definindo as
potências

Mk
p = Mp · · ·Mp︸ ︷︷ ︸

k

,

obtemos uma torre de ideais:

Gp ⊃ Mp ⊃ M2
p ⊃ · · · ⊃ Mk

p ⊃ . . .

Observe que o ideal Mk
p não é mais que o conjunto dos germes de funções

que são zero em p até ordem k: se [f ] ∈ Mk
p e (U, φ) é um sistema de

coordenadas centrado em p, então a função f ◦ φ−1 tem todas as derivadas
em p, de ordem menor ou igual a k, nulas.

Teorema 2.3. O espaço tangente TpM é isomorfo a (Mp/M2
p)

∗ e tem
dimensão dimM .

Demonstração. Observe que, se [c] ∈ Gp é o germe da função constante
f(x) = c, então v([c]) = 0, para todo o vector tangente v ∈ TpM . De facto,
temos que

v([c]) = cv([1]),

e que

v([1]) = v([1][1]) = 1v([1]) + 1v([1]) = 2v([1]),

logo v([1]) = 0. Assim, se [f ] ∈ Gp e c = f(p), vemos que

v([f ]) = v([f ] − [c]),

donde v fica completamente determinado pelos valores que toma em Mp.
Por outro lado, as derivações anulam-se nos germes de M2

p, pois se f(p) =
g(p) = 0, então

v([f ][g]) = v([f ])g(p) + f(p)v([g]) = 0.

Assim, todo o v ∈ TpM determina uma transformação linear Mp → R,
que é zero em M2

p. Reciprocamente, dada uma transformação linear L ∈
(Mp/M2

p)
∗, definimos v : Gp → R por

v([f ]) ≡ L([f ] − [f(p)]).

É claro que v é um transformação linear, e verificamos facilmente que é uma
derivação. Conclúımos, pois, que TpM ' (Mp/M2

p)
∗.

Para verificar a dimensão de TpM , consideramos um sistema de coorde-

nadas (U, x1, . . . , xd) centrado em p, e mostramos que os vectores tangentes

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

∈ TpM, i = 1, . . . , d,

formam uma base para TpM . Se f : U → R é uma função diferenciável,

então f ◦ φ−1 : Rd → R é uma função diferenciável numa vizinhança da
17



origem. Esta função admite a expansão:

f ◦ φ−1(x) = f ◦ φ−1(0) +

d∑

i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(0)xi +

∑

i,j

gij(x)x
ixj ,

onde os gij são funções diferenciáveis numa vizinhança de origem. Assim,
compondo com φ, obtemos a seguinte expansão válida para qualquer q ∈ U :

f(q) = f(p) +

d∑

i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

xi(q) +
∑

i,j

hij(q)x
i(q)xj(q),

onde hij ∈ C∞(U). Conclúımos que, para qualquer vector tangente v ∈
TpM ,

v([f ]) =

d∑

i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

v([xi]),

ou seja que:

v =
d∑

i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,

onde ai = v([xi]). Isto mostra que os (∂/∂xi)|p ∈ TpM formam um conjunto
gerador. Deixamos como exerćıcio verificar que são linearmente indepen-
dentes. �

Daqui em diante, se v ∈ TpM e f é uma função diferenciável definida
numa vizinhança de p, definimos

v(f) ≡ v([f ]).

É claro que v(f) = v(g), se f e g coincidem numa vizinhança de p, e que

v(f + λg) = v(f) + λv(g), (λ ∈ R),

v(fg) = f(p)v(g) + v(f)g(p),

onde f + λg e fg estão definidas na intersecção dos domı́nios de f e g.
A demonstração do Teorema 2.3 mostra que, se (U, φ) = (U, x1, . . . , xd) é

um sistema de coordenadas em p, então qualquer vector tangente v ∈ TpM
pode ser escrito na forma

v =
d∑

i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Os ai = v(xi) são as componentes do vector tangente v no sistema de
coordenadas (U, x1, . . . , xd). Introduzindo a notação

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

≡ ∂f ◦ φ−1

∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

,

temos, ainda, que

v(f) =
d∑

i=1

ai
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

.

18



Por outro lado, se (V, y1, . . . , yd) é outro sistema de coordenadas, segue-se
que

∂

∂yj

∣∣∣∣
p

=

d∑

i=1

∂xi

∂yj

∣∣∣∣
p

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Assim, neste sistema de coordenadas temos

v =

d∑

j=1

bj
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

, com bj = v(yj),

onde as novas componentes bj estão relacionadas com as componentes ai

pela fórmula de transformação:

(2.1) ai =
d∑

j=1

∂xi

∂yj

∣∣∣∣
p

bj .

Uma aplicação diferenciável entre duas variedades induz uma transformação
linear entre os espaços tangentes respectivos:

Definição 2.4. Seja Ψ : M → N uma aplicação diferenciável. Chama-se
diferencial de Ψ em p ∈ M à transformação linear dpΨ : TpM → TΨ(p)N
definida por

dpΨ(v)(f) ≡ v(f ◦ Ψ),

onde f é qualquer função diferenciável definida numa vizinhança de p.

Se (U, x1, . . . , xd) é um sistema de coordenadas em p e (V, y1, . . . , ye) é
um sistema de coordenadas em Ψ(p), obtemos

dpΨ · ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
e∑

j=1

∂(yj ◦ Ψ)

∂xi

∣∣∣∣
p

∂

∂yj

∣∣∣∣
Ψ(p)

.

À matriz das derivadas parciais ∂(yj◦Ψ)
∂xi chamamos matriz jacobiana da

transformação Ψ em relação aos sistemas de coordenadas escolhidos.
A proposição seguinte segue-se imediatamente das definições e do resul-

tado correspondente para aplicações Rd → Re:

Proposição 2.5 (Regra da Cadeia). Se Ψ : M → N e Φ : N → P são
aplicações diferenciáveis, então a sua composta Φ◦Ψ é diferenciável, e temos

dp(Φ ◦ Ψ) = dΨ(p)Φ ◦ dpΨ.

É igualmente fácil verificar o seguinte resultado, que generaliza um resul-
tado bem conhecido:

Proposição 2.6. Se uma aplicação diferenciável Ψ : M → N tem diferen-
cial nulo num aberto conexo U ⊂M , então Ψ é constante em U .

Um caso especial muito importante é o do diferencial de uma função
f : M → R. Neste caso, o diferencial é uma aplicação linear dpf : TpM →
Tf(p)R, e como temos uma identificação canónica TxR ' R, o diferencial é
um elemento do espaço vectorial dual de TpM .
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Definição 2.7. Chama-se espaço cotangente a M num ponto p ao espaço
vectorial T ∗

pM dual do espaço tangente TpM :

T ∗
pM ≡ {ω : TpM → R, com ω linear} .

É claro que podemos definir dpf ∈ T ∗
pM mesmo que f seja uma função

diferenciável definida apenas numa vizinhança de p. Por exemplo, uma vez
fixado um sistema de coordenadas (U, x1, . . . , xd) em p, obtemos elementos

{
dpx

1, . . . ,dpx
d
}
⊂ T ∗

pM.

É, ainda, fácil verificar que

dpx
i · ∂

∂xj

∣∣∣∣
p

=





1 se i = j,

0 se i 6= j.

Logo:

Lema 2.8. {dpx1, . . . ,dpx
d} é a base dual da base { ∂

∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xd

∣∣
p
}.

Assim, uma vez escolhidas coordenadas locais (U, x1, . . . , xd) em p, todo
o elemento ω ∈ T ∗

pM pode ser escrito na base
{
dpx

1, . . . ,dpx
d
}
:

ω =
d∑

i=1

aidpx
i, com ai = ω(∂/∂xi

∣∣
p
).

Se (V, y1, . . . , yd) é outro sistema de coordenadas, temos que

ω =
d∑

i=j

bjdpx
j , com bj = ω(∂/∂yj

∣∣
p
),

e verifica-se facilmente que

(2.2) ai =
d∑

j=1

∂yj

∂xi

∣∣∣∣
p

bj .

Esta fórmula de transformação de componentes de elementos de T ∗
pM deve

ser comparada com (2.1), a fórmula correspondente para elementos de TpM .
Como veremos adiante, é útil considerar a famı́lia de todos os espaços

tangentes (ou cotangentes) a M . Assim, definimos o fibrado tangente e o
fibrado cotangente de M por

TM ≡
⋃

p∈M
TpM, T ∗M ≡

⋃

p∈M
T ∗
pM.

Temos projecções naturais π : TM →M e π : T ∗M →M , que a um vector
tangente v ∈ TpM e a um covector ω ∈ T ∗

pM associam o seu ponto base
π(v) = p = π(ω). A designação “fibrado” vem do facto que podemos pensar
em TM (ou T ∗M) como um conjunto de fibras (os espaços TpM ou T ∗

pM),
justapostos uns com os outros, e formando uma variedade:

Proposição 2.9. TM e T ∗M possuem estruturas naturais de variedades
diferenciáveis de dimensão 2 dimM , tais que as projecções na base são apli-
cações diferenciáveis.
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Demonstração. Consideramos o caso de TM , deixando a demonstração de
que T ∗M é uma variedade como exerćıcio.

Seja C = {(Uα, φα) : α ∈ A} a estrutura diferenciável de M . Para cada
sistema de coordenadas (Uα, φα) = (Uα, x

1, . . . , xn), definimos a aplicação

φ̃α : π−1(Uα) → R2d por

φ̃α(v) = (x1(π(v)), . . . , xd(π(v)),dπ(v)x
1(v), . . . ,dπ(v)x

d(v)).

Verificamos, facilmente, que:

(a) A colecção
{
φ̃−1
α (O) : O ⊂ R2d aberto, α ∈ A

}
é uma base para uma

topologia de TM , que faz de TM um espaço localmente euclidiano,
Hausdorff, e que satisfaz o segundo axioma.

(b) Para quaisquer sistemas de coordenadas (Uα, φα) e (Uβ, φβ) de M , a

função φ̃β ◦ φ̃−1
α é de classe C∞.

Assim, se tomarmos a colecção maximal de sistemas de coordenadas com-

pat́ıveis com a colecção
{

(π−1(Uα), φ̃α) : α ∈ A
}

, obtemos uma estrutura de

variedade em TM . Para esta estrutura, temos que dimTM = 2dimM , e a
aplicação π : TM →M é diferenciável. �

Se Ψ : M → N é uma aplicação diferenciável, escrevemos dΨ : TM → TN
para representar a aplicação entre fibrados tangentes definida por

dΨ(v) ≡ dπ(v)Ψ(v).

A esta aplicação chamamos ainda o diferencial de Ψ. Deixamos como
exerćıcio verificar que dΨ : TM → TN é uma aplicação diferenciável entre
as variedades diferenciáveis TM e TN .
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Se f : M → R é uma função diferenciável e (U, x1, . . . , xd) é um sistema
de coordenadas em p, então dpf ∈ T ∗

pM e, pela definição, obtemos:

dpf · ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Conclúımos, pois, que a expressão para o diferencial nas coordenadas locais
(x1, . . . , xd) é:

df |U =

d∑

i=1

∂f

∂xi
dxi.

Observe que nesta fórmula todos os termos estão bem definidos (ao contrário
de algumas manipulações clássicas com expressões do tipo df , que podem
ser encontradas nalguns livros de texto).

Exerćıcios.

1. Mostre que as três descrições de vectores tangentes fornecidas nesta lição
são equivalentes.

2. Considere em R3 as coordenadas cartesianas usuais (x, y, z). As coordenadas
esféricas (U, φ), onde U = R3 −{(x, 0, z) : x ≥ 0} e φ = (r, θ, ϕ), são definidas,
como é usual, por

•r(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2 é a distância à origem;

•θ(x, y, z) é a longitude , i.e., o ângulo em ]0, 2π[ entre o vector (x, y, 0) e
o eixo Ox;

•ϕ(x, y, z) é a co-latitude, i.e., o ângulo em ]0, π[ entre o vector (x, y, z) e
o eixo Oz.

Calcule:
(a)As componentes do vectores tangentes a R3 ∂

∂r ,
∂
∂θ ,

∂
∂ϕ em coordenadas

cartesianas;
(b)As componentes do vectores tangentes a R3 ∂

∂x , ∂
∂y , ∂

∂z em coordenadas

esféricas.

3. Considere uma k-superf́ıcie M ⊂ Rn (Exerćıcio 9 da Lição 1). Mostre que,
se ψ : V →M ∩U é uma parametrização de uma vizinhança de p ∈ M , então o
espaço tangente TpM pode ser identificado com o subespaço ψ′(q)(Rk) ⊂ Rn.

4. Seja (U, x1, . . . , xd) um sistema de coordenadas locais na variedade M .
Mostre que os vectores tangentes

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

∈ TpM, i = 1, . . . , d,

são linearmente independentes.

5. Mostre que T ∗M possui uma estrutura natural de variedade diferenciável de
dimensão 2 dimM , tal que a projecção na base é uma aplicação diferenciável.

6. Verifique que, se M e N são variedades diferenciáveis e Ψ : M → N é uma
aplicação diferenciável, então dΨ : TM → TN é uma aplicação diferenciável.
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Lição 3. Imersões e Subvariedades

As propriedades do diferencial de uma aplicação entre variedades re-
flectem as propriedades locais da aplicação. A seguinte definição distingue
os tipos principais de aplicações diferenciáveis:

Definição 3.1. Seja Ψ : M → N uma aplicação diferenciável.

(a) Ψ diz-se uma imersão se dpΨ : TpM → TΨ(p)N é injectiva, para todo
o p ∈M ;

(b) Ψ diz-se uma submersão se dpΨ : TpM → TΨ(p)N é sobrejectiva, para
todo o p ∈M ;

(a) Ψ diz-se uma étale1 se dpΨ : TpM → TΨ(p)N é um isomorfismo, para
todo o p ∈M .

As imersões, submersões, e étales, possuem formas canónicas locais. To-
das elas são casos especiais do seguinte resultado geral:

Teorema 3.2 (Teorema do Rank). Seja Ψ : M → N é uma aplicação
diferenciável e p ∈ M . Se a aplicação dqΨ : TqM → TΨ(q)N tem rank
constante r, para todo o q numa vizinhança de p, então existem coordenadas
locais (U, φ) = (U, x1, . . . , xd) centradas em p e coordenadas locais (V, ψ) =
(V, y1, . . . , ye) centradas em Ψ(p), tais que:

ψ ◦ Ψ ◦ φ−1(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Demonstração. Seja (Ũ , φ̃) e (Ṽ , ψ̃) coordenadas locais centradas em p e em
Ψ(p), respectivamente. A aplicação

ψ̃ ◦ Ψ ◦ φ̃ : φ̃(Ũ ∩ Ṽ ) → ψ̃(Ũ ∩ Ṽ )

é uma aplicação de uma vizinhança de zero em Rd numa vizinhança de zero
em Re, cujo diferencial tem rank constante. Assim, basta considerar o caso
em que Ψ : Rd → Re é uma aplicação

(x1, . . . , xd) 7→ (Ψ1(x), . . . ,Ψe(x)),

com diferencial de rank constante numa vizinhança da origem.
Designando por r o rank de dΨ, podemos então assumir, eventualmente

após um reordenamento das coordenadas, que

det

[
∂Ψj

∂xi

]r

i,j=1

(0) 6= 0.

Segue-se, do Teorema da Função Inversa, que a aplicação φ : Rd → Rd

definida por

(x1, . . . , xd) → (Ψ1(x), . . . ,Ψr(x), xr+1, . . . , xd),

é um difeomorfismo numa vizinhança da origem. É fácil de ver que:

Ψ ◦ φ−1(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xr, ∗, . . . , ∗).

1Usamos este termo provisoriamente. Veremos mais adiante que uma étale não é mais
que um difeomorfismo local (ver Corolário 3.5).
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Se q é um ponto qualquer do domı́nio de Ψ ◦ φ−1, calculamos a matriz
jacobiana desta transformação:

(Ψ ◦ φ−1)′(q) =

[
Ir 0

* ∂(Ψj◦φ−1)
∂xi (q)

]
,

onde Ir é a matriz identidade r×r e no canto inferior direito i, j > r. Como
esta matriz tem rank precisamente r, conclúımos que

∂(Ψj ◦ φ−1)

∂xi
(q) = 0, se i, j > r.

Ou seja, as componentes Ψj◦φ−1, para j > r, não dependem de xr+1, . . . , xd:

Ψj ◦ φ−1(x) = Ψj ◦ φ−1(x1, . . . , xr), se j > r.

Assim, se considerarmos a aplicação ψ : Re → Re dada por

ψ(y1, . . . , ye) = (y1, . . . , yr, yr+1 − Ψr+1 ◦ φ−1(y), . . . , ye − Ψe ◦ φ−1(y)),

temos, por um lado, que ψ é um difeomorfismo numa vizinhança da origem,
pois a sua matriz jacobiana é dada por

ψ′(0) =

[
Ir 0
* Ie−r

]
,

donde é não singular. Por outro lado, verificamos facilmente que

ψ ◦ Ψ ◦ φ−1(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

�

Um corolário imediato é que uma imersão de uma variedade de dimensão
d numa variedade de dimensão e é, localmente, como a inclusão Rd ↪→ Re:

Corolário 3.3. Se Ψ : M → N é uma imersão, então, para todo o p ∈
M , existem coordenadas locais (U, φ) = (U, x1, . . . , xd) centradas em p e
coordenadas locais (V, ψ) = (V, y1, . . . , ye) centradas em Ψ(p), tais que:

ψ ◦ Ψ ◦ φ−1(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xd, 0, . . . , 0).

De igual forma, obtemos que uma submersão de uma variedade de di-
mensão d numa variedade de dimensão e é, localmente, como a projecção
Rd � Re:

Corolário 3.4. Se Ψ : M → N é uma submersão, então, para todo o
p ∈M , existem coordenadas locais (U, φ) = (U, x1, . . . , xd) centradas em p e
coordenadas locais (V, ψ) = (V, y1, . . . , ye) centradas em Ψ(p), tais que:

ψ ◦ Ψ ◦ φ−1(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xe).

Visto que uma étale não é mais que uma aplicação que é, simultaneamente,
uma imersão e uma submersão, combinando estes dois resultados vemos que
uma étale é a mesma coisa que um difeomorfismo local:

Corolário 3.5. Se Ψ : M → N é uma étale, então, para todo o p ∈ M ,
existem existem coordenadas locais (U, φ) = (U, x1, . . . , xd) centradas em p
e coordenadas locais (V, ψ) = (V, y1, . . . , yd) centradas em Ψ(p), tais que:

ψ ◦ Ψ ◦ φ−1(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xd).

Vejamos agora os sub-objectos da categoria diferenciável:
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Definição 3.6. Uma subvariedade de uma variedade M é um par (N,Φ),
onde N é uma variedade e Φ : N →M é uma imersão injectiva.

Por vezes, usa-se o termo subvariedade imersa para acentuar que Φ :
N → M é uma imersão. Quando Φ : N → M é um mergulho, i.e., quando
Φ : N → Φ(N) é um homeomorfismo, onde em Φ(N) ⊂ M tomamos a
topologia relativa, dizemos que (N,Φ) é uma subvariedade mergulhada.

Exemplo 3.7.
A figura seguinte ilustra várias imersões de N = R em M = R2. Observe

que (R,Φ1) é uma subvariedade mergulhada de R2, enquanto que (R,Φ2) é
uma subvariedade imersa de R2. Por seu turno, Φ3 é uma imersão que não é
injectiva, logo (R,Φ3) não é uma subvariedade de R2.

��� ��� ���

�

� �

A forma canónica para imersões (Corolário 3.3), implica imediatamente a

Proposição 3.8. Seja (N,Φ) uma subvariedade de dimensão d de uma
variedade M . Para todo o p ∈ N , existe um sistema de coordenadas local
(V, x1, . . . , xe) de M centrado em Φ(p), e uma vizinhança U de p, tal que

Φ(U) =
{
q ∈ V : xd+1(q) = · · · = xe(q) = 0

}
.

�

�

	


��


�
�� ��

��

Note-se que (na notação da proposição) em geral Φ(N) ∩ V 6= Φ(U),
e portanto podem existir outros pontos em Φ(N) ∩ V que não pertencem
à fatia

{
q ∈ V : xd+1(q) = · · · = xe(q) = 0

}
. No entanto, quando (N,Φ) é

uma subvariedade mergulhada temos:
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Corolário 3.9. Seja (N,Φ) uma subvariedade mergulhada, de dimensão d,
de uma variedade M . Para todo o p ∈ N , existe um sistema de coordenadas
(V, x1, . . . , xe) de M centrado em Φ(p), tal que:

Φ(N) ∩ V =
{
q ∈ V : xd+1(q) = · · · = xe(q) = 0

}
.

Demonstração. Fixe-se p ∈ N e escolha-se um sistema de coordenadas
(V ′, x1, . . . , xe) em Φ(p) e uma vizinhança U de p como na proposição. Como
(N,Φ) é uma subvariedade mergulhada, Φ(U) é um aberto de Φ(N) para a
topologia relativa, logo existe um aberto V ′′ ⊂M tal que Φ(U) = V ′∩Φ(N).
Tomando V = V ′ ∩ V ′′ e as restrições de xi a V , obtemos um sistema de
coordenadas (V, x1, . . . , xe) tal que:

Φ(N) ∩ V =
{
q ∈ V : xd+1(q) = · · · = xe(q) = 0

}
.

�

Se (N,Φ) é uma subvariedade de M e Ψ : P → M é uma aplicação
diferenciável tal que Ψ(P ) ⊂ Φ(N), então, como Φ é injectiva, Ψ factoriza-

se por uma aplicação Ψ̂ : P → N , i.e., temos o diagrama comutativo:

P
Ψ //

Ψ̂   A
A

A
A M

N

Φ

OO

Em geral, a aplicação Ψ̂ não é diferenciável.

Exemplo 3.10.
Considere as seguintes duas imersões injectivas Φi : R → R2, i = 1, 2, cujas

imagens em R2 coincidem (o oito deitado):

��� ���

� �

� �� �

Como Φ1(R) = Φ2(R), temos aplicações induzidas Φ̂1 : R → R e Φ̂2 : R →
R. É fácil verificar que Φ̂1 e Φ̂2 não são cont́ınuas, logo não são diferenciáveis.

A proposição seguinte mostra que o que pode falhar é precisamente a
continuidade:
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Proposição 3.11. Seja (N,Φ) uma subvariedade de M , Ψ : P → M uma

aplicação diferenciável tal que Ψ(P ) ⊂ Φ(N), e Ψ̂ : P → N a aplicação
induzida.

(i) Se Ψ̂ é cont́ınua então é diferenciável.

(ii) Se Φ é um mergulho então Ψ̂ é cont́ınua (logo diferenciável).

Demonstração. Suponha-se que Ψ̂ é cont́ınua. Para todo o p ∈ N , escolhe-
mos U ⊂ N e (V, φ) = (V, x1, . . . , xe) como na Proposição 3.8, e definimos
a aplicação diferenciável ψ = π ◦ φ ◦ Φ : U → Rd, onde π : Re → Rd

é a projecção (x1, . . . , xe) 7→ (x1, . . . , xd). O par (U,ψ) é um sistema de
coordenadas de N centrado em p. Por outro lado, vemos que

ψ ◦ Ψ̂ = π ◦ φ ◦ Φ ◦ Ψ̂ = π ◦ φ ◦ Ψ,

é diferenciável no aberto Ψ̂−1(U). Como os abertos Ψ̂−1(U) cobrem P ,

conclúımos que Ψ̂ é diferenciável, e que (i) se verifica.
Se Φ é um mergulho, então todo o aberto U ⊂ N é da forma Φ−1(V ),

onde V ⊂ M é um aberto. Assim, Ψ̂−1(U) = Ψ̂−1(Φ−1(V )) = Ψ−1(V ) é

aberto. Conclúımos pois que Ψ̂ é cont́ınua e que (ii) também se verifica. �

Estes comentários justificam a seguinte definição:

Definição 3.12. Uma subvariedade inicial de M é uma subvariedade
(N,Φ) tal que toda a aplicação diferenciável Ψ : P →M com Ψ(P ) ⊂ Φ(N)

factoriza-se por uma aplicação Ψ̂ : P → N diferenciável:

P
Ψ //

Ψ̂   A
A

A
A

M

N

Φ

OO

Existem subvariedades iniciais, que não são mergulhadas. Deixamos aqui
um exemplo simples, e veremos outros exemplos importantes mais tarde.

Exemplo 3.13.
No 2-toro T2 = S1 × S1 temos uma famı́lia de subvariedades (R,Φa), depen-

dendo de um parâmetro a ∈ R, definidas por:

Φa(t) = (eit, eiat).

Se a = m/n é racional esta curva é fechada e, portanto, é uma variedade
mergulhada (uma espiral fechada que dá m voltas na direcção de um dos ciclos
geradores e n voltas na direcção do outro ciclo).

Se a é irracional, esta curva é densa no toro, logo é uma variedade imersa.
Neste caso, dada uma aplicação Ψ̂ : P → R, tal que a composta Φa ◦ Ψ̂ é
C∞, vemos imediatamente que Ψ̂ : P → R é cont́ınua. Pela Proposição 3.11,
conclúımos que Ψ̂ é C∞. Assim, (N,Φa) é uma variedade inicial.

Quando pensamos numa subvariedade de M pensamos usualmente num
subconjunto de M . Para justificar até que ponto isto é válido, introduzimos
a seguinte relação de equivalência:
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Definição 3.14. Dizemos que (N1,Φ1) e (N2,Φ2) são subvariedades equiv-

alentes de M se existir um difeomorfismo Ψ : N1 → N2 tal que o diagrama
seguinte comuta:

N1
Φ1 //

Ψ !!B
B

B
B

M

N2

Φ2

OO

Se (N,Φ) é uma subvariedade de M , podemos considerar Φ(N) ⊂M com

a única estrutura de variedade, tal que Φ̂ : N → Φ(N) é um difeomorfismo.
Para esta estrutura diferenciável em Φ(N), a inclusão i : Φ(N) ↪→M é uma
imersão injectiva, e o diagrama seguinte comuta

N
Φ //

Φ̂ ""E
EE

EE
EE

E M

Φ(N)

i

OO

Assim, toda a subvariedade (N,Φ) possui um único representante (A, i),
onde A ⊂ M é um subconjunto e i : A ↪→ M é a inclusão. Dizemos, então,
que o subconjunto A ⊂M é uma subvariedade.

Exemplo 3.15.
Se A ⊂M é um subconjunto, em geral, não existe uma estrutura diferenciável

em A, tal que a inclusão i : A ↪→ M é uma imersão. É o que se passa, por
exemplo, com o subconjunto A = {(x, |x|) : x ∈ R} de R2 (exerćıcio).

Por outro lado, se existir uma estrutura diferenciável em A, tal que a in-
clusão i : A ↪→ M é uma imersão, ela pode não ser única. É o que se passa,
por exemplo, com o subconjunto de R2 em forma de oito do Exemplo 3.10.

Proposição 3.16. Seja A ⊂ M um subconjunto de uma variedade difer-
enciável e i : A ↪→M a inclusão. Então:

(i) Fixada uma topologia em A, existe no máximo uma estrutura difer-
enciável para esta topologia tal que (A, i) é uma subvariedade de M .

(ii) Se, para a topologia relativa em A, existe uma estrutura diferenciável
tal que (A, i) é uma subvariedade de M , então esta é a única topologia
em A para a qual existe uma estrutura diferenciável tal que (A, i) é
uma subvariedade de M .

Demonstração. Observe que (i) segue-se imediatamente da Proposição 3.11
(i). Por outro lado, para verificar (ii), seja (N,Φ) uma subvariedade com
Φ(N) = A, e considere-se o diagrama:

N
Φ //

Φ̂   B
BB

BB
BB

B M

A

i

OO
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Como A possui a topologia relativa, pela Proposição 3.11 (ii), Φ̂ é difer-

enciável. Assim, Φ̂ é uma imersão bijectiva, logo é um difeomorfismo (ex-
erćıcio). Conclúımos que (N,Φ) é equivalente a (A, i), e (ii) segue-se. �

Se (N,Φ) é uma subvariedade de M , então, para qualquer p ∈ N , a
aplicação dpΦ : TpN → TΦ(p)M é injectiva. Assim, podemos identificar
o espaço tangente TpN com a imagem dpΦ(TpN), que é um subespaço de
TΦ(p)M . Daqui em diante usamos esta identificação, de forma que TpN será
sempre visto como um subespaço de TΦ(p)M .

Exerćıcios.

1. Mostre que o conjunto {(x, |x|) : x ∈ R} não é a imagem de uma imersão
Φ : R → R2.

2. Mostre que existe um difeomorfismo Ψ : TS3 → S3×R3, que torna o seguinte
diagrama comutativo:

TS3

π
!!C

CC
CC

CC
C

Ψ // S3 × R3

τ
{{ww

ww
ww

ww
w

S3

onde τ : S3 × R3 → S3 é a projecção no primeiro factor, e tal que a restrição
Ψ : TpS3 → R3 é linear.

3. Seja
{
y1, . . . , ye

}
um conjunto de funções diferenciáveis de uma variedade

M . Mostre que:
(a)Se

{
dpy

1, . . . , dpy
e
}
⊂ T ∗

pM é linearmente independente, então as funções{
y1, . . . , ye

}
são parte de um sistema de coordenadas em p.

(b)Se
{
dpy

1, . . . , dpy
e
}
⊂ T ∗

pM é um conjunto gerador, então um subcon-

junto de
{
y1, . . . , ye

}
é um sistema de coordenadas em p.

(c)Se
{
dpy

1, . . . , dpy
e
}
⊂ T ∗

pM é uma base, então as funções
{
y1, . . . , ye

}

formam um sistema de coordenadas numa vizinhança de p.

4. Mostre que uma submersão é uma aplicação aberta. O que pode dizer sobre
uma imersão?

5. Seja Φ : P2 → R3 a aplicação definida por

Φ([x, y, z]) =
1

x2 + y2 + z2
(yz, xz, xy).

Mostre que Φ é uma aplicação diferenciável e verifique que é uma imersão,
excepto em exactamente 6 pontos. Esboce a imagem de Φ.

6. Seja M uma variedade, A ⊂ M , e i : A ↪→ M a inclusão canónica. Mostre
que (A, i) é uma subvariedade de M , mergulhada, de dimensão d sse, para cada
p ∈ A, existe um sistema de coordenadas (U, x1, . . . , xe) centrado em p tal que

A ∩ U =
{
p ∈ A : xd+1(p) = · · · = xe(p) = 0

}
.

7. Mostre que um subconjunto M ⊂ Rn é uma k-superf́ıcie sse é uma subvar-
iedade mergulhada.
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8. Dizemos que um subconjunto S de uma variedade M tem medida nula se,
para todo o sistema de coordenadas (U, φ) de M , o conjunto φ(S ∩ U) ⊂ Rd

tem medida nula. Mostre que, se Φ : N →M é uma imersão, então:
(a)Φ leva conjuntos de medida nula em conjuntos de medida nula;
(b)Se dimN < dimM então Φ(N) tem medida nula.

9. Mostre que, se (N,Φ) é uma subvariedade de M , com Φ : N → M uma
aplicação própria (i.e., Φ−1(K) ⊂ N é compacto, sempre que K ⊂ M é
compacto), então N é uma subvariedade mergulhada. Conclua que se N é
compacta, então N é uma subvariedade mergulhada.

10. Mostre que uma imersão bijectiva Φ : N → M é um difeomorfismo. Se N
não possui uma base contável, mostre que isto pode ser falso.

11. Seja π : M̃ → M um revestimento de uma variedade diferenciável M .

Mostre que existe uma única estrutura de variedade diferenciável em M̃ para
a qual a aplicação de revestimento é um difeomorfismo local.

Lição 4. Mergulhos e o Teorema de Whitney

Definição 4.1. Seja Ψ : M → N uma aplicação diferenciável.

(i) p ∈ M diz-se ponto regular de Ψ se dpΨ : TpM → TΨ(p)N é sobre-
jectiva. Caso contrário, dizemos que p é ponto singular de Ψ;

(ii) q ∈ N diz-se valor regular de Ψ se todo o p ∈ Ψ−1(q) é um ponto
regular. Caso contrário, dizemos que q é valor singular de Ψ.

O seguinte exemplo justifica o uso dos termos “regular” e “singular”.

Exemplo 4.2.
Considere a aplicação Ψ : R2 → R definida por:

Φ(x, y) = x2 − y2.

A matriz jacobiana desta aplicação é dada por:

Φ(x, y)′ = [2x 2y].

Os pontos (x, y) 6= (0, 0) são pontos regulares de φ, enquanto que (0, 0) é um
ponto singular. Portanto, 0 é um valor singular de Φ e todos os outros valores
são regulares.

Se considerarmos um valor regular c 6= 0, o conjunto de ńıvel Φ−1(c) é uma
subvariedade de R2 (uma hipérbole). Por outro lado, para o valor singular 0,
vemos que Φ−1(0) é a união das duas rectas x = ±y, que não é uma variedade
(na origem (0, 0) as rectas cruzam-se).
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De facto, para valores regulares, os conjuntos de ńıvel são sempre subvar-
iedades:

Teorema 4.3. Seja Ψ : M → N uma aplicação diferenciável e q ∈ N
um valor regular. Então Ψ−1(q) ⊂ M é uma subvariedade mergulhada de
dimensão dimM − dimN .

Demonstração. Se q ∈ N é um valor regular de Ψ, então existe um aberto
Ψ−1(q) ⊂ O ⊂ M tal que Ψ|O é uma submersão. Assim, para qual-
quer p ∈ Φ−1(q), existem coordenadas (U, x1, . . . , xd) em p e coordenadas
(V, y1, . . . , ye) em q, tais que nestas coordenadas Ψ é representada pela pro-
jecção

Rd → Re : (x1, . . . , xd) 7→ (x1, . . . , xe).

Temos então que

Ψ−1(q) ∩ U =
{
p ∈ U : x1(p) = · · · = xe(p) = 0

}
.

Assim, por um exerćıcio da Lição 4, Ψ−1(q) é uma subvariedade mergulhada
de dimensão d− e = dimM − dimN . �

Se N ⊂ M é uma subvariedade, chamamos codimensão de N ao in-
teiro dimM − dimN . Se pensarmos num conjunto com um só ponto como
uma variedade de dimensão 0, o resultado anterior afirma que, se q é um
valor regular de Ψ, então Ψ−1(q) é uma subvariedade mergulhada com
codimΨ−1(q) = codim {q}. Este resultado admite a seguinte generalização:

Teorema 4.4. Seja Ψ : M → N uma aplicação diferenciável e Q ⊂ N
uma subvariedade mergulhada. Suponha-se que, para todo o p ∈ Ψ−1(Q),
verifica-se

(4.1) ImdpΨ + TΨ(p)Q = TΨ(p)N.

Então Ψ−1(Q) ⊂ M é uma subvariedade mergulhada e codimΨ−1(Q) =
codimQ.

Demonstração. Seja p0 ∈ Ψ−1(Q) e q0 = Ψ(p0). Como Q ⊂ N é uma
subvariedade mergulhada, existem coordenadas (V, y1, . . . , yd) para N em
q0, tais que

Q ∩ V =
{
q ∈ V : yl+1(q) = · · · = yd(q) = 0

}
,

onde l = dimQ. Considere-se a aplicação Φ : Ψ−1(V ) → Rd−l dada por

Φ = (yl+1 ◦ Ψ, . . . , yd ◦ Ψ).

Temos que U = Ψ−1(V ) é um aberto de M contendo p0 e Ψ−1(Q) ∩ U =
Φ−1(0). Se verificarmos que 0 é um valor regular de Φ, então segue-se que,
para todo o p0 ∈ Ψ−1(Q), existe um aberto U ⊂ M tal que Ψ−1(Q) ∩ U é
uma subvariedade mergulhada de M , com codimensão d− l = codimQ. Isto
mostra que Ψ−1(Q) é uma subvariedade mergulhada de M .

Observe-se que Φ = π ◦ Ψ, onde π : Rd → Rd−l é a projecção nas últimas
d − l componentes. É claro que π é uma submersão, e que ker dqπ = TqQ,
para q ∈ Q ∩ V . Por (4.1), segue-se que dpΦ = dΨ(p)π · dpΨ é sobrejectiva,

para todo o p ∈ Ψ−1(Q) ∩ U = Φ−1(0), i.e., 0 é um valor regular de Φ. �
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Quando a condição (4.1) é satisfeita, dizemos que Ψ é transversal à
subvariedade Q ⊂ N , e escrevemos Ψ t Q. Um caso especial que justifica
este nome, é o caso em que M ⊂ N é uma subvariedade e Ψ : M ↪→
N é a inclusão. Neste caso, Ψ−1(Q) = M ∩ Q é a intersecção das duas
subvariedades, e a condição de transversalidade reduz-se a

TqM + TqQ = TqN, ∀q ∈M ∩Q.
Em vez de Ψ t Q escrevemos M t Q. Se esta condição se verifica, então
M ∩Q é uma subvariedade e

dimM ∩Q = dimM + dimQ− dimN.

Por outro lado, quando a intersecção não é transversal, em geral, M ∩Q não
é uma variedade, como se ilustra na figura seguinte.

�

��

Exemplos 4.5.

1. Seja M = Rd+1 e Ψ : Rd+1 → R a aplicação:

Ψ(x) = ||x||2.
A matriz jacobiana de Ψ é dada por

Ψ′(x) = [2x1, . . . , 2xd+1].

Como Ψ′(x) tem rank 1, se ||x|| > 0, conclúımos que todo o c = R2 > 0 é um
valor regular de Ψ, e que a esfera Sd = Ψ−1(R) é uma subvariedade mergulhada
de Rd+1.

Note que, para a estrutura diferenciável em Sd definida na Lição 1, Sd

também é uma subvariedade de Rd+1. Logo, essa estrutura diferencial coincide
necessariamente com esta.

2. Seja M = S × R um cilindro. Podemos mergulhar M em R3 da seguinte
forma: tomamos a aplicação Φ : M → R3 definida por:

Φ(θ, t) = (R cos θ,R sen θ, t),

onde identificamos S = [0, 2π]/2πZ. Esta aplicação é injectiva, e a matriz
jacobiana Φ′(θ, t) tem rank 2, logo Φ é uma imersão injectiva.

A imagem de Φ é o conjunto
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = R2

}
= Ψ−1(c),

onde c = R2 e Ψ : R3 → R é a aplicação diferenciável

Ψ(x, y, z) = x2 + y2.
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Como Ψ′(x, y, z) = [2x, 2y, 0] 6= 0 se x2 + y2 = c 6= 0, conclúımos que todo o
c 6= 0 é um valor regular de Ψ. Assim, o cilindro S × R é uma variedade que
pode ser mergulhada em R3.

3. Tal como no exemplo anterior, o 2-toro M = S × S também pode ser mer-
gulhado em R3: identificamos S × S = [0, 2π]/2πZ × [0, 2π]/2πZ e definimos
uma aplicação Φ : M → R3 por:

Φ(θ, φ) = ((R+ r cosφ) cos θ, (R + r cosφ) sen θ, r senφ).

É fácil de ver que, se R > r > 0, então Φ é uma imersão injectiva cuja imagem
é o subconjunto de R3

{
(x, y, z) ∈ R3 : (x2 + y2 + z2 −R2 − r2)2 + 4R2z2 = 4R2r2

}
= Ψ−1(c),

onde c = 4R2r2 e Ψ : R3 → R é a aplicação diferenciável

Ψ(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 −R2 − r2)2 + 4R2z2.

Deixamos como exerćıcio verificar que todo o c 6= 0 é um valor regular desta
aplicação. Portanto, o 2-toro S × S é uma variedade que pode ser mergulhada
em R3.

4. A garrafa de Klein é o subconjunto K ⊂ R4 definido da seguinte forma:
Sejam Ox, Oy, Oz, e Ow, os quatro eixos de coordenadas em R4, e designe
por C uma circunferência de raio R no plano xOy. Seja ainda θ o ângulo
nesta circunferência, contado a partir do eixo Ox.
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Considerando uma circunferência S no plano xOz, de raio r e com centro q
em C, K é obtida rodando esta circunferência em torno do eixo Oz de forma
que, quando o seu centro q ∈ C rodou de um ângulo θ, o plano de S rodou em
torno do eixo Oq no 3-espaço OqOzOw de um ângulo θ/2. Designamos por φ
o ângulo na circunferência S, medido a partir do eixo Oq.

Observe-se que os pontos de K com θ 6= 0 e φ 6= 0 são parametrizados pela
aplicação Φ1 :]0, 2π[×]0, 2π[→ R4:

Φ1(θ, φ) = ((R + r cosφ) cos θ, (R+ r cosφ) sen θ, r senφ cos θ/2, r senφ sen θ/2).

Mudando a origem a θ e a φ, obtemos outras parametrizações que cobrem os
pontos que ficaram de fora. Deixamos como exerćıcio verificar que três para-
metrizações Φ1, Φ2 e Φ3 bastam. Para estas parametrizações, as composições
Φi ◦ Φ−1

j são aplicações C∞, logo K é uma 2-superf́ıcie em R4.
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De forma análoga ao 2-toro, verificamos ainda que K é dada por:

K = Ψ−1(c, 0),

onde c = 4R2r2 e Ψ : R4 → R2 é a aplicação diferenciável

Ψ(x, y, z) = ((x2 + y2 + z2 + w2 −R2 − r2)2 + 4R2(z2 + w2), y(z2 − w2) − 2xzw).

Para c 6= 0, temos que (c, 0) é um valor regular de Ψ, e conclúımos que K é
uma subvariedade mergulhada de R4.

Na verdade, qualquer variedade poder ser mergulhada num espaço euclid-
iano de dimensão suficientemente elevada.

Teorema 4.6 (Whitney). Seja M uma variedade compacta. Existe um
mergulho injectivo Ψ : M → Rm, para algum inteiro m.

Demonstração. Como M é compacta, podemos encontrar uma colecção fi-
nita de sistemas de coordenadas {(Ui, φi) : i = 1, . . . , N} tais que:

(a) B1(0) ⊂ φi(Ui) ⊂ B2(0);

(b)
⋃N
i=1 φ

−1
i (B1(0)) = M .

Sejam λi : M → R, i = 1, . . . , N , funções em C∞(M) tais que

λi(p) =





1 se p ∈ φ−1
i (B1(0)),

0 se p 6∈ Ui.

Definam-se, ainda, aplicações diferenciáveis ψi : M → Rd, i = 1, . . . , N , por:

ψi(p) =





λiφi(p) se p ∈ Ui,

0 se p 6∈ Ui.

A aplicação Φ : M → RNd+N dada por

Φ(p) = (ψ1(p), λ1(p), . . . , ψN (p), λN (p))

é o mergulho procurado. De facto, temos que:

(i) Φ é uma imersão: Se p ∈ M , então p ∈ φ−1
i (B1(0)), para algum i.

Temos, pois, que ψi = φi numa vizinhança de p, logo dpψi = dpφi é
injectivo. Isto mostra que dpΦ é injectivo.

(ii) Φ é injectivo: Sejam p, q ∈M , com p 6= q, e seja i tal que p ∈ λ−1
i (1).

Se q 6∈ λ−1
i (1), então λi(p) 6= λi(q) e, também, Φ(p) 6= Φ(q). Por outro

lado, se q ∈ λ−1
i (1), então ψi(p) = φi(p) 6= φi(q) = ψi(q), pois φi é

injectiva. Em todo o caso, Φ(p) 6= Φ(q), logo Φ é injectiva.

Como M é compacta, conclúımos que Φ é um mergulho.
�

O resultado anterior é apenas a versão mais fraca dos resultados de Whit-
ney. Ele mostrou que toda a variedade diferenciável (compacta ou não)
de dimensão d pode ser mergulhada em R2d. A dimensão 2d é a menor
posśıvel, pois há variedades de dimensão 2d que não podem ser mergul-
hadas em R2d−1. Por outro lado, para d > 1, Whitney também mostrou que
toda a variedade diferenciável de dimensão d pode ser imersa em R2d−1.
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Exerćıcios.

1. Seja O(n) =
{
A : AAT = I

}
o conjunto das matrizes n × n ortogonais.

Mostre que O(n) é uma subvariedade mergulhada do espaço das matrizes n×n.
Verifique que o espaço tangente TIO(n), onde I designa a matriz identidade,
pode ser identificado com o espaço das matrizes n× n anti-simétricas.

2. Seja Φ : P2 → R4 a aplicação definida por

Φ([x, y, z]) =
1

x2 + y2 + z2
(x2 − z2, yz, xz, xy).

Mostre que (P2,Φ) é uma subvariedade mergulhada de R4.

3. Complete os detalhes do exemplo da garrafa de Klein, e verifique que K é
uma 2-superf́ıcie em R4.

4. Seja Ψ : M → N uma aplicação diferenciável e q ∈ N um valor regular.
Mostre que

TpΨ
−1(q) = {v ∈ TpM : dpΨ · v = 0} .

5. Seja Ψ : M → N uma aplicação diferenciável, transversal a uma subvar-
iedade Q ⊂ N (não necessariamente mergulhada). Mostre que Ψ−1(Q) é uma
subvariedade de M (não necessariamente mergulhada) e que

TpΨ
−1(Q) =

{
v ∈ TpM : dpΨ · v ∈ TΨ(p)Q

}
.

6. Mostre a seguinte versão fraca do Teorema de Sard: Seja Ψ : M → N
uma aplicação diferenciável entre variedades da mesma dimensão. O conjunto
dos valores cŕıticos de Ψ tem medida nula.

Lição 5. Folheações

Uma folheação é uma decomposição de uma variedade em subvariedades:

Definição 5.1. Seja M uma variedade de dimensão d. Uma folheação de
dimensão k de M é uma decomposição {Lα : α ∈ A} de M em conjuntos
conexos por arcos disjuntos, que satisfaz a seguinte propriedade: para todo
o p ∈ M , existe uma carta φ = (x1, . . . , xk, y1, . . . , yd−k) : U → Rd =
Rk × Rd−k, tal que as componentes conexas de Lα ∩ U são os conjuntos da
forma

{p ∈ U : y1(p) = const., . . . , yd−k(p) = const.}.
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Vamos designar uma folheação por F = {Lα : α ∈ A}. Aos conjun-
tos conexos por arcos Lα chamamos folhas. Um sistema de coordenadas
(U, φ) com a propriedade da definição diz-se distinguido. As componentes
conexas de U ∩ Lα chamam-se placas.

Um caminho de placas é uma colecção de placas P1, . . . , Pl tal que
Pi∩Pi+1 6= ∅, para todo o i = 1, . . . , l−1. É fácil de ver que dois pontos p, q ∈
M pertencem à mesma folha sse existe um caminho de placas P1, . . . , Pl, com
p ∈ P1 e q ∈ Pl.

Cada folha de uma folheação k-dimensional de M , é uma subvariedade
de M de dimensão k. Em geral, as folhas não são mergulhadas: uma folha
pode intersectar um número infinito de vezes um domı́nio de coordenadas
U , e acumular sobre si própria. Antes de verificarmos estes factos, vejamos
alguns exemplos.

Exemplos 5.2.

1. Seja Φ : M → N uma submersão. Pela forma local das submersões, as
componentes conexas de Φ−1(q), onde q ∈ N , formam uma folheação de M .
Esta folheação tem codimensão igual à dimensão de N . Neste caso, as folhas
são todas variedades mergulhadas.

2. Em M = R2, fixando a ∈ R, podemos considerar a folheação pelas rectas de
declive a. Este é um caso especial do Exemplo 1, pois esta folheação é obtida
a partir da submersão Φ : R2 → R, dada por:

Φ(x, y) = y − ax.

Neste exemplo, as folhas são todas mergulhadas.

3. Consideremos o toro T2 = R2/Z2. A folheação do Exemplo 2, induz uma
folheação de T2. Se a ∈ Q, as folhas são curvas fechadas, sendo, pois, var-
iedades mergulhadas. No entanto, se a 6∈ Q, as folhas são curvas densas no
toro, sendo apenas variedades imersas.

���

4. Seja Φ : R3 → R a aplicação

Φ(x, y, z) = f(x2 + y2)ez,

onde f ∈ C∞(R) é uma função tal que f(0) = 1, f(1) = 0 e f ′(t) ≤ 0. Esta
aplicação é uma submersão que determina uma folheação F de R3, com dois
tipos de folhas:

•As folhas no interior do cilindro C = {(x, y, z) : x2 + y2 = 1} são difeo-
morfas a R2;
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•As folhas no exterior do cilindro C são todas difeomorfas a C;
•C é uma folha de F .

Uma parametrização expĺıcita das folhas é dada por:

(x, y) 7→ (x, y, log(c/f(x2 + y2)),

com c é uma constante. No primeiro caso, c > 0 e x2 + y2 ≤ 1, enquanto no
segundo caso, c < 0 e x2 + y2 > 1.

�

5. A folheação do exemplo anterior é invariante por translações ao longo do
eixo Oz. Assim, identificando R3 = R2 × R, obtemos uma folheação no quo-
ciente R2 × S1 = R2 × R/Z. Restringindo esta folheação a D2 × S1, onde
D2 = {(x, y) : x2 + y2 < 1}, obtemos uma folheação de um toro sólido de
dimensão dois.

A esfera de dimensão 3 pode ser obtida colando dois toros sólidos de di-
mensão 2 ao longo do seu bordo:

S3 = T1 ∪Φ T2,

onde Φ : ∂T1 → ∂T2 é um difeomorfismo que leva meridianos de ∂T1 em
paralelos de ∂T2, e vice-versa. Explicitamente, se S3 = {(x, y, z, w) : x2 + y2 +
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z2 + w2 = 1}, então podemos tomar:

T1 = {(x, y, z, w) ∈ S3 : x2 + y2 ≤ 1/2},
T2 = {(x, y, z, w) ∈ S3 : x2 + y2 ≥ 1/2}.

Cada um destes toros possui uma folheação de dimensão 2 como acima. Obte-
mos, então, uma folheação de dimensão 2 da esfera S3, que se chama fol-

heação de Reeb de S3.

Proposição 5.3. Seja F uma folheação k-dimensional de uma variedade
M . Toda a folha L ∈ F é uma subvariedade inicial de dimensão k.

Demonstração. Seja L uma folha de F . A topologia de L é a topologia
gerada pelas placas de L, i.e., as componentes conexas de L ∩ U , onde U é
um aberto distinguido. Para cada cada placa P , associada a um sistema de
coordenadas distinguido (U, φ) = (U, x1, . . . , xk, y1, . . . , yd−k), consideramos
a aplicação ψ : P → Rk definida pelas primeiras k-componentes:

ψ(p) = (x1(p), . . . , xk(p)).

Assim, L é um espaço localmente euclidiano, Hausdorff, e as funções de
transição são claramente C∞. Podemos, pois, considerar o atlas maximal
que contém as cartas (U,ψ). Para verificar que L é uma variedade falta
apenas mostrar que a sua topologia admite uma base contável. Para isso,
recorremos ao seguinte lema:

Lema 5.4. Seja L uma folha de F e {Un : n ∈ Z} uma cobertura contável
de M por abertos distinguidos. As placas de L nesta cobertura (i.e., as
componentes conexas dos L ∩ Un, n ∈ Z) são em número contável.

Fixemos uma placa P0 de L na cobertura {Un : n ∈ Z}. Se uma placa
P ′ pertence a L então existe um caminho de placas P1, . . . , Pl na cobertura,
que liga P ′ a P0. Basta, pois, verificar que a colecção de caminhos de placas
na cobertura é contável.

Para uma caminho de placas P1, . . . , Pl chamamos a l o comprimento do
caminho. Vamos mostrar, por indução, que a colecção de caminhos de placas
na cobertura, de comprimento menor ou igual a N , é contável:

• A colecção de caminhos de placas na cobertura de comprimento 1
contém um só elemento, logo é contável.

• Suponhamos que a colecção de caminhos de placas na cobertura,
de comprimento menor que N , é contável. Seja P1, . . . , PN−1 um
caminho de placas de comprimento N−1, que corresponde a abertos
distinguidos U1, . . . , UN−1. Para obter um caminho de placas de
comprimento N , tomamos um aberto distinguido UN 6= UN−1 e
consideramos a placas P ′, componentes conexas de L∩UN , tais que
a intersecção com PN−1 é não-nula. Ora, (L ∩ UN ) ∩ PN−1 = UN ∩
PN−1 é uma cobertura aberta da placa PN−1, logo possui um número
contável de componentes. Assim, os P ′ são em número contável.
Conclúımos que a colecção de caminhos de placas na cobertura, de
comprimento menor ou igual a N , é contável.
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Deixamos como exerćıcio verificar que as folhas são subvariedade iniciais.
�

Observação 5.5. Uma consequência da proposição é que uma folha inter-
secta um aberto distinguido um número contável de vezes.

Vamos ver agora algumas caracterizações alternativas de folheações.
Seja F = {Lα : α ∈ A} uma folheação de M , de dimensão k. Se (U, φ) e

(V, ψ) são sistemas de coordenadas distinguidos, então a transformação de
coordenadas ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ), é da forma:

Rk × Rd−k 3 (x, y) 7→ (h1(x, y), h2(y)) ∈ Rk × Rd−k.

Por outras palavras, é válida a relação:

(5.1)
∂(ψ ◦ φ−1)j

∂xi
= 0, (i = 1, . . . , k, j = k + 1, . . . , d).

Reciprocamente, designemos por Gkd os difeomorfismos locais Rd → Rd

que satisfazem esta condição. Podemos generalizar a noção de estrutura
diferenciável requerendo que, na Definição 1.1, as funções de transição sejam
elementos de Gkd . Obtemos, assim, a noção de Gkd -estrutura diferenciável.
Temos a seguinte caracterização alternativa de folheação:

Proposição 5.6. Seja M uma variedade diferenciável. Para toda a fol-
heação F = {Lα : α ∈ A} de M , a colecção C = {(U, φ)} dos sistemas de
coordenadas distinguidos, define uma Gkd -estrutura diferenciável. Recipro-

camente, para toda a Gkd -estrutura diferenciável C em M , existe uma única
folheação F de M , para a qual os sistemas de coordenadas distinguidos são
os elementos de C.

U
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Demonstração. Já vimos que toda a folheação determina uma Gkd -estrutura

diferenciável. Reciprocamente, dada uma Gkd -estrutura diferenciável C =
{(U, φ)}, vamos associar-lhe uma folheação de M .

Para isso, consideramos as placas φ−1(Rk × {c}), onde c ∈ Rd−k. Como
M é coberta pelas placas, podemos definir a relação de equivalência em M :

• p ∼ q se existe um caminho de placas P1, . . . , Pl com p ∈ P1 e q ∈ Pl.
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Seja F o conjunto das classes de equivalência. Vamos verificar que F é uma
folheação de M .

Seja p0 ∈M , e consideremos uma placa P0 que contém p0. Então

P0 = φ−1(Rk × {c0}),
para um sistema de coordenadas (U, φ) ∈ C, onde φ(p0) = (a0, c0) ∈ Rk ×
Rd−k. Vejamos que o sistema de coordenadas (U, φ) é um sistema de coor-
denadas distinguido: Seja L ∈ F uma classe de equivalência que intersecta
U . Se p ∈ U ∩ L, então φ(p) = (a, c) ∈ Rk × Rd−k, e temos que a placa

P = φ−1(Rk × {c}),
está contida em L. Como P é conexa, é claro que P está contida na com-
ponente conexa de L ∩ U que contém p. Afirmamos que esta componente
conexa é precisamente P , donde resulta que (U, φ) é um sistema de coorde-
nadas distinguido.

Seja q ∈ L ∩ U um ponto da componente conexa que contém p. Vamos
mostrar que q ∈ P . Por definição de ∼, existe um caminho de placas
P1, . . . , Pl, com p ∈ P1 e q ∈ Pl, e tal que Pi ⊂ U . A cada placa Pi
está associado um sistema de coordenadas (Ui, φi) ∈ C, tal que

Pi = φ−1
i (Rk × {ci}).

Podemos, ainda, assumir que U1 = U , φ1 = φ, P1 = P e c1 = c. Como
φ2 ◦ φ−1 ∈ Gkd , temos que:

φ−1
2 (Rk × {c2}) ⊂ φ−1

2 ◦ φ2 ◦ φ−1 ◦ (Rk × {c̄2}) = φ−1(Rk × {c̄2}),
para algum c̄2 ∈ Rd−k. Como P2 ∩ P1 6= ∅, e as placas φ−1 ◦ (Rk × {c}) são
disjuntas, conclúımos que c̄2 = c1 e P2 ⊂ P1 = P . Por indução Pi ⊂ P , logo
q ∈ P , como pretendido. �

Vimos acima, que um exemplo muito simples de folheação é dada pelas
componentes conexas das fibras de uma submersão. De facto, toda a fol-
heação F = {Lα}α∈A de M é, localmente, desta forma: para cada p ∈ M ,
podemos escolher um sistema de coordenadas distinguido

φ = (x1, . . . , xk, y1, . . . , yd−k) : U → Rd,

e a projecção nas últimas (d− k)-componentes:

ψ = (y1, . . . , yd−k) : U → Rd−k,

é uma submersão, cujas fibras são as componentes conexas de Lα ∩ U . Ob-
serve que dado outro sistema de coordenadas distinguido

φ̄ = (x̄1, . . . , x̄k, ȳ1, . . . , ȳd−k) : Ū → Rd,

com U ∩ Ū 6= ∅, temos uma nova submersão

ψ̄ = (ȳ1, . . . , ȳd−k) : Ū → Rd−k.

Como a transformação de coordenadas é da forma

φ̄ ◦ φ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y)),
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onde h2 é uma aplicação cuja matriz jacobiana

[
∂hj2
∂yi

]d−k

i,j=1

tem rank d − k, conclúımos que as submersões ψ e ψ̄ diferem por um
difeomorfismo local: para cada p ∈ U ∩ Ū existe um difeomorfismo local
Ψ : Rd−k → Rd−k, tal que

ψ̄ = Ψ ◦ ψ,
numa vizinhança Up ⊂ U ∩ Ū de p.

Isto sugere uma nova definição alternativa de folheação:

Proposição 5.7. Seja M uma variedade de dimensão d. Uma folheação
F de dimensão k de M determina uma colecção maximal {ψi}i∈I de sub-
mersões ψi : Ui → Rd−k, onde {Ui}i∈I é uma cobertura aberta de M , que
satisfaz a seguinte propriedade: Para todo o i, j ∈ I e p ∈ Ui∩Uj, existe um

difeomorfismo local ψpji de Rd−k, tal que:

ψj = ψpji ◦ ψi,

numa vizinhança Up de p. Reciprocamente, toda a colecção deste tipo define
uma folheação de M .

A demonstração desta proposição será deixada como exerćıcio.

Dada uma colecção de submersões {ψi}i∈I , como na proposição, consid-
eremos, para cada par i, j ∈ I, a aplicação

φij : Ui ∩ Uj → Dif loc(R
d−k), p 7−→ φpij .

Esta aplicação satisfaz

(5.2) (φji)
−1 = φji em Ui ∩ Uj ,

e a condição de cociclo:

(5.3) φij ◦ φjk ◦ φki = 1 em Ui ∩ Uj ∩ Uk.

A possibilidade de associar um cociclo a uma folheação é um facto muito
importante, como veremos mais tarde aquando do estudo dos fibrados, na
Parte IV destas notas.

Vejamos agora algumas construções que nos permitem obter novas fol-
heações a partir de folheações conhecidas. Os detalhes são deixados como
exerćıcio.

Produto de folheações. Sejam F1 e F2 folheações de M1 e M2. Então temos

uma folheação produto F1 × F2 de M1 ×M2: se F1 = {L(1)
α }α∈A e F2 =

{L(2)
β }β∈B , então F1 × F2 = {L(1)

α × L
(2)
β }(α,β)∈A×B . Para esta folheação

produto temos codim (F1 ×F2) = codimF1 + codimF2.
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Pull-back de uma folheação. Sejam M e N variedades diferenciáveis, Φ :
M → N uma aplicação diferenciável, e F uma folheação de N . Assuma-se
que Φ é transversal a F , i.e., que para todo o p ∈M

dpΦ(TpM) + TΦ(p)L = TΦ(p)N,

onde L é a folha de F que contém p. Então obtemos uma nova folheação
Φ∗(F) de M , em que as folhas são as componentes conexas de Φ−1(L), com
L ∈ F . Para esta folheação temos codimΦ∗(F) = codimF .

Suspensão de um difeomorfismo. Seja Φ : M → M um difeomorfismo. Na
variedade R ×M temos uma folheação F de dimensão 1, em que as folhas
são os conjuntos R × {p}, com p ∈ M . Em R ×M temos uma acção de Z
definida por

n · (t, p) = (t+ n,Φn(p)).

Esta acção transforma folhas de F em folhas de F , e o quociente N =
(R×M)/Z é uma variedade. Assim, obtemos uma folheação F̃ de N , cujas
folhas são as classes [L] em N , com L ∈ F . A esta folheação chama-se
suspensão do difeomorfismo Φ.

As folheações surgem naturalmente em muitas construções de geometria
diferencial e veremos muitos outros exemplos de folheações nestas notas.

Exerćıcios.

1. Mostre que as folhas de uma folheação são subvariedades iniciais.

2. Demonstre a Proposição 5.7.

3. Sejam F1 e F2 folheações de M1 e M2, definidas por famı́lias de submersões
{(Ui, ψi)}i∈I e {(Vj , φj)}j∈J . Mostre que {(Ui × Vj , ψi × φj)}(i,j)∈I×J define
uma famı́lia de submersões associada à folheação produto F1×F2 de M1×M2.

4. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável e F uma folheação de N .
Se F é definida por uma famı́lia de submersões {(Ui, ψi)}i∈I , mostre que Φ é
transversal a F sse ψi ◦ Φ é uma submersão, para cada i ∈ I . Conclua que
Φ∗(F) é a folheação definida pela famı́lia de submersões {(Φ−1(Ui), ψi◦Φ)}i∈I .

5. Seja F a folheação de Reeb de S3, e Φ : S3 → N uma aplicação cont́ınua
constante em cada folha de F . Mostre que Φ é constante.

6. Sejam F1 e F2 duas folheações de uma variedade M com a propriedade:

TpM = TpL
(1) + TpL

(2), ∀p ∈M,

onde L(1) e L(2) são as folhas de F1 e F2 que passam por p. Mostre que existe

uma folheação F de M cujas folhas são as componentes conexas de L
(1)
i ∩L(2)

j ,
e que satisfaz codimF = codimF1 + codimF2.

7. Para uma folheação F de M , designa-se por M/F o espaço das folhas com
a topologia quociente. Para cada um dos exemplos do texto, descreva explici-
tamente o espaço das folhas.
(Nota: O espaço da folhas é, frequentemente, bastante pobre. Uma boa parte
da teoria da folheações é dedicada a encontrar melhor modelos para M/F .)
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Lição 6. Quocientes

Já vimos várias construções que produzem novas variedades a partir de
variedades conhecidas, tais como o produto cartesiano de variedades, ou a
imagem inversa de subvariedades por aplicações transversais. Uma outra
forma de produzir novas variedades é formando quocientes de variedades.

Seja M um espaço topológico. Se ∼ é uma relação de equivalência em
M , vamos designar por M/ ∼ o conjunto das classes equivalência e por
π : M →M/ ∼ a aplicação que a p ∈M associa a sua classe de equivalência:
π(p) = [p]. Em M/ ∼ consideramos a topologia quociente: um conjunto
V ⊂ M/ ∼ é aberto sse π−1(V ) é aberto. Esta é a topologia mais fina em
M/ ∼ para a qual a aplicação quociente π : M → M/ ∼ é cont́ınua. Um
resultado básico sobre a topologia quociente, cuja verificação deixamos como
exerćıcio, é o seguinte:

Lema 6.1. Seja M um espaço topológico Hausdorff e ∼ uma relação de
equivalência em M , tal que π : M → M/ ∼ é uma aplicação aberta para a
topologia quociente. Então M/ ∼ é Hausdorff sse o gráfico de ∼, dado por

R = {(p, q) ∈M ×M : p ∼ q},
é um subconjunto fechado de M ×M .

Seja, agora, M uma variedade e ∼ uma relação de equivalência em M .
Gostaŕıamos, naturalmente, de saber quando é que existe um estrutura difer-
enciável em M/ ∼, compat́ıvel com a topologia quociente. Antes de enunciar
um resultado que fornece uma resposta completa a esta questão, precisamos
de uma definição.

Recordemos que uma aplicação cont́ınua Φ : X → Y , entre dois espaço
topológicos, diz-se própria se Φ−1(K) ⊂ X é compacto para todo o conjunto
compacto K ⊂ Y . Se X e Y são Hausdorff, uma aplicação própria é,
necessariamente, uma aplicação fechada.

Definição 6.2. Uma subvariedade própria é uma subvariedade (N,Φ)
de M em que Φ : N →M é uma aplicação própria.

Por um exerćıcio da Lição 3, uma subvariedade própria é mergulhada.
Por outro lado, se Φ : N → M é própria, então a sua imagem Φ(N) é
fechada. Reciprocamente, é fácil de ver que uma subvariedade mergulhada
e fechada, é uma subvariedade própria.

Teorema 6.3. Seja M uma variedade e ∼ uma relação de equivalência em
M . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Existe uma estrutura diferenciável em M/ ∼ tal que π : M →M/ ∼ é
uma submersão.

(ii) O gráfico de ∼ é uma subvariedade própria de M ×M e a projecção
p1 : M ×M →M restrita a R é uma submersão.

R �

� // M ×M
p2

$$I
IIIIIIII

p1

zzuuuuuuuuu

M M

Demonstração. Vejamos, separadamente, ambas as implicações.
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(i) ⇒ (ii). O gráfico da aplicação quociente

G(π) = {(p, π(p)) : p ∈M} ⊂M ×M/ ∼,
é uma subvariedade própria (ver Exerćıcio 2). Como Id × π : M ×M →
M ×M/ ∼ é uma submersão, e

R = (Id× π)−1(G(π)),

vemos que R ⊂ M ×M é uma subvariedade mergulhada e fechada, i.e., é
uma subvariedade própria.

Por outro lado, a aplicação (Id × π)|R : R → G(π) é uma submersão
e a aplicação G(π) → X, (p, π(p)) 7→ p é um difeomorfismo. Logo a sua
composição p1|R é uma submersão.

(ii) ⇒ (i). Dividimos a demonstração em vários lemas. O primeiro lema
afirma que, localmente, podemos “endireitar” ∼:

Lema 6.4. Para todo o p ∈ M , existe um sistema de coordenadas locais
(U, (x1, . . . , xd)) centrado em p, tal que

∀q, q′ ∈ U, q ∼ q′ sse xk+1(q) = xk+1(q′), . . . , xd(q) = xd(q′),

onde k é um inteiro independente de p e d = dimM .

Para demonstrar este lema, seja ∆ ⊂ M ×M a diagonal. Temos que
∆ ⊂ R ⊂M×M , com ∆ e R ambas subvariedades mergulhadas de M×M .
Logo, ∆ é uma subvariedade mergulhada de R.

Assim, para cada p ∈M , existe uma vizinhança O de (p, p) em M ×M e
uma submersão Φ : O → Rd−k, onde d− k = codimR, tais que:

(q, q′) ∈ O ∩R sse Φ(q, q′) = 0.

Note-se que k ≥ 0, pois ∆ ⊂ R e codim∆ = d.
A aplicação q 7→ Φ(q, p) tem diferencial com rank máximo em q = p. De

facto, identificando T(p,p)(M × M) = TpM × TpM , vemos que o diferen-
cial d(p,p)Φ é zero no subespaço formado pelos elementos da forma (v,v) ∈
TpM × TpM , e este subespaço é transversal ao subespaço formado por ele-
mentos da forma (v, 0) ∈ TpM×TpM . Assim, existe uma vizinhança V de p
tal que V × V ⊂ O, e a aplicação q 7→ Φ(q, p) é uma submersão em V . Pela
forma canónica para submersões, podemos assumir que existem coordenadas
locais (V, φ) = (V, (u1, . . . , uk, v1, . . . , vd−k)) centradas em p, tais que

Φ ◦ (φ−1 × φ−1)(u1, . . . , uk, v1, . . . , vd−k, 0, . . . , 0) = (v1, . . . , vd−k).

Nestas coordenadas, os pontos q ∈ V tais que q ∼ p são precisamente os
pontos que satisfazem v1(q) = 0, . . . , vd−k(q) = 0.

Vamos escrever Φ̂ = Φ ◦ (φ−1 × φ−1). A aplicação

Rd × Rd−k → Rd−k, (u, v, w) 7→ Φ̂((u, v), (0, w)),

satisfaz

Φ̂((u, v), (0, 0)) = v.

Assim, a matriz das derivadas parciais ∂Φ̂i/∂vj , (i, j = 1, . . . , d − k), é
invert́ıvel, e podemos aplicar o Teorema da Função Impĺıcita, para concluir
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que existe uma função diferenciável Rk × Rd−k → Rd−k, (u,w) 7→ v(u,w),
com a propriedade de que:

Φ̂((u, v), (0, w)) = 0 sse v = v(u,w).

Como v(0, w) = w é solução desta equação, por unicidade, temos que

φ(0, w) ∼ φ(0, w′) sse w = w′.

Isto mostra, ainda, que a aplicação (u,w) 7→ (u, v(u,w)) é um difeomorfismo
local. Existe, pois, um aberto U onde

(x1, . . . , xd) = (u1, . . . , uk, w1, . . . , wd−k)

são coordenadas locais. Nestas coordenadas, temos que

∀q, q′ ∈ U, q ∼ q′ sse xk+1(q) = xk+1(q′), . . . , xd(q) = xd(q′),

o que termina a demonstração do lema.

Como as funções coordenadas xk+1, . . . , xd, dadas pelo lema, passam ao
quociente M/ ∼, vamos considerar os pares da forma (π(U), (x̄k+1, . . . , x̄d)),
onde x̄i é a função induzida por xi em π(U).

Lema 6.5. A famı́lia {(π(U), (x̄k+1, . . . , x̄d))} define em M/ ∼ uma estru-
tura de espaço localmente euclidiano.

Primeiro observamos que π : M → M/ ∼ é uma aplicação aberta. De
facto, para qualquer V ⊂M , temos que

π−1(π(V )) = p1|R((p2|R)−1(V )).

Mas, por hipótese, p1|R é uma submersão, logo é uma aplicação aberta.
Assim, se V ⊂ M é aberto, então π−1(π(V )) também é aberto, donde con-
clúımos que π(V ) ⊂M/ ∼ é aberto.

Temos, pois, que os π(U) são abertos. Como a aplicação

(xk+1, . . . , xd) : U → Rd−k

é cont́ınua e aberta, segue-se também que a aplicação induzida

(x̄k+1, . . . , x̄d) : π(U) → Rd−k

é cont́ınua, aberta, e injectiva, i.e., é um homeomorfismo para a sua imagem.

Mostramos ainda que:

Lema 6.6. A famı́lia {(π(U), (x̄k+1, . . . , x̄d))} determina uma estrutura difer-
enciável em M/ ∼ tal que π : M →M/ ∼ é uma submersão.

Consideremos dois sistemas de coordenadas na nossa famı́lia:

(π(U), φ̄) = (π(U), (x̄k+1, . . . , x̄d)) e

(π(V ), ψ̄) = (π(V ), (ȳk+1, . . . , ȳd)),

que correspondem a sistemas de coordenadas em M :

(U, φ) = (U, (x1, . . . , xd)) e

(V, ψ) = (V, (y1, . . . , yd)).
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A respectiva função de transição

ψ̄ ◦ φ̄−1 : Rd−k → Rd−k,

composta com a projecção p : Rd → Rd−k nas últimas d− k componentes, é
dada por:

ψ̄ ◦ φ̄−1 ◦ p = p ◦ ψ ◦ φ−1.

Como o lado direito é uma aplicação diferenciável Rd → Rd−k, segue-se que
a função de transição ψ̄ ◦ φ̄−1 é diferenciável.

Para verificar que π : M → M/ ∼ é uma submersão, basta observar que
nos sistemas de coordenadas (U, x1, . . . , xd) para M e (π(U), (x̄k+1, . . . , x̄d))
para M/ ∼, esta aplicação coincide com a projecção p : Rd → Rd−k.

Para terminar a demonstração, verificamos que

Lema 6.7. A topologia em M/ ∼ é Hausdorff e possui uma base contável.

É claro que se M possui uma base contável, então a topologia quociente
também possui uma base contável. Como o gráfico de ∼ é fechado em
M×M ,M é Hausdorff e π é aberta, segue-se queM/ ∼ é Hausdorff (cf. Lema
6.1).

�

Uma classe muito importante de relações de equivalência é dada pelas
acções de grupos de difeomorfismos. Fixemos uma acção de um grupo G

numa variedade M , i.e., um homomorfismo Ψ̂ : G → Dif(M), onde Dif(M)
é o grupo dos difeomorfismos de M . Também podemos ver uma acção como
uma aplicação Ψ : G×M →M , que escrevemos (g, p) 7→ g · p, de forma que

g · p = Ψ(g)(p).

Como Ψ̂ é um homomorfismo de grupos, obtemos:

(a) e · p = p, para todo o p ∈M ;
(b) g · (h · p) = (gh) · p, para todo o g, h ∈ G e p ∈M .

Reciprocamente, toda a aplicação Ψ : G ×M → M , com p 7→ g · p difer-

enciável para g ∈ G, determina um homomorfismo Ψ̂ : G→ Dif(M).
O quociente G\M é, por definição, o conjunto das classes de equivalência

associadas à relação definida por:

p ∼ q ⇐⇒ ∃g ∈ G : q = g · p.
Gostaŕıamos, pois, de saber que condições deve satisfazer uma acção para
que o quociente G\M seja uma variedade.

Uma acção livre é uma acção G×M →M em que todo o g ∈ G− {e}
actua sem pontos fixos, i.e.,

g · p = p para algum p ∈M =⇒ g = e.

Designando por Gp o subgrupo de isotropia do ponto p ∈M , i.e.,

Gp = {g ∈ G : g · p = p},
vemos que uma acção é livre sse Gp = {e}, para todo o p ∈M .

Estamos, ainda, interessados na seguinte classe de acções:
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Definição 6.8. Dizemos que a acção Ψ : G ×M → M é propriamente

descont́ınua se satisfaz as seguintes duas condições:

(a) Para todo o p ∈M , existe um vizinhança U de p, tal que:

g · U ∩ U = ∅, ∀g ∈ G−Gp.

(b) Se p, q ∈ M não pertencem à mesma órbita, então existem vizinhanças
U de p e V de q, tais que

g · U ∩ V = ∅, ∀g ∈ G.

Temos então:

Corolário 6.9. Seja Ψ : G × M → M uma acção livre e propriamente
descont́ınua dum grupo G numa variedade M . Então existe uma estrutura
diferenciável em G\M tal que π : M → G\M é um difeomorfismo local.

Demonstração. Vamos verificar a condição (ii) do Teorema 6.3.
Vejamos que R ⊂ M × M é uma subvariedade mergulhada. Como a

acção é livre, a condição (a) da Definição 6.8 mostra que, dado um ponto
(p0, g0 · p0) ∈ R, existe um aberto U contendo p0, tal que:

g · U ∩ U = ∅, ∀g ∈ G− {e}.
Vemos imediatamente que

(U × g0 · U) ∩R = {(q, g0 · q) : q ∈ U}.
Assim, a aplicação

U → (U × g0 · U) ∩R, q 7→ (q, g0 · q),
é uma parametrização de uma vizinhança de (p0, g0 ·p0) em R (com a topolo-
gia relativa). Como este ponto era arbitrário, segue-se que R é uma variedade
mergulhada. Note-se, ainda, que a projecção p1 : M ×M → M restrita a
R inverte estas parametrizações. Logo, p1 restrito a R é um difeomorfismo
local.

Deixamos como exerćıcio verificar que a inclusão

R = {(p, g · p) : p ∈M, g ∈ G} ↪→M ×M

é própria. �

Nas condições do corolário, é fácil de ver que a projecção π : M → G\M
é, de facto, um revestimento. Assim, se M é 1-conexa, então M é um
revestimento universal de G\M , e temos que π1(G\M) ' G.

Exemplo 6.10.
Seja M = Sn, com n > 1. Consideremos a acção Z2 × Sn → Sn defina por:

±1 · (x0, . . . , xn) = ±(x0, . . . , xn).

Esta acção é livre e propriamente descont́ınua. Conclúımos que o quociente
Pn = Sn/Z2 é uma variedade. Como Sn, para n > 1, é 1-conexa, conclúımos
ainda que esta aplicação é um revestimento universal e que π1(Pn) = Z2.

As acções propriamente descont́ınuas surgem naturalmente no estudo de
grupos finitos ou discretos (ver exerćıcios). No estudo de grupos cont́ınuos há
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que considerar outras classes de acções. Na próxima série de lições, estudare-
mos acções de uma classe muito importante de grupos infinitos cont́ınuos,
os chamados grupos de Lie. Iremos estudar nessa altura outros exemplos de
quocientes.

Exerćıcios.

1. Seja M um espaço topológico Hausdorff e ∼ uma relação de equivalência em
M , tal que π : M →M/ ∼ é uma aplicação aberta para a topologia quociente.
Mostre que a topologia quociente em M/ ∼ é Hausdorff sse o gráfico de ∼ é
fechado.

2. Seja M um espaço topológico Hausdorff e ∼ uma relação de equivalência em
M , tal que π : M → M/ ∼ é uma aplicação aberta, para a topologia quociente.
Mostre que M/ ∼ é Hausdorff sse o gráfico de ∼ é um subconjunto fechado de
M ×M .

3. Mostre que (N,Φ) é uma subvariedade própria sse Φ é um mergulho e
Φ(N) ⊂M é fechado.

4. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. Mostre que o seu gráfico

G(Φ) = {(p,Φ(p)) : p ∈M} ⊂M ×N,

é uma subvariedade própria de M ×N .

5. Na variedade R2 − {0} considere a relação de equivalência ∼ em que as
classes de equivalência são as componentes conexas das rectas horizontais y =
const. Mostre que no espaço quociente existe uma estrutura diferenciável não-
Hausdorff.

6. Se G×M →M é uma acção livre e propriamente descont́ınua verifique que
a inclusão

R = {(p, g · p) : p ∈M, g ∈ G} ↪→M ×M

é própria.

7. Se G×M →M é uma acção dum grupo finito G numa variedade compacta
M , mostre que a inclusão

R = {(p, g · p) : p ∈M, g ∈ G} ↪→M ×M

é própria.

8. Mostre que uma acção livre de um grupo finito G numa variedade M é
propriamente descont́ınua.

9. Seja F uma folheação de M e designe por M/F o espaço das folhas. Dize-
mos que F é uma folheação simples se para cada p ∈ M existe um sistema
de coordenadas distinguido (U, φ) com a propriedade de que toda a folha L
intersecta U no máximo numa placa. Mostre que F é simples sse existe uma es-
trutura diferenciável em M/F , em geral não-Hausdorff, para a qual a aplicação
π : M →M/F é uma submersão.
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PARTE II. Teoria de Lie

Depois de, na primeira série de lições, termos introduzido alguns dos
conceitos elementares sobre variedades, vamos agora iniciar o estudo da
geometria diferencial local. Os conceitos e ideias principais a reter nesta
segunda série de lições são:

• Na Lição 7: A noção fundamental de campo vectorial e os conceitos
base a ela associada: curva integral e fluxo de um campo.

• Na Lição 8: Parênteses de Lie de campos vectoriais. Derivada de
Lie, que nos permite diferenciar objectos ao longo de um campo
vectorial.

• Na Lição 9: Distribuições, objectos que generalizam a noção de
campo vectorial. Distribuições involutivas, que são descrições in-
finitesimais de folheações.

• Na Lição 10: Grupos de Lie, uma classe muito importante de var-
iedades, e os seus análogos infinitesimais, as álgebras de Lie.

• Na Lição 11: Como integrar álgebras de Lie em grupos de Lie.
• Na Lição 12: Os grupos de transformações que são realizações conc-

retas de grupos de Lie.
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Lição 7. Campos Vectoriais e Fluxo

Definição 7.1. Um campo vectorial numa variedade M é uma secção do
fibrado tangente π : TM → M , i.e., é uma aplicação X : M → TM tal
que π ◦ X = I. O campo vectorial X diz-se de classe C∞ se a aplicação
X : M → TM é de classe C∞. Designamos por X(M) o conjunto dos
campos vectoriais C∞ numa variedade M .

Se X é um campo vectorial em M , designamos por Xp, em vez de X(p),
o valor do campo vectorial no ponto p ∈ M . Para cada p ∈ M , Xp é uma
derivação e, portanto, dada uma função f ∈ C∞(M) podemos definir uma
nova função X(f) : M → R por:

X(f)(p) ≡ Xp(f).

Recordando a noção de diferencial de uma função, observe que esta definição
é equivalente a:

X(f) = df(X).

Deve ser claro da definição de vector tangente, que a aplicação f 7→ X(f)
satisfaz:

(i) X(f + λg) = X(f) + λX(g);
(ii) X(fg) = X(f)g + fX(g);

Seja (U, x1, . . . , xd) um sistema de coordenadas da variedade M . Então
temos campos vectoriais ∂

∂xi ∈ X(U) definidos por:

∂

∂xi
(p) ≡ ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, (i = 1, . . . , d).

Se X ∈ X(M) é um campo vectorial em M , a sua restrição ao aberto U ,
designada por X|U , pode ser escrita na forma:

X|U =

d∑

i=1

Xi ∂

∂xi
,

onde os X i : U → R são certas funções, a que chamamos componentes do
campo vectorial X em relação às coordenadas (x1, . . . , xd).

Lema 7.2. Seja X um campo vectorial numa variedade M . As seguintes
afirmações são equivalentes:

(i) O campo vectorial X é de classe C∞;
(ii) Para todo o sistema de coordenadas (U, x1, . . . , xd), as componentes X i

de X em relação a estas coordenadas são funções de classe C∞;
(iii) Para qualquer função f ∈ C∞(M), a função X(f) é de classe C∞.

Demonstração. Vejamos as implicações (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i).
Para verificar que (i) ⇒ (ii), observe que se X é de classe C∞ e U é um

aberto, então a restrição X|U é de classe C∞. Assim, se (U, x1, . . . , xd) é um
sistema de coordenadas, temos que dxi(X|U ) é de classe C∞. Mas:

dxi(X|U ) = dxi(

d∑

j=1

Xj ∂

∂xj
) = X i.
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Para verificar que (ii) ⇒ (iii), observe que f ∈ C∞(M) se e só se f |U ∈
C∞(U), para todo o domı́nio de coordenadas U . Mas:

X(f)|U =

d∑

i=1

Xi ∂f

∂xi
∈ C∞(U).

Para verificar que (iii) ⇒ (i), basta verificar que X|U é C∞, para todo o
domı́nio de coordenadas U . Recordemos que, se (U, x1, . . . , xd) é um sistema
de coordenadas de M , então

(π−1(U), (x1 ◦ π, . . . , xd ◦ π,dx1, . . . ,dxd))

é um sistema de coordenadas de TM . Como:

xi ◦ π ◦X|U = xi ∈ C∞(U),

dxi ◦X|U = X(xi) ∈ C∞(U),

conclúımos que X|U é C∞. �

Assim, um campo vectorial X ∈ X(M) determina uma derivação linear
em C∞(M). Reciprocamente,

Lema 7.3. Toda a derivação linear D : C∞(M) → C∞(M) determina um
campo vectorial X ∈ X(M), através da fórmula:

Xp(f) = D(f)(p).

Demonstração. A única coisa a mostrar é que Xp(f) depende apenas do
germe [f ] ∈ Gp, i.e., que se f, g ∈ C∞(M) são funções que coincidem nalguma
vizinhança de p, então D(f)(p) = D(g)(p). Isto segue-se do facto de que
uma derivação D é local, i.e., que se f ∈ C∞(M) é uma função que se anula
num aberto U ⊂M , então D(f) também se anula em U . Para ver isto, seja
p ∈ U , e escolha-se uma função g ∈ C∞(M) tal que g(p) > 0 e sup g ⊂ U .
Como gf ≡ 0, temos:

0 = D(gf) = D(g)f + gD(f).

Calculando ambos os lados em p, obtemos D(f)(p) = 0. Logo, D(f)|U = 0,
como pretendido. �

Daqui em diante, utilizaremos a mesma letra para representar um campo
vectorial e a derivação de C∞(M) que lhe está associada.

Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. Em geral, dado um campo
vectorial X em M , não é posśıvel transportar X para um campo vectorial
Y em N (com recurso a Φ), e vice-versa. De qualquer forma, a seguinte
definição é muito útil.

Definição 7.4. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. Um campo
vectorial X ∈ X(M) diz-se Φ-relacionado com um campo Y ∈ X(N) se,
para todo o p ∈M , temos

YΦ(p) = dΦ(Xp).
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Em certos casos, como, por exemplo, quando Φ é um isomorfismo, pode-
mos determinar Y a parir de X e de Φ. Neste caso, e só neste caso, escreve-
mos Y = Φ∗X. Note que, como derivações, temos que

Φ∗X(f) = X(f ◦ Φ), ∀f ∈ C∞(N).

Vamos chamar caminho numa variedade M a uma aplicação cont́ınua
γ :]a, b[→ M . Um caminho suave é um caminho em que a aplicação γ
é de classe C∞. Também consideramos caminhos γ : I → M definidos em
intervalos que podem não ser abertos. Neste caso, dizemos que γ é suave
se possui uma extensão a uma caminho suave definido num intervalo aberto
J ⊃ I. Se γ : I →M é um caminho suave, a sua derivada é:

γ̇(t) ≡ dγ · ∂
∂t

∣∣∣∣
t

∈ Tγ(t)M,

e está definida para todo o t ∈ I. Observe que a derivada t 7→ γ̇(t) é um
caminho suave em TM .

Definição 7.5. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial. Um caminho suave
γ : I →M diz-se uma curva integral de X se

(7.1) γ̇(t) = Xγ(t), ∀t ∈ I.

Em coordenada locais (U, (x1, . . . , xd)), o caminho γ(t) fica determinado
pelas suas componentes γi(t) = xi(γ(t)). Por exemplo, a sua derivada é
dada por:

γ̇ = dγ · ∂
∂t

=
d∑

i=1

dγi

dt

∂

∂xi
.

Por seu lado, as curvas integrais dum campo vectorial X, com componentes
Xi em relação às coordenadas (x1, . . . , xd), são as soluções do sistema de
e.d.o.’s:

(7.2)
dγi

dt
= Xi(γ1(t), . . . , γd(t)), (i = 1, . . . , d).

Este sistema é a forma local das equações (7.1). Resultados standard sobre
existência, unicidade e intervalo máximo de definição de soluções, de um
sistema de e.d.o.’s, fornece a seguinte proposição.

Proposição 7.6. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial. Para cada p ∈ M ,
existem números ap, bp ∈ R ∪ {±∞} e uma curva suave γp :]ap, bp[→ M ,
tais que:

(i) 0 ∈]ap, bp[ e γp(0) = p;
(ii) γp é uma curva integral de X;
(iii) Se η :]c, d[→ M é uma curva integral de X que satisfaz (i) e (ii), então

]c, d[⊂]ap, bp[ e γp|]c,d[ = η.

A γp chamamos a curva integral maximal de X por p. A proposição
mostra que, por cada ponto, passa uma única curva integral maximal. As-
sim, para cada t ∈ R, vamos definir

Dt = {p ∈M : t ∈]ap, bp[},
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e o fluxo do campo vectorial X ∈ X(M) é a aplicação φtX : Dt → M dada
por

φtX(p) ≡ γp(t).

A proposição seguinte fornece as propriedades básicas do fluxo, e a sua
verificação é deixada como exerćıcio:

Proposição 7.7. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial com fluxo φtX . Então:

(i) Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U de p e ε > 0, tal que a
aplicação (−ε, ε) × U →M dada por:

(t, q) 7→ φtX(q),

está bem definida e é de classe C∞;
(ii) Para cada t ∈ R, Dt é aberto e

⋃
t>0Dt = M ;

(iii) Para cada t ∈ R, φtX : Dt → D−t é um difeomorfismo e:

(φtX)−1 = φ−tX ;

(iv) Para cada s, t ∈ R, o domı́nio de φtX ◦ φsX está contido em Dt+s e:

φt+sX = φtX ◦ φsX .
Um campo vectorial diz-se completo se Dt = M , para todo o t ∈ R,

i.e., se a curva integral maximal por qualquer p ∈ M está definida para
t ∈]−∞,+∞[. Neste caso, o fluxo de X pode ser visto como uma aplicação:

R ×M →M, (t, p) 7→ φtX(p).

As propriedades acima, traduzem o facto de que esta aplicação é uma acção
do grupo aditivo (R,+) em M . Dito de outra forma, a aplicação

R → Dif(M), t 7→ φtX ,

é um homomorfismo do grupo aditivo (R,+) no grupo (Dif(M), ◦) dos difeo-
morfismos de M . Dizemos, pois, que φtX é um grupo a 1-parâmetro de trans-
formações de M . No caso não completo, falamos ainda de um grupo local
a 1-parâmetro de transformações de M .

Se X ∈ X(M) é um campo vectorial e f ∈ C∞(M), já sabemos que
X(f) ∈ C∞(M). As expressões em coordenadas locais, mostram que X é
um operador diferencial de 1a ordem. Iterando esta construção, podemos
considerar “potências” Xk, que mais não são que operadores diferenciais de
ordem k:

Xk+1(f) ≡ X(Xk(f)).

Proposição 7.8 (Fórmula de Taylor). Seja X ∈ X(M) um campo vectorial
e f ∈ C∞(M). Para cada p ∈M e inteiro positivo k, é válida a expansão:

f ◦ φtX = f + tX(f) +
t2

2!
X2(f) + · · · + tk

k!
Xk(f) + 0(tk+1),

onde t 7→ 0(tk+1) é uma função C∞ numa vizinhança da origem, cujos
termos de ordem ≤ k são nulos.
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Demonstração. Pela fórmula de Taylor usual aplicada à função t 7→ f(φtX(p)),
basta verificar que

dk

dtk
f(φtX(p))

∣∣∣∣
t=0

= Xk(f)(p).

Para isso, vamos mostrar, por indução, que:

dk

dtk
f(φtX(p)) = Xk(f)(φtX(p)).

Para verificar esta igualdade se k = 1, basta observar que:

d

dt
f(φtX(p)) = dpf ·Xφt

X
(p)

= Xφt
X

(p)(f)

= X(f)(φtX (p)).

Agora, supondo a fórmula válida para k − 1, calculamos:

dk

dtk
f(φtX(p)) =

d

dt

(
dk−1

dtk−1
f(φtX(p))

)

=
d

dt
Xk−1(f)(φtX(p))

= X(Xk−1(f))(φtX(p)) = Xk(f)(φtX(p)).

�

Uma outra notação em voga para o fluxo de um campo vectorial, justifi-
cada por estes comentários, e bastante sugestiva, é a notação exponencial:

exp(tX) ≡ φtX .

Nesta notação, as propriedades acima escrevem-se:

exp(tX)−1 = exp(−tX), exp((t+ s)X) = exp(tX) ◦ exp(sX),

enquanto que a expansão de Taylor pode ser escrita na forma sugestiva:

f(exp(tX)) = f + tX(f) +
t2

2!
X2(f) + · · · + tk

k!
Xk(f) + 0(tk+1).

Não utilizaremos esta notação nestas notas.

Se X ∈ X(M) é um campo vectorial, um ponto p ∈ M diz-se ponto

singular ou ponto de equiĺıbrio de X, se Xp = 0. É claro que a curva
integral por um ponto singular p ∈M é o caminho constante, i.e., φtX(p) = p,
para todo o t ∈ R.

Para pontos não-singulares, temos a seguinte forma canónica:

Teorema 7.9. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial e p ∈M um ponto não-
singular: Xp 6= 0. Existem coordenadas locais (U, (x1, . . . , xd)), centradas
em p, tais que:

X|U =
∂

∂x1
.
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Demonstração. Primeiro escolhemos coordenadas locais (V, (y1, . . . , yd)) =
(V, ψ), centradas em p, tais que:

X|p =
∂

∂y1

∣∣∣∣
p

.

A aplicação σ : Rd →M dada por

σ(t1, . . . , td) = φt1X(ψ−1(0, t2, . . . , td)),

fica bem definida e é C∞ numa vizinhança da origem. O seu diferencial na
origem satisfaz:

d0σ · ∂

∂t1

∣∣∣∣
0

=
d

dt1
φt1X(ψ−1(0, 0, . . . , 0))

∣∣∣∣
t1=0

= Xp =
∂

∂y1

∣∣∣∣
p

,

d0σ · ∂

∂ti

∣∣∣∣
0

=
∂

∂ti
ψ−1(0, t2, . . . , td))

∣∣∣∣
0

=
∂

∂yi

∣∣∣∣
p

.

Conclúımos que σ é um difeomorfismo local numa vizinhança da origem.
Assim, existe um aberto U contendo p, tal que φ = σ−1 : U → Rd é um
sistema de coordenadas. Escrevendo (U, φ) = (U, (x1, . . . , xd)), obtemos:

∂

∂x1

∣∣∣∣
σ(t1 ,...,td)

= dσ · ∂

∂t1

∣∣∣∣
(t1 ,...,td)

=
d

dt
φtX(ψ−1(0, t2, . . . , td))

∣∣∣∣
t=t1

= X(φt1X (ψ−1(0, t2, . . . , td))) = Xσ(t1 ,...,td).

�

Exerćıcios.

1. Seja M uma variedade conexa. Mostre que, dados p, q ∈ M distintos, existe
um caminho γ : [0, 1] →M de classe C∞, tal que

(a)γ(0) = p e γ(1) = q;

(b)dγ
dt (t) 6= 0, para todo o t ∈ [0, 1];

(c)γ é simples (i.e., γ é injectiva).
Aproveite este facto para mostrar que uma variedade conexa de dimensão 1 é
difeomorfa a R ou a S1.

2. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial.
(a)Se λ ∈ R, qual é a relação entre as curvas integrais de X e de λX?
(b)Se Φ : M → N é uma aplicação diferenciável, e Y ∈ X(N) é Φ-relacionado

com X , qual é a relação entre as curvas integrais de X e de Y ?

3. Demonstre a propriedades do fluxo, dadas pela Proposição 7.7.

4. Determine o fluxo do campo vectorial X = y∂/∂x− x∂/∂y em R2.

5. Um campo vectorial X em R é completo? E em R2?

6. Mostre que, se M é uma variedade compacta, então todo o campo vectorial
X ∈ X(M) é completo. Dê um exemplo de uma variedade com dois campos
vectoriais X1 e X2 completos, tais que X1 +X2 não é completo.
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7. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial que não se anula. Mostre que as curvas
integrais de X formam uma folheação F de M , de dimensão 1. Reciproca-
mente, mostre que, localmente, as folheações de dimensão 1 são todas desta
forma. Se Φ : N → N é um difeomorfismo, e F é a folheação obtida por
suspensão deste difeomorfismo, verifique que, globalmente, as folhas de F são
as curvas integrais de um campo vectorial X .

8. Uma estrutura Riemanniana numa variedade M é uma escolha de um pro-
duto interno 〈 , 〉p em cada espaço tangente TpM , que varia suavemente (para
todos os campos vectoriais X,Y ∈ X(M), a função p 7→ 〈X(p), Y (p)〉p é C∞).
Mostre que existe uma estrutura Riemanniana em qualquer variedade M .

Lição 8. Parênteses e Derivada de Lie

Definição 8.1. Sejam X,Y ∈ X(M) campos vectoriais. O parênteses de

Lie de X e Y é o campo vectorial [X,Y ] ∈ X(M) definido por:

[X,Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f)), ∀f ∈ C∞(M).

Note que, pela fórmula, [X,Y ] é um operador diferencial de ordem ≤ 2.
No entanto, um pequeno cálculo mostra que [X,Y ] é uma derivação linear
de C∞(M):

[X,Y ](fg) = [X,Y ](f)g + f [X,Y ](g), ∀f, g ∈ C∞(M).

Assim, os termos de 2a ordem cancelam-se e obtemos, de facto, um campo
vectorial [X,Y ] ∈ X(M).

O cálculo do parênteses de Lie em coordenadas locais é muito simples, se
pensarmos nos campos vectoriais como operadores diferenciais de 1a ordem.
Ilustramos este cálculo com o seguinte exemplo.

Exemplo 8.2.
Seja M = R3 com coordenadas (x, y, z), e tomemos os campos vectoriais:

X = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
,

Y = x
∂

∂z
− z

∂

∂x
,

Z = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
.

Então, por exemplo,

[X,Y ] =

(
z
∂

∂y
− y

∂

∂z

)(
x
∂

∂z
− z

∂

∂x

)
−
(
x
∂

∂z
− z

∂

∂x

)(
z
∂

∂y
− y

∂

∂z

)

= y
∂

∂x
− x

∂

∂y
= Z.

Deixamos como exerćıcio o cálculo dos outros dois parênteses de Lie:

[Y, Z] = X, [Z,X ] = Y.

A proposição seguinte mostra que o parênteses de Lie mede a falta de
comutatividade dos fluxos de X e Y .
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Proposição 8.3. Sejam X,Y ∈ X(M) campos vectoriais. Para cada p ∈M ,
o comutador

γp(ε) ≡ φ
−√

ε
X ◦ φ−

√
ε

Y ◦ φ
√
ε

X ◦ φ
√
ε

Y (p)

está bem definido para ε ≥ 0, suficientemente pequeno. Verifica-se, ainda,
a igualdade:

[X,Y ]p =
d

dε
γp(ε)

∣∣∣∣
ε=0+

.
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Demonstração. Fixemos coordenadas locais (U, x1, . . . , xd), centradas em p,
de forma que:

X =

d∑

i=1

Xi ∂

∂xi
, Y =

d∑

i=1

Y i ∂

∂xi
.

O parênteses de Lie de Y e X é dado por:

[X,Y ](xi) = X(Y i) −X(Y i).

Vamos designar por p1, p2 e p3 os pontos intermédios:

p1 = φ
√
ε

Y (p),

p2 = φ
√
ε

X (p1),

p3 = φ
−√

ε
Y (p2),

γp(ε) = φ
−√

ε
X (p3).
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A fórmula de Taylor (cf. Proposição 7.8), aplicada sucessivamente à função
coordenada xi, fornece:

xi(p1) = xi(p) +
√
εY i(p) +

1

2
εY 2(xi)(p) +O(ε

3

2 )

xi(p2) = xi(p) +
√
ε(Y i(p) +X i(p))+

+ ε

(
1

2
Y 2(xi)(p) +X(Y i)(p) +

1

2
X2(xi)(p)

)
+O(ε

3

2 )

xi(p3) = xi(p) +
√
εXi(p)+

+ ε

(
X(Y i)(p) − Y (X i)(p) +

1

2
X2(xi)(p)

)
+O(ε

3

2 )

xi(γp(ε)) = xi(p) + ε
(
X(Y i)(p) − Y (X i)(p)

)
+O(ε

3

2 )

Logo:

lim
ε→0+

xi(γp(ε)) − xi(p)

ε
= X(Y i)(p) − Y (X i)(p) = [X,Y ]p(x

i).

�

A nossa próxima proposição fornece as propriedades mais importantes do
parênteses de Lie, e a sua demonstração é deixada como exerćıcio.

Proposição 8.4. O parênteses de Lie satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Anti-simetria: [X,Y ] = −[Y,X];
(ii) Bilinearidade: [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y,Z], ∀a, b ∈ R;
(iii) Identidade de Jacobi: [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0;
(iv) Identidade de Leibniz: [X, fY ] = X(f)Y + f [X,Y ], ∀f ∈ C∞(M).

Uma outra propriedade importante é a de que o parênteses de Lie é preser-
vado pelas aplicações diferenciáveis. O enunciado preciso é o seguinte, e a
sua verificação é deixada como exerćıcio.

Proposição 8.5. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. Se X e
Y ∈ X(M) são Φ-relacionados com, respectivamente, Z e W ∈ X(N), então
[X,Y ] é Φ-relacionado com [Z,W ].

A interpretação geométrica fornecida pela Proposição 8.3, mostra que o
parênteses de Lie está intimamente relacionado com o fluxo dos campos
vectoriais. Existe, ainda, uma forma mais precisa desta relação. Para a
compreender, necessitamos da seguinte definição:

Definição 8.6. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial.

(i) A derivada de Lie da função f ∈ C∞(M) ao longo de X é a função
LXf dada por:

(LXf)p = lim
t→0

1

t

(
f(φtX(p) − f(p)

)
.

(ii) A derivada de Lie do campo vectorial Y ∈ X(M) ao longo de X
é o campo vectorial LXY dado por:

(LXY )p = lim
t→0

1

t

(
dφ−tX · Yφt

X
(p) − Yp

)
.
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Para obter uma forma mais simétrica para estas definições, podemos ob-
servar que um difeomorfismos Φ : M → M actua nas funções em C∞(M)
por:

(Φ∗f)(p) = f(Φ(p)),

e actua nos campos vectoriais Y ∈ X(M) por:

(Φ∗Y )p = dΦ−1 · YΦ(p).

Note que Φ∗Y = (Φ−1)∗Y e, portanto, estas operações de “pull-back” estão
relacionadas pela identidade:

Φ∗Y (f) = Y ((Φ−1)∗f).

A derivada de Lie de um objecto P (uma função ou um campo vectorial) é,
então, dada por:

(8.1) LXP = lim
t→0

1

t

(
(φtX)∗P − P

)
.

Mais tarde iremos extender esta definição a outros objectos.

Teorema 8.7. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial.

(i) Para toda a função f ∈ C∞(M): LXf = X(f).
(ii) Para todo o campo vectorial Y ∈ X(M): LXY = [X,Y ].

Demonstração. Para mostrar (i), basta observar que:

LXf =
d

dt
f ◦ φtX

∣∣∣∣
t=0

= df ·X = X(f).

Para mostrar (ii), observamos primeiro que

(LXY )(f)(p) = lim
t→0

1

t

(
dφ−tX · Yφt

X
(p) − Yp

)
(f)

= lim
t→0

1

t

(
Yφt

X
(p)(f ◦ φ−tX ) − Yp(f)

)
.

Por outro lado, a fórmula de Taylor fornece:

f ◦ φ−tX = f − tX(f) +O(t2),

logo:

(LXY )(f)(p) = lim
t→0

1

t

(
Yφt

X
(p)(f) − tYφt

X
(p)(X(f)) − Yp(f)

)

= lim
t→0

1

t

(
Yφt

X
(p)(f) − Yp(f)

)
− Yp(X(f))

= Xp(Y (f)) − Yp(X(f)) = [X,Y ](f)(p).

�

Exerćıcios.

1. Verifique as propriedades do parênteses de Lie, dadas pela Proposição 8.4.

2. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. Mostre que se X e Y ∈ X(M)
são Φ-relacionados com, respectivamente, Z e W ∈ X(N), então [X,Y ] é Φ-
relacionado com [Z,W ].
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3. Sejam X,Y ∈ X(M) campos vectoriais, com fluxos φtX e φsY . Mostre que
φtX ◦ φsY = φsY ◦ φtX para todo o s e t sse [X,Y ] = 0.

4. Sejam X1, . . . , Xk ∈ X(M) campos vectoriais numa variedade M , tais que:
(a){X1|p, . . . , Xk|p} são linearmente independentes, para todo o p ∈M ;
(b)[Xi, Xj ] = 0 para quaisquer i, j = 1, . . . , k.

Mostre que existe uma única folheação k-dimensional F de M tal que, para
todo o p ∈ M , se tem

TpL = 〈X1|p , . . . , X1|p〉,
onde L ∈ F é a folha que contém p.

Lição 9. Distribuições e Teorema de Frobenius

Um campo vectorial X ∈ X(M), que não se anule, determina um sube-
spaço 〈Xp〉 ⊂ TpM , em cada p ∈ M . Estes subespaços variam suavemente
com p. A definição seguinte generaliza esta situação.

Definição 9.1. Seja M uma variedade de dimensão d e 1 ≤ k ≤ d um
inteiro. Uma distribuição k-dimensional D em M , é uma aplicação

M 3 p 7→ Dp ⊂ TpM,

que a cada p ∈M associa um subespaço Dp ⊂ TpM de dimensão k. Dizemos
que a distribuição D é de classe C∞ se, para cada p ∈ M , existe uma
vizinhança U de p e campos vectoriais X1, . . . , Xk ∈ X(U), tais que:

Dq = 〈X1(q), . . . , Xk(q)〉, ∀q ∈ U.

Se D é uma distribuição em M e X ∈ X(M) é um campo vectorial,
dizemos que X é um campo vectorial em D ou que X é tangente a D, se

Xp ∈ Dp, para todo o p ∈M.

Vamos designar por X(D) o conjunto dos campos vectoriais tangentes a uma
distribuição D. Observe que X(D) é um módulo sobre o anel C∞(M).

Exemplos 9.2.

1. Se X é um campo vectorial que não se anula, então D : p 7→ 〈Xp〉 é uma
distribuição e X é um campo vectorial em D.

2. Em M = R3, temos a distribuição 2-dimensional D = 〈X1, X2〉 gerada pelos
campos vectoriais:

X1 =
∂

∂x
+ z2 ∂

∂y
,

X2 =
∂

∂y
+ z2 ∂

∂z
.

3. Note-se que nem toda a distribuição 2-dimensional é gerada por 2 campos
vectoriais, como no exemplo anterior: em M = R3 −{0}, temos a distribuição
2-dimensional D = 〈X,Y, Z〉, gerada pelos campos vectoriais X, Y e Z do
Exemplo 8.2. Deixamos como exerćıcio mostrar que esta distribuição não é
gerada por dois campos vectoriais.
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No caso dos campos vectoriais, vimos que a noção de curva integral de-
sempenha um papel crucial. Para as distribuições, a noção análoga é a
seguinte:

Definição 9.3. Seja D uma distribuição na variedade M . Uma subvar-
iedade conexa (N,Φ) de M diz-se uma variedade integral de D se

dpΦ(TpN) = DΦ(p),∀p ∈ N.

Observe que se D é uma distribuição k-dimensional, as suas variedades
integrais (caso existam) têm dimensão k.

Exemplos 9.4.

1. Consideremos a distribuição do Exemplo 9.2.2. O plano z = 0 é uma var-
iedade integral desta distribuição, pois é conexo e

D(x,y,0) = 〈 ∂
∂x

∣∣∣∣
(x,y,0)

,
∂

∂y

∣∣∣∣
(x,y,0)

〉.

2. Voltemos à distribuição D do Exemplo 8.2. As esferas

Sc = {(x, y, z) ∈ R3 − 0 : x2 + y2 + z2 = c},
são variedades integrais de D. De facto, estas são conexas, e temos que:

T(x,y,z)Sc = {~v ∈ R3 : (x, y, z) · ~v = 0},
logo:

T(x,y,z)Sc ⊂ 〈X,Y, Z〉.
Por outro lado, a matriz cujas colunas são as componentes de X, Y e Z:




−y x 0
−z 0 x

0 −z y




tem rank 2 em todos os pontos. Logo TpSc = Dp, para todo o p ∈ Sc. Portanto,
Sc é uma variedade integral, para cada c.

No segundo exemplo, por cada p ∈ M passa uma variedade integral (o
que é que acontece no primeiro exemplo?). Note, ainda, que a colecção das
variedades integrais formam uma folheação de R3 − 0. Mais geralmente,
se F é uma folheação k-dimensional de uma variedade M , designemos por
TpF ≡ TpL o espaço tangente à folha L que contém p. A aplicação D : p 7→
TpF é uma distribuição k-dimensional em M . Um campo vectorial pertence
a D sse é tangente à folheação, i.e., sse toda a curva integral de X pertence
a uma folha de F .

Dada uma distribuiçãoD, nem sempre é verdade que exista uma folheação
F tal que D = TF . Um condição necessária para que tal aconteça é dada
pela seguinte proposição:

Proposição 9.5. Seja D uma distribuição C∞ em M , e suponha-se que
por cada ponto de M passa uma variedade integral de D. Então, para todo
o par de campos vectoriais X,Y ∈ X(D), temos que [X,Y ] ∈ X(D).

Demonstração. Sejam X,Y ∈ X(D) campos vectoriais em D e p0 ∈M . Por
hipótese, existe uma variedade integral (N,Φ) e q0 ∈ N , tal que Φ(q0) = p0.
Como dqΦ : TqN → TΦ(q)M é injectiva, com imagem DΦ(q), existem campos
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vectoriais X̃, Ỹ ∈ X(N) que são Φ-relacionados comX e Y , respectivamente.

Mas, então, [X̃, Ỹ ] é Φ-relacionado com [X,Y ] e, portanto,

[X,Y ]p0 = dq0Φ([X̃, Ỹ ]q0) ∈ dq0Φ(Tq0N) = Dp0 .

Como p0 era um ponto qualquer de M , conclúımos que [X,Y ] ∈ X(D). �

Estas observações motivam as seguintes definições:

Definição 9.6. Seja D uma distribuição C∞ em M .

(i) D diz-se involutiva se, sempre que X,Y ∈ X(D), então [X,Y ] ∈
X(D).

(ii) D diz-se integrável se existe uma folheação F tal que D = TF .

O resultado fundamental sobre integrabilidade de distribuições diz que a
única obstrução à integrabilidade de uma distribuição é, precisamente, a de
não ser involutiva.

Teorema 9.7 (Frobenius). Uma distribuição D de classe C∞ é integrável
sse é involutiva. Neste caso, a folheação tangente a D é única.

Demonstração. A Proposição 9.5 fornece uma das implicações. Para ver-
ificar a outra implicação, suponha-se que D é uma distribuição involu-
tiva. Vamos mostrar que, para cada p ∈ M , existem campos vectoriais
X1, . . . , Xk ∈ X(U), definidos numa vizinhança U de p, tais que:

(a) D|U = 〈X1, . . . , Xk〉;
(b) [Xi, Xj ] = 0, para quaisquer i, j = 1, . . . , k.

Desta forma, pelo Exerćıcio 4 da Lição 8, obtemos uma cobertura aberta
{Ui}i∈I de M , tal que, para cada i ∈ I, existe uma única folheação Fi em
Ui que satisfaz TFi = D|Ui

. Pela unicidade, sempre que Ui ∩ Uj 6= 0, temos
Fi|Ui∩Uj

= Fj |Ui∩Uj
. Assim, existe uma única folheação F de M tal que

F|Ui
= Fi.

Fixemos, então, p ∈M . Por hipótese, existem campos vectoriais Y1, . . . , Yk
definidos numa vizinhança V de p, tais que D|V = 〈Y1, . . . , Yk〉. Pode-
mos, também, assumir que V é um domı́nio de um sistema de coordenadas
(x1, . . . , xd) de M , de forma que

Yi =

d∑

l=1

ail
∂

∂xl
, (i = 1, . . . , k),

onde ail ∈ C∞(V ). A matriz A(q) = [ail(q)]
k,d
i,l=1, tem rank k em p. Podemos

assumir, eventualmente após reordenar as variáveis xl, que o menor k × k,
que corresponde às primeiras k linhas e colunas de A, tem determinante
não-nulo numa vizinhança U de p. Seja B a matriz k × k que inverte este
menor, e definam-se os campos vectoriais X1, . . . , Xk ∈ X(U) por:

Xi =

k,d∑

j,l=1

bijajl
∂

∂xl

=
∂

∂xi
+

d∑

l=k+1

cil
∂

∂xl
, (i = 1, . . . , k),
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onde cil ∈ C∞(U). Por um lado, vemos que

D|U = 〈Y1, . . . , Yk〉 = 〈X1, . . . , Xk〉,
logo (a) é satisfeita. Por outro lado, um cálculo simples mostra que

[Xi, Xj ] =

d∑

l=k+1

dijl
∂

∂xl
, (i, j = 1, . . . , k),

para certas funções dijl ∈ C∞(U). Como D é involutiva, este comutador é

uma combinação C∞(M)-linear dos X1, . . . , Xk. Logo, as funções dijl têm
de ser identicamente nulas, e (b) também é satisfeita. �

Exerćıcios.

1. Dê um exemplo de uma distribuiçãoD de dimensão 1 que não é globalmente
gerada por um único campo vectorial.

2. Mostre que a distribuição 2-dimensional D do Exemplo 8.2, não é global-
mente gerada por apenas dois campos vectoriais.

3. Mostre que o plano z = 0 é a única subvariedade integral da distribuição do
Exemplo 9.2.2.

4. Verifique que a distribuição 2-dimensional em R3 definida pelos campos
vectoriais

X1 =
∂

∂x
, X2 = e−x

∂

∂y
+

∂

∂z
,

não possui qualquer variedade integral.

5. Considere a distribuição D em R3 gerada pelos campos vectoriais:

∂

∂x
+ cosx cos y

∂

∂z
,

∂

∂y
− sinx sin y

∂

∂z
.

Verifique que D é involutiva e determine a folheação F que a integra.

6. Na 3-esfera S3 ⊂ R4 considere a distribuição 1-dimensional definida por

X = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
− w

∂

∂z
+ z

∂

∂w
.

Determine a folheação F que a integra.

Lição 10. Grupos de Lie e Álgebras de Lie

A nossa próxima definição é uma axiomatização das propriedades do
parênteses de Lie de campos vectoriais (cf. Proposição 8.4).

Definição 10.1. Uma álgebra de Lie é uma espaço vectorial g com uma
operação [ , ] : g × g → g, designada parênteses de Lie, que satisfaz:

(i) Anti-simetria: [X,Y ] = −[Y,X];
(ii) Bilinearidade: [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y,Z], ∀a, b ∈ R;
(iii) Identidade de Jacobi: [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.
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É posśıvel definir álgebras de Lie complexas (i.e, com g um espaço vecto-
rial complexo). Note, também, que o espaço vectorial na definição pode ter
dimensão infinita, embora estejamos interessados, sobretudo, em álgebras
de Lie de dimensão finita.

Exemplos 10.2.

1. Rd com o parênteses de Lie zero [ , ] ≡ 0 é uma álgebra de Lie, dita a
álgebra de Lie abeliana de dimensão d.

2. Para qualquer variedade, os campos vectoriais X(M) formam uma álgebra
de Lie (de dimensão infinita, se dimM ≥ 0).

3. Se V é um espaço vectorial, as aplicações lineares T : V → V formam uma
álgebra de Lie, designada por gl(V ), com parênteses de Lie o comutador de
transformações lineares:

[T, S] = T ◦ S − S ◦ T.
Se V = Rn, esta álgebra de Lie é designada por gl(n). Fixando uma base para
Rn, podemos identificar gl(n) com a álgebra de Lie das matrizes n× n, com o
comutador de matrizes.

4. Em R3, podemos definir uma estrutura de álgebra de Lie, em que o parênteses
de Lie é dado pelo produto externo:

[~v, ~w] = ~v × ~w.

5. Se g e h são álgebras de Lie, o seu produto cartesiano g × h é uma álgebra
de Lie, com parênteses definido pela fórmula:

[(X1, X2), (Y1, Y2)] = ([X1, X2]g, [Y1, Y2]h).

Acontece, como veremos mais adiante, que as álgebras de Lie de dimensão
finita estão intimamente associadas à seguinte classe de grupos:

Definição 10.3. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura
diferenciável, tal que as operações

µ : G×G→ G, (g, h) 7→ gh (multiplicação),

ι : G→ G, g 7→ g−1 (inversão),

são aplicações diferenciáveis.

É posśıvel (e útil) definir outras classes de grupos: grupos topológicos,
grupos anaĺıticos, grupos algébricos, etc. Não discutiremos outras classes
nestas notas. Deixamos como exerćıcio verificar que, na definição de grupo
de Lie, basta assumir que a inversão é diferenciável.

Exemplos 10.4.

1. Rd é um grupo de Lie para a adição de vectores.

2. Os reais não-nulos R∗ e os complexos não-nulos C∗ formam um grupo de
Lie para a operação de multiplicação. É claro que C∗ também é um grupo
de Lie complexo, mas os grupos de Lie (i.e., variedades) que consideraremos
serão sempre reais.

3. A circunferência S1 = {z ∈ C : ||z|| = 1} ⊂ C∗ é um grupo de Lie.
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4. Se V é um espaço vectorial (de dimensão finita), o grupo das transformações
lineares T : V → V invert́ıveis formam um grupo de Lie, designado por GL(V ),
e chamado o grupo geral linear. Se V = Rn, este grupo pode ser identificado
com o grupo das matrizes n× n invert́ıveis, que se designa por GL(n).

5. Se G é um grupo de Lie, a componente conexa da identidade é um grupo de
Lie. Por exemplo, os reais positivos R+, que formam a componente conexa da
identidade de R∗, são um grupo de Lie.

6. Se G e H são grupos de Lie, o produto cartesiano G × H é um grupo de
Lie. Por exemplo, o toro Tn = S1 × · · · × S1 é um grupo de Lie.

Num grupo de Lie G, um campo vectorial X diz-se invariante à es-
querda se:

(Lg)∗X = X, ∀g ∈ G,

onde Lg : G → G é a translação à esquerda h 7→ gh. De forma análoga,
definem-se campos vectoriais invariantes à direita.

Proposição 10.5. Seja G um grupo de Lie.

(i) Todo o campo vectorial invariante à esquerda é de classe C∞.
(ii) Se X,Y ∈ X(G) são campos vectoriais invariantes à esquerda, então

[X,Y ] também é invariante à esquerda.
(iii) O conjunto dos campos vectoriais invariantes à esquerda é um sube-

spaço vectorial de X(G), de dimensão igual a dimG.

Demonstração. A demonstração de (i) é deixada como exerćıcio. Para veri-
ficar (ii), basta observar que, se X e Y são campos vectoriais invariantes à
esquerda, então:

(Lg)∗[X,Y ] = [(Lg)∗X, (Lg)∗Y ] = [X,Y ], ∀g ∈ G,

donde [X,Y ] é invariante à esquerda.
Seja Xinv(G) o conjunto dos campos vectoriais invariantes à esquerda. Da

definição, é claro que Xinv(G) ⊂ X(G) é um subespaço linear. Por outro
lado, a aplicação de restrição

Xinv(G) → TeG, X 7→ Xe,

é um isomorfismo linear. De facto, se v ∈ TeG, então definimos um campo
vectorial X em G por:

Xg = dLg · v.
Este campo vectorial é invariante à esquerda e Xe = v. Logo, a aplicação
de restrição Xinv(G) → TeG é invert́ıvel. Assim,

dimXinv(G) = dimTeG = dimG.

�

Segue-se da proposição que, se G é um grupo de Lie, os campos vectoriais
em G invariantes à esquerda formam uma álgebra de Lie, que vamos designar
por g. A demonstração mostra que podemos identificar g com TeG.
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Exemplos 10.6.

1. Seja G = (Rd,+). Um campo vectorial em Rd é invariante à esquerda sse

é constante: X =
∑d

i=1 ai
∂
∂xi , com ai ∈ R. O parênteses de Lie de campos

vectoriais constantes é zero, logo a álgebra de Lie de G é álgebra de Lie abeliana
de dimensão d.

2. A álgebra de Lie do produto cartesiano G × H de dois grupos de Lie, é o
produto cartesiano g × h das suas álgebras de Lie. Por exemplo, a álgebra de
Lie de S1 tem dimensão 1, logo é abeliana. Assim, a álgebra de Lie do toro Td

também é a álgebra de Lie abeliana de dimensão d.

3. O espaço tangente na identidade do grupo geral linear G = GL(n) pode ser
identificado com gl(n). Deixamos como exerćıcio verificar que, o isomorfismo
linear g → gl(n), leva o parênteses de Lie de campos invariantes à esquerda no
comutador de matrizes. Assim, podemos identificar a álgebra de Lie do grupo
GL(n) com gl(n).

Observação 10.7. Um questão natural é a de saber se a álgebra de Lie
X(M), formada pelos campos vectoriais numa variedade M , está também
associada a algum grupo de Lie. Como esta álgebra tem dimensão infinita
(se dimM > 0), este grupo de Lie deverá ter dimensão infinita. O grupo
em questão é, de facto, o grupo dos difeomorfismos Dif(M).

No entanto, o estudo dos grupos de Lie de difeomorfismos é um assunto
extremamente dif́ıcil, do qual pouco sabemos. Este estudo está, pois, muito
para além do âmbito destas notas. Faremos no futuro referências, de forma
heuŕıstica, a Dif(M) como um grupo de Lie com álgebra de Lie X(M).
Quaisquer resultados obtidos por este tipo de argumentos serão sempre jus-
tificados à posteriori.

Já vimos que a cada grupo de Lie está associada uma álgebra de Lie.
Vamos agora ver que a um morfismo de grupos de Lie está associado um
homomorfismo de álgebras de Lie.

Definição 10.8.

(i) Uma aplicação φ : g → h entre duas álgebras de Lie diz-se um ho-

momorfismo de álgebras de Lie, se φ é uma aplicação linear e
preserva os parênteses de Lie:

φ([X,Y ]) = [φ(X), φ(Y )], ∀X,Y ∈ g.

(ii) Uma aplicação Φ : G → H entre dois grupos de Lie diz-se um homo-

morfismo de grupos de Lie, se Φ é uma aplicação diferenciável e
é um homomorfismo de grupos:

Φ(gh−1) = Φ(g)Φ(h)−1, ∀g, h ∈ G.

Seja Φ : G → H um homomorfismo de grupos de Lie. A Φ associamos
uma aplicação linear Φ∗ : g → h: se X ∈ g, então Φ∗(X) ∈ h é o campo
vectorial invariante à esquerda, que na identidade toma o valor deΦ ·Xe.

Proposição 10.9. Seja Φ : G → H um homomorfismo de grupos de Lie.
Então:

(i) Para todo o X ∈ g, Φ∗X é Φ-relacionado com X;
(ii) Φ∗ : g → h é um homomorfismo de álgebras de Lie.
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Demonstração. A parte (ii) segue-se de (i), pois o parênteses de Lie é preser-
vado para campos Φ-relacionados. Para mostrar (i), notamos que, como Φ
é um homomorfismo, Φ ◦ Lg = LΦ(g) ◦ Φ. Logo:

Φ∗(X)Φ(g) = deLΦ(g) · deΦ ·Xe

= de(LΦ(g) ◦ Φ) ·Xe

= de(Φ ◦ Lg) ·Xe

= dgΦ · deLg ·Xe = dgΦ ·Xg.

�

Exemplos 10.10.

1. Seja T 2 = S1 × S1. Para cada a ∈ R temos o homomorfismo de grupos de
Lie Φa : R → T2 dado por:

Φa(t) = (eit, eiat).

Se a é racional, a imagem de Φa é uma curva fechada, enquanto que se a é
irracional, a imagem é uma curva densa no toro. A aplicação induzida entre
as respectivas álgebra de Lie φa = (Φa)∗ : R → R2 é dada por:

φa(X) = (X, aX).

2. Fixemos uma matriz A ∈ GL(n). Temos um automorfismo de grupos de
Lie ΦA : GL(n) → GL(n) dado por conjugação:

ΦA(B) = ABA−1.

Como esta aplicação é linear, a aplicação induzida (ΦA)∗ : gl(n) → gl(n)
também é dada por:

(ΦA)∗(X) = AXA−1.

3. Mais geralmente, num grupo de Lie G qualquer, podemos considerar con-
jugação por um elemento g ∈ G: ig : G → G, h 7→ ghg−1. Esta aplicação é um
automorfismo de Lie. A aplicação induzida, é um automorfismo da álgebra de
Lie g de G, que se designa por Ad(g) : g → g:

Ad(g)(X) = (ig)∗X.

Prosseguindo o estudo da correspondência entre grupos de Lie e álgebras
de Lie, vamos agora ver que a cada subgrupo de Lie está associada uma
subálgebra de Lie.

Definição 10.11. Um subespaço h ⊂ g diz-se uma subálgebra de Lie se,
para todo X,Y ∈ h, temos [X,Y ] ∈ h.

Exemplos 10.12.

1. Qualquer subespaço da álgebra de Lie abeliana Rd é uma subálgebra de Lie.

2. A álgebra de Lie gl(n) possui, por exemplo, a subálgebra de Lie formada
pelas matrizes de traço zero:

sl(n) = {X ∈ gl(n) : trX = 0},
bem como a subálgebra de Lie formada pelas matrizes anti-simétricas

o(n) = {X ∈ gl(n) : X +XT = 0}.
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3. As matrizes n× n complexas, designadas por gl(n,C), pode ser vista como
uma álgebra de Lie real. Esta álgebra de Lie possui, por exemplo, a subálgebra
de Lie das matrizes anti-hermiteanas

u(n) = {X ∈ gl(n,C) : X + X̄T = 0},
e a subálgebra de Lie das matrizes anti-hermiteanas de traço zero:

su(n) = {X ∈ gl(n,C) : X + X̄T = 0, trX = 0}.
4. Se φ : g → h é um homomorfismo de álgebras de Lie, então o seu núcleo é
uma subálgebra de Lie de g e a sua imagem é uma subálgebra de Lie de h.

A noção de subgrupo de Lie é um pouco mais subtil.

Definição 10.13. Seja G um grupo de Lie. Uma subvariedade (H,Φ) de G
diz-se um subgrupo de Lie se:

(i) H é um grupo de Lie;
(ii) Φ : H → G é um homomorfismo de grupos de Lie.

Como vimos na Lição 3, podemos sempre substituir a subvariedade (H,Φ)
pelo subconjunto Φ(G) ⊂ G, e a imersão Φ pela inclusão i. Como Φ(G) é
um subgrupo de G, na definição de subgrupo de Lie, podemos assumir que
H ⊂ G é um subgrupo e que Φ é a inclusão. Por outro lado, como a aplicação
induzida Φ∗ : h → g é injectiva, podemos assumir que a álgebra de Lie dum
subgrupo de Lie H ⊂ G é uma subálgebra de Lie h ⊂ g.

Exemplos 10.14.

1. Pelo Exemplo 10.10.1, para cada a ∈ R temos um subgrupo de Lie Φa(R)
de T2. Se a é racional, esta subgrupo é mergulhado, enquanto que se a é
irracional, este subgrupo é apenas imerso.

2. O grupo geral linear GL(n) possui, por exemplo, os seguintes subgrupos de
Lie mergulhados:

(i)O grupo especial linear formado pelas matrizes de determinante 1:

SL(n) = {A ∈ GL(n) : detA = 1}.
A este subgrupo corresponde a subálgebra de Lie sl(n).

(ii)O grupo ortogonal formado pelas matrizes ortogonais:

O(n) = {A ∈ GL(n) : AAT = I}.
A este subgrupo corresponde a subálgebra de Lie o(n).

(iii)O grupo ortogonal especial formado pelas matrizes ortogonais com
determinante positivo:

SO(n) = {A ∈ O(n) : detA = 1}.
A este subgrupo corresponde a mesma subálgebra de Lie so(n) = o(n).

3. Da mesma forma, o grupo linear (real) GL(n,C) possui, por exemplo, os
seguintes subgrupos de Lie mergulhados:

(i)O grupo unitário formado pelas matrizes unitárias:

U(n) = {A ∈ GL(n,C) : AĀT = I}.
A este subgrupo corresponde a subálgebra de Lie u(n).
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(ii)O grupo unitário especial formado pelas matrizes unitárias de deter-
minante 1:

SU(n) = {A ∈ U(n) : detA = 1}.

A este subgrupo corresponde a subálgebra de Lie su(n).

Exerćıcios.

1. Mostre que, na definição de grupo de Lie, basta assumir que:
(a)a inversão é diferenciável, ou que
(b)a aplicação

G×G→ G : (g, h) 7→ gh−1,

é diferenciável.

2. Para um grupo de Lie G verifique que todo o campo vectorial invariante à
esquerda é de classe C∞ e é completo.

3. Verifique que o espaço tangente na identidade do grupo geral linear G =
GL(n) pode ser identificado com gl(n). Mostre, ainda, que o isomorfismo
linear g → gl(n), leva o parênteses de Lie de campos invariantes à esquerda no
comutador de matrizes.

4. Mostre que o fibrado tangente TG de um grupo de Lie G é trivial, i.e.,
existem campos vectoriais X1, . . . , Xd ∈ X(G) que em cada g ∈ G formam
uma base de TgG. Conclua que uma esfera de dimensão par S2n não admite
uma estrutura de grupo de Lie.

5. Considere S3 ⊂ H como o conjunto dos quaterniões unitários. Verifique que
S3, com o produto de quaterniões, é um grupo de Lie e determine a sua álgebra
de Lie. Mostre, ainda, que S3 e SU(2) são grupos de Lie isomorfos.

6. Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie g. Mostre que G é
abeliano sse g é abeliana. Verifique ainda que se G é abeliano e compacto,
então G é isomorfo ao d-toro Td.

7. Seja A ⊂ G um subgrupo de um grupo de Lie G. Mostre que se existe
um estrutura diferenciável tal que (A, i) é uma subvariedade de G, então essa
estrutura diferenciável é única e, para essa estrutura, A é um grupo de Lie e
(A, i) é um subgrupo de Lie.

8. Seja (H,Φ) um subgrupo de Lie de G. Mostre que Φ é um mergulho sse
Φ(H) é fechado.

Lição 11. Integração de Álgebras de Lie e Exponencial

Vimos na Lição anterior que:

• A cada grupo de Lie está associada uma álgebra de Lie.
• A cada homomorfismo entre grupos de Lie está associado um homo-

morfismo entre as suas álgebras de Lie.
• A cada subgrupo de Lie está associado uma subálgebra de Lie.
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É natural estudar se os rećıprocos destes resultados são válidos, o que fare-
mos nesta Lição. Note-se desde já que, por exemplo, os grupos de Lie Rn e
Tn têm álgebras de Lie isomorfas, e que estes grupos são bastante diferentes
do ponto de vista topológico. Isto mostra que existem questões topológicas
que devem ser levadas em conta no estudo destes problemas de integração.

Começamos então com um resultado de natureza topológica, que mostra
que um grupo de Lie conexo é determinado pelo que acontece numa vizin-
hança da identidade:

Proposição 11.1. Seja G um grupo de Lie conexo e U uma vizinhança da
identidade e ∈ G. Então,

G =

∞⋃

n=1

Un,

onde Un = {g1 · · · gn : gi ∈ U, i = 1, . . . , n}.

Demonstração. Se U−1 = {g−1 : g ∈ U} e V = U ∩ U−1, então V é uma
vizinhança da origem, que satisfaz V = V −1. Seja:

H =

∞⋃

n=1

V n ⊂
∞⋃

n=1

Un.

Para completar a demonstração, basta mostrar que H = G.
Observe-se, por um lado, que:

(i) H é um subgrupo: Se g, h ∈ H, então g = g1 . . . gn e h = h1 . . . hm,
com gi, hj ∈ V . Logo,

gh−1 = g1 . . . gnh
−1
m . . . h−1

1 ∈ V n+m ⊂ H.

(ii) H é aberto: Se g ∈ H então gV ⊂ gH = H é um aberto que contém g.

Por outro lado, para cada g ∈ G, gH é um conjunto aberto, e como

Hc =
⋃

g 6∈H
gH,

vemos que H também é fechado.
Sendo G conexo e H 6= ∅ aberto e fechado, conclúımos que H = G. �

Podemos agora mostrar que:

Teorema 11.2. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Dada uma
subálgebra de Lie h ⊂ g, existe um único subgrupo de Lie conexo H ⊂ G,
com álgebra de Lie h.

Demonstração. A subálgebra de Lie h define uma distribuição em G:

D : g 7→ Dg ≡ {Xg : X ∈ h}.
Esta distribuição é C∞ e involutiva. De facto, se X1, . . . , Xk é uma base
para h, então estes campos geram D, logo D é C∞. Por outro lado, se
Y,Z ∈ X(D), podemos escrever

Y =

k∑

i=1

aiXi, Z =

k∑

j=1

bjXj.
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Como:

[Y,Z] =
k∑

i,j=1

aiaj[Xi, Xj ] + aiXi(bj)Xj − bjXj(ai)Xi ∈ X(D),

esta distribuição é involutiva.
Seja (H,Φ) a folha desta distribuição que contém a identidade e ∈ G. Se

g ∈ Φ(H), então (H,Lg−1 ◦ Φ) também é uma variedade integral de D que
contém e. Logo, Lg−1 ◦ Φ(H) ⊂ Φ(H). Conclúımos que, se g, h ∈ Φ(H),

então g−1h ∈ Φ(H), e portanto Φ(H) é um subgrupo de G. Como Φ : H →
Φ(H) é uma bijecção, conclúımos que H possui uma estrutura de grupo, tal
que Φ : H → G é um homomorfismo de grupos. Para verificar que (H,Φ)
é um subgrupo de Lie, resta pois verificar que a aplicação ν̂ : H ×H → H,
(g, h) 7→ g−1h, é C∞. Para isso, observe que a aplicação ν : H × H → G,
(g, h) 7→ Φ(g)−1Φ(h) é C∞, pois é a composição de aplicações C∞. Como
temos um diagrama comutativo:

H ×H
ν //

ν̂ ##G
GG

GG
GG

GG
G

H

Φ

OO

e as folhas são subvariedades iniciais, conclúımos que ν̂ : H×H → H é C∞.
A demonstração da unicidade é deixada como exerćıcio. �

Vejamos agora a questão de, dada uma álgebra de Lie g, encontrar um
grupo de Lie G que integra g. Para isso, vamos utilizar o facto de que
qualquer álgebra de Lie de dimensão finita é isomorfa a uma álgebra de
matrizes. Este é um resultado fundamental cuja demonstração está para
além do âmbito destas notas, pois exige um estudo mais detalhado da es-
trutura das álgebras de Lie. Limitamos-nos, pois, a enunciar este resultado
na seguinte forma:

Teorema 11.3 (Ado). Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita. Para
algum inteiro n, existe um homomorfismo injectivo φ : g → gl(n).

Observação 11.4. Dada uma álgebra de Lie g, um espaço vectorial V , e
um homomorfismo ρ : g → gl(V ), chama-se a (V, ρ) um representação da
álgebra de Lie ou, ainda, um g-módulo. Uma representação (V, ρ) diz-se
fiel, se ρ é injectiva. Assim, nesta linguagem, o Teorema de Ado afirma que
toda a álgebra de Lie de dimensão finita possui uma representação fiel.

Já sabemos que gl(n) é a álgebra de Lie de GL(n). Obtemos, como
corolário do Teorema de Ado e da integrabilidade de subálgebras de Lie
(cf. Teorema 11.2), o resultado seguinte:

Teorema 11.5. Dada uma álgebra de Lie g de dimensão finita, existe um
grupo de Lie G com álgebra de Lie isomorfa a g.

Deve-se observar que, ao contrário do que o Teorema de Ado possa sugerir,
existem grupos de Lie que não são isomorfos a grupos de matrizes. Veremos
um exemplo mais adiante. Isto deve-se a que, como já sabemos, possam
existir vários grupos de Lie que integram uma mesma álgebra de Lie.
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Para esclarecer esta situação, recordemos que, se π : N → M é reves-
timento de uma variedade diferenciável M , então N possui uma estrutura
diferenciável para a qual a aplicação de revestimento é um difeomorfismo lo-
cal. Recordemos, ainda, que, se M é conexa, um revestimento universal
de M é um revestimento 1-conexo (i.e., conexo e simplesmente conexo) de
M . Este revestimento é único, a menos de isomorfismo. Para grupos de Lie
é válida a

Proposição 11.6. Seja G um grupo de Lie. O seu revestimento universal

G̃ é um grupo de Lie, e a aplicação de revestimento π : G̃ → G é um

homomorfismo de grupos de Lie. As álgebras de Lie de G e G̃ são isomorfas.

Demonstração. Podemos identificar o revestimento universal G̃ com as classes
de homotopia de caminhos γ : [0, 1] → G, tais que γ(0) = e. A aplicação de
revestimento é dada por π([γ]) = γ(1). Definimos uma estrutura de grupo

em G̃ da seguinte forma:

(a) Multiplicação µ : G̃× G̃→ G̃: o produto [γ][η] é a classe de homotopia
do caminho t 7→ γ(t)η(t).

(b) Identidade ẽ ∈ G̃: é classe de homotopia do caminho constante γ(t) = e.

(c) Inversão i : G̃→ G̃: o inverso de [γ] é a classe de homotopia do caminho
t 7→ γ(t)−1.

Para verificar que G̃ é um grupo de Lie, basta observar que a aplicação

ν̃ : G̃ × G̃ → G̃, (g, h) → g−1h, é diferenciável, pois temos um diagrama
comutativo:

G̃× G̃
ν̃ //

π×π
��

G̃

π

��
G×G ν

// G

em que as setas verticais são difeomorfismos locais, e ν é diferenciável.

Para esta estrutura de grupo, a aplicação de revestimento π : G̃ → G
é, claramente, um homomorfismo de grupos. Como π é um difeomorfismo

local, π induz um isomorfismo entre as álgebras de Lie de G̃ e de G. �

Da unicidade de revestimento universal, conclúımos que:

Corolário 11.7. Dada uma álgebra de Lie g de dimensão finita, existe um
único (a menos de isomorfismo) grupo de Lie G, 1-conexo, com álgebra de
Lie isomorfa a g.

Exemplo 11.8.
O grupo especial unitário com n = 2, tem dimensão 3, e pode ser escrito na

forma:

SU(2) =

{(
a b
−b̄ ā

)
: a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
.

Recordemos que um modelo para os quaterniões H é dado pelo subespaço das
matrizes complexas 2 × 2, com base

1 =

(
1 0
0 1

)
, i =

(
i 0
0 −i

)
, j =

(
0 1
−1 0

)
, k =

(
0 i
i 0

)
,
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satisfazendo as relações:

i2 = j2 = k2 = −1, ijk = −1.

Definindo a norma de um quaternião q = q0 + q1i + q2j + q3k, por |q|2 =
q20 + q21 + q22 + q23, vemos que o grupo SU(2) pode ser identificado com o grupo
dos quaterniões de norma 1. Assim, SU(2) é um grupo de Lie isomorfo à
esfera S3 e, por isso, é 1-conexo.

Como vimos acima, a álgebra de Lie de SU(2) é formada pelas matrizes
anti-hermiteanas, de traço zero:

su(2) =

{(
iα β
−β̄ −iα

)
: α ∈ R, β ∈ C

}
.

Este espaço tem dimensão 3. Identificamos a matriz definida por α e β com o
elemento (α,Re β, Imβ) de R3. Consideremos a aplicação que a cada g ∈
SU(2) associa a transformação linear Ad g : su(2) → su(2) (cf. Exemplo
10.10.3). Deixamos como exerćıcio verificar que, sob a identificação su(2) '
R3, temos:

(a)A aplicação Ad g determina um elemento de SO(3).
(b)Ad : SU(2) → SO(3) é um homomorfismo de grupos, sobrejectivo, com

núcleo {±I}.
Assim, a aplicação Ad : SU(2) → SO(3) é uma aplicação de revestimento.
Como SU(2) é 1-conexo, conclúımos que SU(2) ' S3 é o revestimento univer-
sal de SO(3), e que aplicação de revestimento identifica os pontos antipodais.
Isto mostra que SO(3) pode ser identificado com o plano projectivo P2 e, ainda,
que π1(SO(3)) = Z2.

Vejamos agora a integração de homomorfismos entre grupos de Lie. Antes
de mais, observamos que a aplicação identidade φ : R → R é um homomor-
fismo entre as álgebras de Lie de S1 e de R. Por outro lado, não existe
nenhum homomorfismo, não-trivial, de grupos de Lie Φ : S1 → R (a sua im-
agem seria um subgrupo de R, compacto, não-trivial). Assim, em geral, um
homomorfismo entre as álgebras de Lie de dois grupos de Lie, não provém
de um homomorfismo dos grupos de Lie. Mais uma vez as obstruções são
de natureza topológica, e o seguinte resultado fornece uma resposta a este
problema.

Teorema 11.9. Sejam G e H grupos de Lie, com álgebras de Lie g e h. Se
G é 1-conexo, então para todo o homomorfismo φ : g → h, existe um único
homomorfismo de grupos de Lie Φ : G→ H tal que Φ∗ = φ.

Demonstração. Seja k = {(X,φ(X)) : X ∈ g} ⊂ g × h o gráfico de φ. Como
φ é um homomorfismo de álgebras de Lie, k é uma subálgebra de Lie de
g × h. Existe pois um subgrupo de Lie conexo K ⊂ G × H que a integra.
Consideremos as projecções no primeiro e segundo factores:

K ⊂ G×H
π1

yyrrrrrrrrrrr
π2

%%LLLLLLLLLLL

G H
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A restrição da primeira projecção a K, π1|K : K → G, fornece um homo-
morfismo de grupos de Lie, que satisfaz:

(π1)∗(X,φ(X)) = X.

Portanto, (π1|K)∗ : k → g é um isomorfismo. Segue-se (exerćıcio) que
π1|K : K → G é um revestimento. Como G é 1-conexo, conclúımos que
π1|K é um difeomorfismo de grupos de Lie. A composição

Φ = π2 ◦ (π1|K)−1 : G→ H

é um homomorfismo de grupos de Lie, e temos que:

(Φ)∗(X) = (π2)∗ ◦ (π1|K)−1
∗ (X)

= (π2)∗(X,φ(X)) = φ(X).

A unicidade é deixada como exerćıcio. �

Exemplo 11.10.
Consideremos o grupo especial linear

SL(2) =

{(
a b
c d

)
: ad− bc = 1

}
.

Já sabemos que a sua álgebra de Lie é sl(2), o conjunto das matrizes 2×2 com
traço nulo. Para determinar a estrutura topológica de SL(2) é conveniente
utilizar a mudança de variáveis (a, b, c, d) 7→ (p, q, r, s), definida por

a = p+ q, d = p− q, b = r + s, c = r − s,

de forma que:

ad− bc = 1 ⇐⇒ p2 + s2 = q2 + r2 + 1.

Para cada (q, r) ∈ R2, o par (p, s) pertence à circunferência de raio
√
q2 + r2 + 1,

donde conclúımos que SL(2) é difeomorfo a R2 × S1. Em particular,

π1(SL(2)) = π1(S
1) = Z.

Seja S̃L(2) o grupo revestimento universal de SL(2). Vamos ver que S̃L(2)
não é isomorfo a um grupo de matrizes. Para isso, precisamos do seguinte
facto, cuja demonstração deixamos como exerćıcio:

Lema 11.11. Seja φ : sl(2) → gl(n) um homomorfismo de álgebras de Lie.
Existe um único homomorfismo de grupos de Lie Φ : SL(2) → GL(n) tal que
Φ∗ = φ.

Suponha-se, por absurdo, que existia um homomorfismo injectivo de grupos

de Lie Φ̃ : S̃L(2) → GL(V ). Este homomorfismo induz um homomorfismo de
álgebras de Lie φ : sl(2) → gl(n). Pelo lema, existe um único homomorfismo
de grupos de Lie Φ : SL(2) → GL(n) tal que Φ∗ = φ, e obtemos um diagrama
comutativo:

S̃L(2)
eΦ //

π

��

GL(V )

SL(2)

Φ

;;vvvvvvvvv

G

Neste diagrama, a aplicação π não é injectiva, enquanto que Φ̃ é injectiva, uma
contradição.
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Como aplicação da integração de homomorfismos, vamos construir a aplicação
exponencial para grupos/álgebras de Lie, que generaliza a exponencial de
matrizes. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Dado um campo
vectorial X ∈ g, a aplicação R → g, t 7→ tX, é um homomorfismo de
álgebras de Lie. Pelo teorema, existe um único homomorfismo de grupos de
Lie ΦX : R → G que o integra. Observe que:

ΦX(0) = e

ΦX(t+ s) = ΦX(t)ΦX(s) = LΦX(t)ΦX(s),

d

dt
ΦX(t) =

d

ds
ΦX(t+ s)

∣∣∣∣
s=0

= deLΦX(t) ·
d

ds
ΦX(s)

∣∣∣∣
s=0

= deLΦX(t) ·Xe = XΦX(t).

Isto é, t 7→ ΦX(t) é a curva integral de X que passa pela identidade e ∈ G.
Recordando que φtX designa o fluxo do campo vectorial X, temos:

Definição 11.12. A aplicação exponencial exp : g → G é a aplicação

exp(X) = ΦX(1) = φ1
X(e).

A proposição seguinte fornece as propriedades básicas da aplicação expo-
nencial. A sua demonstração é deixada como exerćıcio.

Proposição 11.13. A aplicação exponencial exp : g → G satisfaz:

(i) exp((t+ s)X) = exp(sX) exp(tX);
(ii) exp(−tX) = [exp(tX)]−1;
(iii) exp é C∞ e d0 exp = I;
(iv) Se Φ : G → H é um homomorfismo de grupos de Lie, temos um

diagrama comutativo:

G
Φ // H

g

exp

OO

Φ∗

// h

exp

OO

Observe que a propriedade (iii) mostra que a exponencial é um difeomor-
fismo de uma vizinhança de 0 ∈ g para uma vizinhança de e ∈ G. Em geral,
a exponencial exp : g → G não é sobrejectiva, não é injectiva, e não é um
difeomorfismo local. Existem, no entanto, exemplos de grupos de Lie em
que alguma(s) destas propriedades se verifica(m) (ver exerćıcios).

Exemplo 11.14.
Recordemos que se G = GL(n) a sua álgebra de Lie pode ser identificada com

gl(n). Se A ∈ gl(n), o campo vectorial invariante à esquerda que corresponde
à matriz A = (aij), é o campo vectorial:

XA =
∑

ijk

aikxkj
∂

∂xij
.
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Assim, as curvas integrais deste campo, são as soluções do sistema linear:

ẋij =
∑

k

aikxkj ,

que são dadas, como sabemos, por:

(xij)(t) = etA(xij)(0),

onde a exponencial da matriz A é:

eA =

+∞∑

k=0

An

n!
.

Assim, conclúımos que a aplicação exponencial exp : gl(n) → GL(n), coincide
com a exponencial usual de matrizes.

Da Proposição 11.13 (iv), conclúımos que se h ⊂ gl(n) é uma subálgebra de
Lie, a que corresponde o subgrupo de Lie conexo H ⊂ GL(n), então a aplicação
exponencial exp : h → H também é dada pela exponencial de matrizes. Por
exemplo, se h = sl(n) e H = SL(n) a exponencial de uma matriz de traço
zero é uma matriz de determinante 1, o que se segue, também, da fórmula bem
conhecida:

det(eA) = etrA.

A exponencial é muito útil no estudo de grupos e álgebras de Lie, pois
fornece uma relação directa entre a álgebra de Lie (o objecto infinitesimal) e
o grupo de Lie (o objecto global). Temos, por exemplo, o seguinte resultado
cuja demonstração deixamos como exerćıcio:

Proposição 11.15. Seja H ⊂ G um subgrupo dum grupo de Lie e h ⊂ g

um subespaço da álgebra de Lie de G. Seja, ainda, U ⊂ g uma vizinhança
de 0 difeomorfa a uma vizinhança da identidade em G, pela aplicação expo-
nencial. Se

exp(h ∩ U) = H ∩ V,
então H, com a topologia relativa, é um subgrupo de Lie de G cuja álgebra
de Lie é h.

Podemos utilizar esta proposição para demonstrar o seguinte resultado
importante:

Teorema 11.16. Seja G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo fechado.
Então H, com a topologia relativa, é um subgrupo de Lie.

Exerćıcios.

1. Mostre que se Φ : G → H é um homomorfismo de grupos de Lie, com G e
H conexos, tal que (Φ)∗ : g → h é um isomorfismo, então Φ é um revestimento.

2. Complete a demonstração do Teorema 11.2 (i.e., a unicidade).

3. Seja G um grupo de Lie e π : H → G um seu revestimento. Mostre que H
é um grupo de Lie.

4. Seja SL(2,C) o grupo das matrizes complexas 2 × 2 de determinante 1.
Mostre que SL(2,C) é 1-conexo.
(Sugestão: Mostre que SL(2,C) se retrai em SU(2) = S3.)
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5. Mostre que todo o homomorfismo de álgebras de Lie φ : sl(2) → gl(n)
integra-se num único homomorfismo de grupos de Lie Φ : SL(2) → GL(n).
(Sugestão: Considere a complexificação φc : sl(2,C) → gl(n,C) de φ e utilize
o exerćıcio anterior.)

6. Verifique que a matriz (
−2 0
0 −1

)

não pertence à imagem de exp : gl(2) → GL(2).

7. Seja G um grupo de Lie compacto. Mostre que exp : g → G é sobrejectiva.
(Sugestão: Use o facto, a ser demonstrado mais adiante, que um grupo de
Lie compacto possui uma métrica bi-invariante, i.e., invariante por translações
à esquerda e à direita.)

8. Seja Φ : G→ H um homomorfismo de grupos de Lie, com G conexo. Mostre
que se o núcleo de Φ é discreto então está contido no centro de G. Conclua
que o grupo fundamental de um grupo de Lie é um grupo abeliano.

9. Sejam G e H grupos de Lie. Mostre que:
(a)Todo o homomorfismo Φ : R → G cont́ınuo é C∞;
(b)Todo o homomorfismo Φ : G → H cont́ınuo é C∞;
(c)Se G e H são isomorfos como grupos topológicos, então G e H são iso-

morfos como grupos de Lie.

10. Demonstre a Proposição 11.15.

Lição 12. Grupos de Transformações

Seja G um grupo e M um conjunto. Recordemos que uma acção de

G em M é um homomorfismo Ψ̂ de G para o grupo das bijecções de M .
Também podemos ver uma acção como uma aplicação Ψ : G ×M → M ,
que escrevemos (g, p) 7→ g · p, definindo:

g · p ≡ Ψ̂(g)(p).

Como Ψ̂ é um homomorfismo de grupos, obtemos:

(a) e · p = p, para todo o p ∈M ;
(b) g · (h · p) = (gh) · p, para todo o g, h ∈ G e p ∈M .

Reciprocamente, toda a aplicação Ψ : G ×M → M que satisfaz (a) e (b),

determina um homomorfismo Ψ̂. Daqui em diante, designamos uma acção
por Ψ : G×M →M , e para cada g ∈ G, designamos por Ψg a bijecção:

Ψg : M →M, p 7→ g · p
Suponhamos, agora, que G é um grupo de Lie e M é uma variedade. Uma

acção diferenciável é uma acção em que a aplicação Ψ : G ×M → M é
diferenciável. Neste caso, cada Ψg : M → M é um difeomorfismo de M .
Por isso, também dizemos que G é um grupo de transformações de M.

Seja G ×M → M uma acção diferenciável. O subgrupo de isotropia
de um ponto p ∈M , é o subgrupo de G dado por

Gp ≡ {g ∈ G : g · p = p}.
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Todo o subgrupo de isotropia Gp ⊂ G é um subgrupo de Lie mergulhado,
pois é fechado em G. Uma acção livre é uma acção em que todos os
subgrupos de isotropia são triviais. Por outras palavras, para uma acção
livre, todo o g ∈ G− {e} actua sem pontos fixos:

g · p = p, para algum p ∈M =⇒ g = e.

Dada uma acção Ψ : G×M →M definimos uma relação de equivalência
∼ em M por:

p ∼ q ⇐⇒ ∃g ∈ G : q = g · p.
A classes de equivalência desta relação chamam-se órbitas da acção, e o
conjunto das classes de equivalência designa-se por G\M . Se dois pontos p
e q pertence à mesma órbita, então os respectivos grupos de isotropia Gp e
Gq são conjugados. Para cada p ∈M , a aplicação

Ψp : G→M, g 7→ g · p,
induz uma bijecção de G/Gp com a órbita de p. Uma acção transitiva
Ψ : G×M →M é uma acção com uma só órbita. Isto é equivalente a dizer
que, para quaisquer p, q ∈ M , existe g ∈ G tal que q = g · p. Neste caso,
dizemos também que M é um espaço homogéneo.

Exemplo 12.1.
Consideremos a acção do grupo ortogonal especial SO(3) em R3 dada por

multiplicação de matrizes:

SO(3) × R3 → R3, (A,~v) 7→ A~v.

Geometricamente, a cada matriz A ∈ SO(3), corresponde uma rotação de R3.
As órbitas são as esferas x2 + y2 + z2 = r2 e a origem, de forma que o espaço
quociente pode ser identificado com a semi-recta {r ∈ R : r ≥ 0}. Para um
ponto p = (0, 0, z), com z > 0, o subgrupo de isotropia Gp é formado pelas
matrizes da forma 


B 0

0 1


 ∈ SO(3),

e pode ser identificado com SO(2). Como uma órbita com r > 0 passa pelo
ponto (0, 0, r), os subgrupos de isotropia de pontos fora da origem são todos
isomorfos a SO(2). A origem é um ponto fixo, logo G0 = SO(3).

Note que a acção deste exemplo é por transformações lineares de um
espaço vectorial. Uma acção de um grupo de Lie G num espaço vectorial V
por transformações lineares corresponde a uma representação de G, i.e.,

a um homomorfismo de grupo de Lie Ψ̂ : G→ GL(V ).

Exemplo 12.2.
Para um grupo de Lie G qualquer, com álgebra de Lie g, temos a acção

G× g → g, (g,X) 7→ Ad(g)(X).

A esta acção chamamos acção adjunta ou, ainda, representação adjunta.
É claro que também podemos ver a acção adjunta como um homomorfismo de
grupos de Lie Ad : G → GL(g).
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Por exemplo, se G = S0(3), então a sua álgebra de Lie é g = so(3), e a
acção adjunta é por conjugação:

SO(3) × so(3) → so(3), (A,X) 7→ AXA−1.

Deixamos como exerćıcio calcular as órbitas desta acção e os respectivos sub-
grupos de isotropia.

Se Ψ : G ×M → M é uma acção diferenciável, no quociente G\M con-
sideramos a topologia quociente. Esta é a topologia mais fina em G\M
para a qual a projecção canónica π : M → G\M é cont́ınua. Gostaŕıamos
de saber sob que condições na acção existe uma estrutura diferenciável em
G\M , compat́ıvel com esta topologia. A seguinte condição, como veremos,
desempenha um papel fulcral.

Definição 12.3. Uma acção diferenciável Ψ : G × M → M diz-se uma
acção própria se a aplicação:

G×M →M ×M, (g, p) 7→ (p, g · p),
é uma aplicação própria.

O resultado seguinte fornece uma condição suficiente para que exista uma
estrutura diferenciável em G\M , tal que π : M → G\M seja uma sub-
mersão.

Teorema 12.4. Seja Ψ : G × M → M uma acção diferenciável de um
grupo de Lie G numa variedade M . Se a acção é livre e própria então G\M
possui uma estrutura de variedade diferenciável, compat́ıvel com a topologia
quociente, tal que π : M → G\M é uma submersão. Em particular,

dimG\M = dimM − dimG.

Demonstração. Vamos aplicar o Teorema 6.3 à relação de equivalência ∼
definida pela acção. Assim, há que verificar que o gráfico

R = {(p, g · p) : p ∈M, g ∈ G} ⊂M ×M,

é uma subvariedade própria e a projecção p1|R : R→M é uma submersão.
Consideremos a aplicação:

Φ : G×M →M ×M, (g, p) 7→ (p, g · p),
cuja imagem é precisamente R. Como a acção é livre, vemos imediatamente
que esta aplicação é injectiva. O seu diferencial num ponto (g, p) ∈ G×M
é a aplicação d(g,p)Φ : TgG× TpM → TpM × Tg·pM dada por:

(v,w) 7→ (w,dΨp · v + dΨg · w).

Esta aplicação é injectiva. Conclúımos que Φ é uma imersão injectiva com
imagem R. Como, por hipótese, Φ é própria, segue-se que R é uma subvar-
iedade própria de M ×M .

Para verificar que p1|R : R → M é uma submersão, basta verificar que a
composição p1 ◦Φ : G×M →M é uma submersão. Mas esta composição é
a aplicação (g, p) 7→ p, que é obviamente uma submersão. �
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Seja G um grupo de Lie, e consideremos a acção de G em si próprio por
translações à esquerda:

G×G→ G, (g, h) 7→ gh.

Esta acção é própria e livre. Se H ⊂ G é um subgrupo fechado, então H
é um subgrupo de Lie, e segue-se que a acção de H em G, por translações
à esquerda, é própria e livre. O espaço quociente para esta acção são as
classes laterais direitas:

H\G = {Hg : g ∈ G}.
Pelo Teorema 12.4, conclúımos que:

Corolário 12.5. Seja G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo fechado.
Então H\G possui uma estrutura de variedade diferenciável, compat́ıvel com
a topologia quociente, tal que π : G→ H\G é uma submersão.

Observação 12.6. As acções que temos vindo a discutir, são acções à
esquerda. Existe uma definição natural de acção à direita, e os resultados
acima permanecem válidos, com modificações óbvias, para estas acções. Por
exemplo, para um grupo de Lie G, a acção à direita de um subgrupo fechado
H ⊂ G, é livre e própria. Assim, o conjunto das classes laterais esquerdas

G/H = {gH : g ∈ G},
também possui uma estrutura diferenciável.

Exemplos 12.7.

1. Seja G = SO(3) e H = SO(2) = S1 o subgrupo do Exemplo 12.2. Este
subgrupo é fechado, logo o quociente é uma variedade diferenciável e a aplicação
π : SO(3) → SO(3)/SO(2) é uma submersão. Note que SO(3)/SO(2) pode ser
identificado com a esfera S2, de forma que π : SO(3) → S2 é uma submersão
com fibras difeomorfas a S1.

2. Consideremos a acção adjunta de G = SU(2). O subgrupo de isotropia H
de um elemento X ∈ su(2) não-nulo, é um subgrupo fechado e isomorfo a S1.
Assim, obtemos uma submersão π : SU(2) → SU(2)/S1. Veremos mais tarde
que o quociente SU(2)/S1 pode ser identificado com a esfera S2. Recordando
que SU(2) é difeomorfo a S3, obtemos uma submersão π : S3 → S2 com fibras
difeomorfas a S1, a que se chama fibração de Hopf.

Consideremos uma acção diferenciável qualquer Ψ : G×M →M . Fixando
p ∈ M , podemos aplicar os resultados acima, com H = Gp, para concluir
que G/Gp possui uma estrutura diferenciável, e que a aplicação

G/Gp →M, gGp 7→ g · p,
é uma imersão injectiva. A imagem desta aplicação é a órbita por p, donde:

Corolário 12.8. As órbitas de uma acção diferenciável Ψ : G ×M → M
são subvariedades (imersas) de M .

Se G×M →M e G×N → N são duas acções de G, dizemos que as acções
são equivalentes se existir uma bijecção Φ : M → N que é equivariante,
i.e., que satisfaz:

Φ(g · p) = g · Φ(p), ∀g ∈ G, p ∈M.
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Se Ψ : G ×M → M é uma acção transitiva, então é equivalente à acção
por translações à esquerda G × G/Gp → G/Gp, (g, hGp) 7→ (gh)Gp, para
qualquer p ∈M . A equivalência é dada por:

Φ : G/Gp →M, gGp 7→ g · p.
No caso diferenciável, conclúımos imediatamente:

Corolário 12.9. Seja Ψ : G×M →M uma acção diferenciável, transitiva,
de um grupo de Lie G numa variedade M . Para todo o p ∈M , a aplicação

Φ : G/Gp →M, gGp 7→ g · p,
é um difeomorfismo equivariante de G/Gp com a órbita de p.

Resumindo: as variedades homogéneas são as variedades da forma G/H
onde G é um grupo de Lie e H ⊂ G é um subgrupo fechado. Numa var-
iedade homogénea G/H temos uma acção natural de G, induzida da acção
por translações à esquerda de G em si próprio. As variedades homogéneas
incluem alguns do exemplos mais interessantes de variedades.

Exemplos 12.10.

1. Consideremos a acção O(d + 1) × Rd+1 → Rd+1 por multiplicação de ma-
trizes:

(A,~v) 7→ A~v.

As órbitas destas acção são as esferas (x0)2 + · · · + (xd)2 = r2 e a origem.
Consideremos a esfera Sd de raio 1 e fixemos, por exemplo, o pólo norte p =
(0, . . . , 0, 1) ∈ Sd. O seu subgrupo de isotropia consiste em elementos da forma




B 0

0 1


 ∈ O(d + 1),

ou seja, pode ser identificado com O(d). Segue-se que a aplicação

O(d+ 1)/O(d) → Sd, A 7→ A O(d),

é um difeomorfismo. Da mesma forma, mostra-se que Sd também é difeomorfa
ao espaço homogéneo SO(d+ 1)/SO(d) (cf. Exemplo 12.2).

2. Seja Pd o espaço projectivo, e π : Rd+1 − {0} → Pd, a aplicação

π(x0, . . . , xd) = [x0 : · · · : xd].

A acção SO(d+ 1) × Rd+1 → Rd+1 por multiplicação de matrizes, induz uma
acção diferenciável SO(d+1)×Pd → Pd, que é transitiva (porquê?). O subgrupo
de isotropia de [0 : · · · : 0 : 1] consiste nos elementos da forma




B 0

0 detB


 ∈ SO(d + 1),

ou seja, pode ser identificado com O(d). Conclúımos que Pd é difeomorfo ao
espaço homogéneo SO(d+ 1)/O(d).

Da mesma forma, podemos ver que o espaço projectivo complexo CPd é
difeomorfo ao espaço homogéneo SU(d+ 1)/U(d).
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3. Seja V um espaço vectorial de dimensão d, e designemos por Gk(V ) o
conjuntos dos seus subespaços lineares de dimensão k. Fixando uma base
{v1, . . . ,vd} para V , o grupo ortogonal actua em V por multiplicação de ma-
trizes. Como uma transformação linear não-singular transforma subespaços de
dimensão k em subespaços de dimensão k, vemos que temos uma acção

O(d) ×Gk(V ) → Gk(V ).

É fácil de ver que, dados dois subespaços k-dimensionais S1, S2 ⊂ V , existe
um A ∈ O(d) que transforma S1 em S2. Por outras palavras, esta acção é
transitiva.

Seja S0 o subespaço gerado pelos primeiros k vectores da base. O subgrupo
de isotropia deste elemento é:

H = {
(
A 0
0 B

)
∈ O(d) : A ∈ O(k), B ∈ O(d− k)}.

Este subgrupo é fechado em G. Assim, temos uma bijecção

O(d)/O(k) ×O(d − k) → Gk(V ).

Requerendo que esta aplicação seja um difeomorfismo, obtemos uma estru-
tura de variedade homogénea em Gk(V ) de dimensão k(d− k). Esta estrutura
de variedade é independente da base escolhida, e é designada por variedade

Grassmanniana dos k-planos de V .

Vejamos, agora, qual é a descrição infinitesimal de uma acção diferenciável
Ψ : G × M → M . Recordemos que uma acção pode ser vista como um
homomorfismo

Ψ̂ : G→ Dif(M).

Pensando em Dif(M) como um grupo de Lie com álgebra de Lie X(M),
então deverá existir um homomorfismo de álgebras de Lie

ψ = (Ψ̂)∗ : g → X(M).

Vejamos que, de facto, assim é. Se X ∈ g e p ∈M , a curva

t 7→ exp(tX) · p,
que passa por p em t = 0, está definida e é diferenciável num intervalo
] − ε, ε[. Definimos o campo vectorial ψ(X) em M , por:

ψ(X)p ≡
d

dt
exp(tX) · p

∣∣∣∣
t=0

.

Deixamos a demonstração do seguinte lema como exerćıcio:

Lema 12.11. Para cada X ∈ g, ψ(X) é um campo vectorial de classe C∞

e a aplicação ψ : g → X(M) é um anti-homomorfismo de álgebras de Lie.

Observação 12.12. Um anti-homomorfismo de álgebras de Lie φ : g → h

é uma aplicação linear que satisfaz:

φ([X,Y ]) = −[φ(X), φ(Y )], ∀X,Y ∈ g.

O leitor poderá, pois, estranhar a presença do sinal neste lema. A razão é
simples: com as nossas convenções (em que a álgebra de Lie de um grupo de
Lie é formada pelos campos vectoriais invariantes à esquerda) a álgebra de
Lie do grupo dos difeomorfismos Dif(M) é formada pelos campos vectoriais
X(M) com o simétrico do parênteses de Lie de campos vectoriais. O leitor
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deverá convencer-se disso mesmo (por exemplo, determine os subgrupos de
Lie a 1-parametro no grupo de difeomorfismos). 2

O lema sugere a seguinte definição:

Definição 12.13. Seja g uma álgebra de Lie. Uma acção infinitesimal

de g numa variedade M é um anti-homomorfismo de álgebras de Lie ψ :
g → X(M).

Já vimos que toda a acção diferenciável Ψ : G×M →M induz uma acção
infinitesimal ψ : g → X(M). O rećıproco não é verdadeiro, como ilustra o
exemplo seguinte.

Exemplo 12.14.
Consideremos a acção de SO(3) em R3 por rotações, do Exemplo 12.2. A

álgebra de Lie so(3) possui a base

X =




0 0 0
0 0 1
0 −1 0


 , Y =




0 0 −1
0 0 0
1 0 0


 , Z =




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 .

Para esta base, os parênteses de Lie satisfazem:

[X,Y ] = −Z, [Y, Z] = −X, [Z,X ] = −Y.
Vemos, por exemplo, que

exp(tX) =




1 0 0
0 cos t sen t
0 − sen t cos t


 .

Logo,

ψ(X)(x,y,z) =
d

dt
exp(tX) · (x, y, z)

∣∣∣∣
t=0

.

= z
∂

∂y
− y

∂

∂z
.

De forma análoga, calculamos:

ψ(Y ) = x
∂

∂z
− z

∂

∂x
, ψ(Z) = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
.

Os campos {ψ(X), ψ(Y ), ψ(Z)} dizem-se os geradores infinitesimais da
acção. O facto de que ψ é um anti-homomorfismo de álgebras de Lie, explica
os parênteses de Lie obtidos no Exemplo 8.2.

Consideremos agora M = R3−{p0}, e a restrição de ψ(X) a M , para todo o
X ∈ g. Se escolhermos p0 6= 0, obtemos uma acção infinitesimal ψ : g → X(M)
que não é induzida por uma acção de G em M .

Pode-se, ainda, mostrar o seguinte resultado:

Teorema 12.15. Seja ψ : g → X(M) uma acção infinitesimal em que
ψ(X) é completo, para todo o X ∈ g. Então existe uma acção diferenciável
Ψ : G → Dif(M) que a integra, onde G é o grupo de Lie 1-conexo com
álgebra de Lie g.

Por exemplo, se M é uma variedade compacta, então toda a acção infin-
itesimal ψ : g → X(M) integra-se numa acção global Ψ : G×M →M .

2Podeŕıamos ter definido o parênteses de Lie de campos vectoriais com o sinal oposto,
mas isto levaria à presença de outros sinais negativos...
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Exerćıcios.

1. Seja Ψ : G×M → M uma acção diferenciável própria e livre, com projecção
canónica π : G → G\M . Mostre que, para todo o p ∈ G\M , existe uma
vizinhança U de p e um difeomorfismo

σ : π−1(U) → G× U, q 7→ (χ(q), π(q)),

tal que:

σ(g · q) = (gχ(q), π(q)), ∀q ∈ π−1(U), g ∈ G.

2. Seja G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo conexo e fechado. Mostre
que:

(a)H é normal em G sse a sua álgebra de Lie h ⊂ g é um ideal, i.e.,

∀X ∈ g, Y ∈ h, [X,Y ] ∈ h.

(b)Se H é normal em G, então G/H é um grupo de Lie e π : G → G/H é
um homomorfismo de grupos de Lie.

3. Seja G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo fechado. Mostre que se
G/H e H são conexos então G é conexo. Deduza que os grupos SO(d), SU(d)
e U(d) são conexos. Mostre ainda que O(d) e GL(d) têm duas componentes
conexas.

4. Seja Ψ : G×M →M uma acção diferenciável transitiva. Mostre que:
(a)A componente conexa da identidade G0 também actua transitivamente

em M ;
(b)Para todo o p ∈M , G/G0 é difeomorfo a Gp/(Gp ∩G0);
(c)Se Gp é conexo para algum p ∈ M , então G é conexo.

5. Para os seguintes grupos de Lie, determine as órbitas e os subgrupos de
isotropia da acção adjunta:

(a)SL(2).
(b)SO(3).
(c)SU(2).
(d)SU(3).

6. Seja V um espaço vectorial de dimensão d. Designe por Sk(V ) o conjunto
dos k-referenciais de V :

Sk(V ) = {(v1, . . . ,vk) : os v1, . . . ,vk são independentes}.
Mostre que Sk(V ) possui uma estrutura de variedade diferenciável homogénea
de dimensão dk. A Sk(V ) chama-se variedade de Stiefel dos k-referenciais
de V .
(Sugestão: Fixe uma base para V e considere a acção de GL(d) em V por
multiplicação de matrizes.)

7. Demonstre o Lema 12.11.
(Sugestão: Para um grupo de Lie G com álgebra de Lie g, para cada X ∈ g

designe por X ∈ X(G) o campo vectorial em G invariante à direita que vale
Xe na identidade. Mostre que:

[X,Y ] = −[X,Y ], ∀X,Y ∈ g,

e exprima a acção infinitesimal φ : g → X(M) em termos de campos invariantes
à direita.)
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8. Seja Ψ : G ×M → M uma acção diferenciável, e ψ : g → X(M) a acção
infinitesimal associada. Se Gp é o subgrupo de isotropia de p, mostre que a
sua álgebra de Lie é a subálgebra de isotropia:

gp = {X ∈ g : ψ(X)p = 0}.

9. Seja Ψ : G×M →M uma acção diferenciável, e suponha que p0 ∈M é um
ponto fixo desta acção:

g · p0 = p0, ∀g ∈ G.

Designe ainda por ψ : g → X(M) a acção infinitesimal associada. Mostre que:
(a)A acção Ψ induz uma representação Ξ : G→ GL(Tp0M);
(b)A acção ψ induz uma representação ξ : g → gl(Tp0M);
(c)A representação Ξ de G integra a representação ξ de g.
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PARTE III. Formas Diferenciais

As forma diferenciais são os objectos que se podem integrar sobre uma
variedade. Por esta razão, elas desempenham um papel crucial na passagem
do local para o global. Nesta terceira série de lições vamos introduzir as
formas diferenciais e vamos ver como como o estudo de propriedades globais
de variedades diferenciáveis pode ser efectuado, eficazmente, com recurso às
forma diferenciais.

Os conceitos e ideias principais a reter nesta série são:

• Na Lição 13: A noção de forma diferencial e, mais geralmente, de
campos tensoriais. As operações elementares sobre forma diferenci-
ais: produto exterior, produto interior e pull-back.

• Na Lição 14: O diferencial e a derivada de Lie de formas diferenciais,
que dão origem ao cálculo de Cartan sobre formas diferenciais.

• Na Lição 15: O integral de formas diferenciais em variedades e a
Teorema de Stokes.

• Na Lição 16: A cohomologia de de Rham e a sua relação com a
cohomologia singular diferenciável.

• Na Lição 17: As propriedades básicas da cohomologia de de Rham:
invariância por homotopia e a sucessão de Mayer-Vietoris.

• Na Lição 18:a dualidade de Poincaré e algumas aplicações de coho-
mologia: o grau de uma aplicação, a caracteŕıstica de Euler de uma
variedade, e o ı́ndice de um zero de um campo vectorial.
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Lição 13. Formas Diferenciais e Campos Tensoriais

Se V é um espaço vectorial de dimensão finita d, vamos designar por:

⊗
V =

+∞⊕

k=0

⊗kV,

a sua álgebra tensorial, e por:

∧
V =

d⊕

k=0

∧kV

a sua álgebra exterior. Se α1, . . . , αk ∈ V ∗ e v1, . . . ,vk ∈ V , a nossa
convenção é tal que:

〈α1 ∧ · · · ∧ αk,v1 ∧ · · · ∧ vk〉 = det(αi(vj))
k
i,j=1.

Se T : V → W é uma transformação linear entre dois espaços vectoriais
de dimensão finita, recordemos que a sua transposta T ∗ : W ∗ → V ∗ é a
transformação linear entre os espaços vectoriais duais definida por:

T ∗α(v) = α(Tv).

Da mesma forma, existe uma aplicação induzida T ∗ : ∧kW ∗ → ∧kV ∗

definida por:
T ∗ω(v1, . . . ,vk) = ω(Tv1, . . . , Tvk).

Pode-se definir, igualmente, uma aplicação T ∗ : ⊗kW ∗ → ⊗kV ∗, o que
deixamos ao cuidado do leitor.

Depois destes comentários preliminares, seja agora M uma variedade
diferenciável. Se p ∈M e (x1, . . . , xd) são coordenadas locais em p, então os
vectores tangentes

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(i = 1, . . . , d),

formam uma base de TpM . Da mesma forma, as formas

dpx
i (i = 1, . . . , d),

formam uma base de T ∗
pM . Estas bases são bases duais. Formando produ-

tos tensoriais ou exteriores dos elementos destas base, obtemos bases para
⊗kTpM , ∧kTpM , ⊗kT ∗

pM , ∧kT ∗
pM , etc. Por exemplo, Vamos o espaço

∧kT ∗
pM , admite a base

dpx
i1 ∧ · · · ∧ dpx

ik (i1 < · · · < ik).

Tal como no caso dos espaços tangente e cotangente, estamos interessados
em considerar para cada um dos espaços ⊗kTpM , ∧kTpM , ⊗kT ∗

pM , ∧kT ∗
pM ,

etc., a união em que p varia em M . Por exemplo,

∧kT ∗M =
⋃

p∈M
∧kT ∗

pM.

Tal como para o fibrado tangente, temos o seguinte resultado cuja demon-
stração é deixada como exerćıcio.

Proposição 13.1. Existe uma estrutura de variedade natural em ∧kT ∗M
tal que a projecção canónica em M é uma submersão.
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Da mesma forma é posśıvel considerar os fibrados ∧kTM , ⊗kT ∗M , ⊗kTM ,
⊗kT ∗M ⊗s T ∗M , etc., cujos detalhes deixamos como exerćıcio.

Definição 13.2. Seja M uma variedade.

(i) Uma forma diferencial de grau k é uma secção de ∧kT ∗M .
(ii) Um campo multivectorial de grau k é uma secção de ∧kTM .
(iii) Um campo tensorial de grau (k, s) é uma secção de ⊗kTM⊗sT ∗M .

Vamos considerar, apenas, formas e campos diferenciáveis, i.e., que sejam
secções C∞.

Se (U, x1, . . . , xd) são coordenadas locais, então uma forma diferencial ω
de grau k pode ser escrita na forma:

ω|U =
∑

i1<···<ik
ωi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i1···ik

1

k!
ωi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

onde as componentes ωi1···ik são anti-simétricas nos ı́ndices:

ωσ(i1)···σ(ik) = (−1)sgn σωi1···ik ,

para toda a permutação σ ∈ Sk. É claro que ωi1···ik ∈ C∞(U) sse ω é de
classe C∞. Se (V, y1, . . . , yd) é outro sistema de coordenadas locais, então

ω|V =
∑

j1<···<jk
ωj1···jkdyj1 ∧ · · · ∧ dyjk ,

com ωj1···jk ∈ C∞(V ). As componentes nos dois sistemas de coordenadas
estão relacionados em U ∩ V pela fórmula:

ωj1···jk =
∑

i1<···<ik
ωi1···ik

∂(xi1 · · · xik)

∂(yj1 · · · yjk)
.

A expressão do lado esquerdo é a abreviatura para o menor correspondente
às linhas i1, . . . , ik e às colunas j1, . . . , jk da matriz jacobiana da mudança
de coordenadas.

De igual forma, temos expressões em coordenadas locais para um campo
multivectorial Π, que pode ser escrito na forma:

Π|U =
∑

i1<···<ik
Πi1···ik ∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xik
,

e para um campo tensorial T , que pode ser escrito na forma:

T |U =
∑

i1,...,ik,j1,...,js

T i1,...,ikj1,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xik
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjk .

Deixamos como exerćıcio determinar as fórmulas de transformação para
campos multivectoriais e tensoriais.

Observação 13.3. O leitor poderá estar intrigado com as posições relativas
dos ı́ndices nos diferentes objectos. A convenção que seguimos é tal, que um
ı́ndice só aparece numa soma quando na fórmula figura simultaneamente
como subescripto e como supescripto. Seguindo esta convenção, muitas
vezes omite-se o sinal de somatório, estando subentendido a soma sempre
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que um ı́ndice figura repetido. A esta convenção chama-se convenção de
Einstein.

Daqui em diante, o nosso estudo incidirá sobre as formas diferenciais.
Embora os outros objectos também seja importantes, as formas diferenciais
desempenham um papel mais fundamental. A razão, é que estes são os
objectos numa variedade que podem ser integrados, como veremos mais
adiante.

Numa variedade M , vamos designar o espaço vectorial das formas diferen-
ciais de grau k por Ωk(M). Se fixarmos uma forma diferencial ω ∈ Ωk(M),
o elemento ωp ∈ ∧kT ∗

pM pode ser visto como uma aplicação multilinear
alternada

ωp : TpM × · · · × TpM → R.

Assim, se X1, . . . , Xk ∈ X(M) são campos vectoriais em M , obtemos uma
função ω(X1, . . . , Xk) ∈ C∞(M), dada por:

p 7→ ωp(X1|p, . . . , Xk|p).
Desta maneira, toda a forma diferencial ω ∈ Ωk(M) pode ser vista como
uma aplicação

ω : X(M) × · · · × X(M) → C∞(M).

Esta aplicação é C∞(M)-multilinear e alternada. Reciprocamente, toda a
aplicação X(M) × · · · × X(M) → C∞(M), que seja C∞(M)-multilinear e
alternada, define uma forma diferencial.

Vejamos algumas construções básicas envolvendo formas diferenciais.

Produto exterior de formas diferenciais. O produto exterior ∧ nas álgebras
exteriores ∧T ∗

pM induz um produto exterior de formas diferenciais

∧ : Ωk(M) × Ωs(M) → Ωk+s(M), (ω ∧ η)p ≡ ωp ∧ ηp.
Se introduzirmos o conjunto de todas as formas diferenciais:

Ω(M) =

d⊕

k=0

Ωk(M).

onde Ω0(M) = C∞(M), o produto exterior faz de Ω(M) uma álgebra de
Grassmann sobre o anel das funções C∞(M), i.e., são válidas as seguintes
propriedades:

(a) (fω + gη) ∧ θ = fω ∧ θ + gη ∧ θ.
(b) ω ∧ η = (−1)deg ω deg ηη ∧ ω.
(c) (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ).
É claro que, se α1, . . . , αk ∈ Ω1(M) e X1, . . . , Xk ∈ X(M), de acordo com a
nossa convenção:

α1 ∧ · · · ∧ αk(X1, . . . , Xk) = det [αi(Xj)]
k
i,j=1 .

Estas propriedades é tudo quanto precisamos de saber para calcular pro-
dutos exteriores, como ilustramos no seguinte exemplo.
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Exemplo 13.4.
Em R4, com coordenadas (x, y, z, w), consideremos as formas de grau 2 dadas

por ω = (x+w2)dx∧dy+ezdx∧dw+cos xdy∧dz e η = xdy∧dz−ezdz∧dw.
Temos que:

ω ∧ η = −(x+ w2)ezdx ∧ dy ∧ dz ∧ dw + xezdx ∧ dw ∧ dy ∧ dz

= −w2ezdx ∧ dy ∧ dz ∧ dw.

Pull-back de formas diferenciais. Seja Φ : M → N uma aplicação difer-
enciável entre duas variedades. Para cada p ∈M , temos a aplicação linear

dpΦ : TpM → TΦ(p)N,

e a, ainda, a sua transposta:

(dpΦ)∗ : ∧kT ∗
Φ(p)N → ∧kT ∗

pM.

Define-se o pull-back de formas diferenciais Φ∗ : Ωk(N) → Ωk(M) por:

(Φ∗ω)(X1, . . . , Xk)p = ((dpΦ)∗ω)(X1|p, . . . , Xk|p)
= ω(dpΦ ·X1|p, . . . ,dpΦ ·Xk|p).

Como esta fórmula define uma aplicação X(M) × · · · × X(M) → C∞(M)
que é C∞(M)-multilinear e alternada, Φ∗ω é uma forma diferencial de grau
k em M .

É fácil de ver que, para uma aplicação diferenciável Φ : M → N , o pull-
back Φ∗ : Ω(N) → Ω(M) é um homomorfismo de álgebras de Grassman,
i.e., são válidas as propriedades:

(a) Φ∗(aω + bη) = aΦ∗ω + bΦ∗η;
(b) Φ∗(ω ∧ η) = Φ∗ω ∧ Φ∗η;
(c) Φ∗(fω) = (f ◦ Φ)Φ∗ω;

Note que se f : N → R é uma função, então o seu diferencial df pode ser
visto como uma forma diferencial de grau 1. Temos, ainda, que:

(d) Φ∗(df) = d(f ◦ Φ).

Esta propriedades podem ser utilizadas para calcular pull-backs em coorde-
nadas locais, como ilustramos de seguida.

Exemplo 13.5.
Seja Φ : R2 → R4 a aplicação:

Φ(u, v) = (u+ v, u− v, v2,
1

1 + u2
).

Se η = xdy ∧ dz − ezdz ∧ dw ∈ Ω2(R4), então o seu pull-back é dado por:

Φ∗η = (x ◦ Φ)d(y ◦ Φ) ∧ d(z ◦ Φ) − e(z◦Φ)d(z ◦ Φ) ∧ d(w ◦ Φ)

= (u+ v)d(u− v) ∧ d(v2) − ev
2

d(v2) ∧ d(
1

1 + u2
)

= (u+ v)du ∧ 2vdv − 2vev
2

dv ∧ −2udu

(1 + u2)2

=

(
2v(u+ v) − 4uvev

2

(1 + u2)2

)
du ∧ dv.
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Ou seja, para calcular o pull-back Φ∗η, substitúımos em η, as funções coorde-
nadas (x, y, z, w) pelas suas expressões em termos das coordenadas (u, v).

Observação 13.6. No caso em que (N, i) é uma subvariedade de M , o
pull-back de uma forma ω ∈ Ωk(M) pela inclusão i : N ↪→ M designa-se
por restrição de ω a N . Muitas vezes, escrevemos ω em vez de i∗ω, para
designar a restrição.

Por exemplo, para a esfera S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1},
podemos falar na forma diferencial

ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy,

quando estamos de facto a pensar no seu pull-back pela inclusão i : S2 ↪→ R3.

Produto interior. Dado um campo vectorial X ∈ X(M) e uma forma diferen-
cial ω ∈ Ωk(M), chama-se produto interior de ω por X à forma diferencial
iXω ∈ Ωk−1(M) definida por:

iXω(X1, . . . , Xk−1) = ω(X,X1, . . . , Xk−1).

Como iXω é uma aplicação C∞(M)-multilinear e alternada, define, de facto,
uma forma diferencial de grau k − 1 em M .

As seguintes propriedade do produto interior, de fácil verificação, são
bastante úteis no seu cálculo:

(a) iX(fω + gθ) = fiXω + giXθ.
(b) iX(ω ∧ θ) = (iXω) ∧ θ + (−1)deg ωω ∧ (iXθ).
(c) i(fX+gY )ω = fiXω + giY ω.
(d) iX(df) = X(f);

Vejamos um exemplo simples.

Exemplo 13.7.
Seja ω = exdx∧ dy+ ezdy ∧ dz ∈ Ω2(R3), e X = x ∂

∂y − y ∂
∂x ∈ X(R3). Então:

i ∂
∂x

(dx ∧ dy) = (i ∂
∂x

dx) ∧ dy − dx ∧ (i ∂
∂y

dy) = dy,

i ∂
∂y

(dx ∧ dy) = (i ∂
∂y

dx) ∧ dy − dx ∧ (i ∂
∂y

dy) = −dx,

i ∂
∂x

(dy ∧ dz) = (i ∂
∂x

dy) ∧ dz − dy ∧ (i ∂
∂x

dz) = 0,

i ∂
∂y

(dy ∧ dz) = (i ∂
∂y

dy) ∧ dz − dy ∧ (i ∂
∂y

dz) = dz.

Logo, conclúımos que

iXω = −xexdx− yexdy + xezdz.

Observação 13.8. A operação de produto interior extende-se, de forma
mais ou menos óbvia, a outros objectos (campos multivectoriais, campos
tensoriais, etc.). Para estes objectos, é frequente utilizar-se a designação
contracção, em vez de produto interior. Por exemplo, pode-se definir a
contracção de uma forma diferencial ω de grau k por um campo multivec-
torial Π de grau l < k, obtendo-se uma forma iΠω de grau k − l. Em
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coordenadas locais (U, x1, . . . , xd), se

ω|U =
∑

i1···ik
ωi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik , Π|U =

∑

j1···jl
Πj1···jl ∂

∂xj1
∧ · · · ∧ ∂

∂xjl
,

então:

(iΠω)|U =
∑

i1···ik
ωi1···ikΠi1···ildxil+1 ∧ · · · ∧ dxik .

Como uma aplicação muito simples de formas diferenciais, vejamos como
podemos formalizar a noção de orientação de uma variedade.

Recordemos que se V é um espaço vectorial de dimensão d, e µ ∈ ∧d(V ∗)
é um elemento não-nulo, então para qualquer base {v1, . . . ,vd} temos

µ(v1, . . . ,vd) 6= 0.

Assim, µ divide as bases ordenadas de V em duas classes: a base {v1, . . . ,vd}
tem µ-orientação positiva (respectivamente, negativa) se este número é pos-
itivo (respectivamente, negativo). Assim, µ determina uma orientação para
V .

Passando ao caso de uma variedade diferenciável M de dimensão d, vamos
chamar forma volume a uma forma diferencial µ ∈ Ωd(M), tal que µp 6= 0,
∀p ∈M .

Definição 13.9. Uma variedade M de dimensão d diz-se orientável se
possui uma forma volume.

Seja M é uma variedade orientável de dimensão d. Se µ1, µ2 ∈ Ωd(M)
são formas volumes, dizemos que µ1 e µ2 definem a mesma orientação se,
para todo o p ∈M e qualquer base {v1, . . . ,vd} de TpM , verifica-se:

µ1(v1, . . . ,vd)µ2(v1, . . . ,vd) > 0.

Caso contrário, dizemos que µ1 e µ2 definem orientações opostas. Observe
que, se µ1 e µ2 definem a mesma orientação, então uma base é µ1-positiva sse
é µ2-positiva. A propriedade “definem a mesma orientação” é uma relação
de equivalência nas formas volumes de M . Uma orientação para M é
uma escolha de uma classe de equivalência [µ]. Uma vez escolhida uma
orientação, dizemos que que M é uma variedade orientada.

A seguinte proposição fornece uma caracterização alternativa das var-
iedades orientáveis. A demonstração é deixada como exerćıcio.

Proposição 13.10. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão d.
As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) M é orientável, i.e., M possui uma forma volume.
(ii) Existe uma colecção {(Ui, φi) : i ∈ I} de sistemas de coordenadas que

cobrem M tal que, para todo o i, j ∈ I:

det[(φi ◦ φ−1
j )′(p)] > 0, ∀p ∈ Ui ∩ Uj .

Exemplos 13.11.

1. O espaço euclidiano Rd é orientável. A orientação canónica de Rd é a
orientação definida pela forma volume dx1∧· · ·∧dxd. Em relação à orientação
canónica, a base canónica de TpRd ' Rd tem orientação positiva.

94



2. Um grupo de Lie G é sempre orientável. Se {α1, . . . , αd} é uma base de
1-formas diferenciais invariantes à esquerda, então µ = α1 ∧ · · · ∧ αd é uma
forma volume invariante à esquerda.

3. A esfera Sd é um variedade orientável. Uma forma volume é dada por:

ω =
d+1∑

i=1

(−1)ixidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxd+1 ∈ Ωd(Sd).

Deixamos como exerćıcio verificar que esta forma não se anula.

4. O espaço projectivo P2 não é orientável. De facto, seja µ ∈ Ω2(P2) uma
2-forma diferenciável. Se π : S2 → P2 é a aplicação quociente, então π∗µ é
uma 2-forma diferencial em S2. Segue-se, do exemplo anterior, que

π∗µ = fω,

para alguma função f ∈ C∞(S2). Seja Φ : S2 → S2 a aplicação anti-podal:
p 7→ −p. Como π ◦ Φ = π, temos que:

Φ∗(π∗µ) = (π ◦ Φ)∗µ = π∗µ.

Por outro lado, é fácil de ver que Φ∗ω = −ω, logo

fω = π∗µ

= Φ∗(π∗µ)

= Φ∗(fω)

= (f ◦ Φ)Φ∗(ω) = −(f ◦ Φ)ω.

Conclúımos que f(−p) = −f(p), para todo o p ∈ S2. Mas, então, f(p) = 0,
para algum p ∈ S2. Assim, π∗µ anula-se. Como π é um difeomorfismo local,
conclúımos que toda a forma diferencial µ ∈ Ω2(P2) anula-se, logo P2 não é
orientável.

Sejam M e N variedades orientadas com orientações [µM ] e [µN ], e seja
Φ : M → N um difeomorfismo. Dizemos que Φ preserva orientações ou
é positiva, se [Φ∗µN ] = [µM ]. A demonstração da seguinte proposição é
deixada como exerćıcio.

Proposição 13.12. Seja M uma variedade orientada com orientação [µ].
Existe uma cobertura aberta de M por sistemas de coordenadas (Ui, φi) em
que cada φi : Ui → Rd é positivo, onde em Rd consideramos a orientação
canónica.

Exerćıcios.

1. Construa a estrutura diferencial natural de ∧kT ∗M , para a qual a projecção
canónica em M é uma submersão.

2. Determine as fórmulas de transformação de coordenadas para campos mul-
tivectoriais e tensoriais.

3. Mostre que uma estrutura Riemanniana numa variedade M (ver Lição 7,
Exerćıcio 8) define um campo tensorial simétrico de grau (0,2).
Nota: Em coordenadas locais (U, xi), um tensor simétrico de grau (0,2)
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escreve-se na forma

g =
∑

i,j

gijdx
i ⊗ dxj ,

onde as componentes satisfazem gij = gji.

4. Verifique as propriedades básicas do pull-back de formas diferenciais e do
produto interior.

5. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. Mostre que, se X ∈ X(M) e
Y ∈ X(N) são campos vectoriais Φ-relacionados, então

Φ∗(iY ω) = iXΦ∗ω,

para toda a forma diferencial ω ∈ Ω(N).

6. Demonstre a Proposição 13.10.

7. Mostre que, se M e N são variedades orientáveis, então M×N é orientável.
Conclua que o toro Td é uma variedade orientável.

8. Mostre que o espaço projectivo Pd é orientável sse d é ı́mpar.

9. Verifique que a garrafa de Klein (ver Exemplo 4.5.4) não é uma variedade
orientável.

10. Mostre que toda a variedade orientada M possui uma cobertura por sis-
temas de coordenadas positivos.

11. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão d. Mostre que:
(a)O produto interno em cada espaço tangente TpM induz um produto in-

terno no espaço cotangente T ∗
pM .

(b)Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U de p e campos vectoriais
X1, . . . , Xd ∈ X(U) que são ortonormados:

〈Xi, Xj〉 = δij śımbolo de Kronecker.

A colecçãoX1, . . . , Xd diz-se um campo de referenciais (local) ortonor-
mado.

(c)Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U de p e formas diferenciais
α1, . . . , αd ∈ Ω1(U) que são ortonormadas:

〈αi, αj〉 = δij śımbolo de Kronecker.

A colecção {α1, . . . , αd} diz-se um campo de co-referenciais (local)
ortonormado.

12. Seja M uma variedade Riemanniana orientada de dimensão d. Mostre que
existe uma única operação ∗ : Ωk(M) → Ωd−k(M) que pode ser caracteri-
zada da seguinte forma: para todo o campo co-referencial local ortonormado
α1, . . . , αd e positivo (i.e., α1 ∧ · · · ∧ αd é positiva) são satisfeitas as seguintes
propriedades:

(a)∗1 = α1 ∧ · · · ∧ αd e ∗(α1 ∧ · · · ∧ αd) = 1;
(b)∗(α1 ∧ · · · ∧ αk) = αk+1 ∧ · · · ∧ αd.

A ∗ chama-se operador estrela de Hodge. Mostre, ainda, que:

∗ ∗ ω = (−1)k(d−k)ω, onde k = degω.
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Lição 14. Diferencial e Cálculo de Cartan

Nesta lição vamos definir duas operações de diferenciação sobre as formas
diferenciais: o diferencial de formas diferenciais (uma derivada intŕınseca) e
a derivada de Lie de formas diferenciais (uma derivada ao longo de campos
vectoriais). Estas operações, em conjunto com as operações algébricas ele-
mentares estudadas na lição anterior, definem um cálculo sobre as formas
diferenciais que se costuma designar por Cálculo de Cartan.

Seja ω ∈ Ωk(M) uma forma diferencial de grau k numa variedade difer-
encial M . Definimos o seu diferencial dω como sendo a forma diferencial
de grau k + 1 dada por:

(14.1) dω(X0, . . . , Xk) =
k∑

i=0

(−1)iXi(ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk))+

+

k∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j . . . , Xk),

para todo os campos vectoriais X0, . . . , Xk ∈ X(M). Como esta fórmula
define uma aplicação C∞(M)-multilinear X(M) × · · · × X(M) → X(M),
vemos que dω é, de facto, uma forma diferencial.

Note que uma função f ∈ C∞(M) é uma forma de grau 0. Neste caso, a
fórmula fornece:

df(X) = X(f),

donde esta definição é coerente com a nossa definição de diferencial de uma
função. O próximo resultado mostra que o diferencial é a única operação
sobre as formas que é uma extensão razoável do diferencial de funções.

Teorema 14.1. O diferencial é a única operação

d : Ω•(M) → Ω•+1(M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) d é R-linear:

d(aω + bθ) = adω + bdθ.

(ii) d é uma derivação:

d(ω ∧ θ) = (dω) ∧ θ + (−1)deg ωω ∧ (dθ).

(iii) d é uma extensão do diferencial: se f ∈ C∞(M), então

df(X) = X(f),∀X ∈ X(M).

(iv) d2 = 0.

Demonstração. Deixamos como exerćıcio a verificação de que d, definido por
(14.1), satisfaz as propriedades (i) a (iv). Para verificar a unicidade, vamos
ver que se ω ∈ Ωk(M) é uma forma diferencial de grau k, então dω fica
determinado pelas propriedades (i) a (iv).

Como d é uma derivação, é local: se ω|U = 0 num aberto U , então
(dω)|U = 0. De facto, se p ∈ U , seja f ∈ C∞(M) uma função com f(p) > 0
e sup f ⊂ U . Como fω ≡ 0, temos que:

0 = d(fω) = df ∧ ω + fdω.
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Calculando ambos os lados em p, obtemos f(p)(dω)p = 0. Logo dω|U = 0,
como pretendido.

Basta, pois, verificar a nossa afirmação para ω ∈ Ωk(U), onde U é um
sistema de coordenadas (x1, . . . , xd). Nesse caso, temos que

ω =
∑

i1<···<ik
ωi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Aplicando, sucessivamente, as propriedades, obtemos:

dω =
∑

i1<···<ik
d(ωi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) (por (i))

=
∑

i1<···<ik
d(ωi1···ik) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (por (ii) e (iv))

=
∑

i1<···<ik

∑

i

∂ωi1···ik
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (por (iii)).

Esta última expressão define uma forma diferencial de grau k+1 em U . As-
sim, dω fica determinado pelas propriedades (i) a (iv), tal como afirmámos.

�

O cálculo do diferencial de uma forma pode ser efectuado recorrendo
às propriedades dadas pelo resultado anterior. Isto é, muitas vezes, mais
eficiente do que a aplicação directa da fórmula (14.1), como ilustramos de
seguida, através de um exemplo muito simples.

Exemplo 14.2.
Seja ω = eydx ∧ dz + ezdy ∧ dz ∈ Ω2(R3). Então, aplicando sucessivamente

as propriedades (i) a (iv), obtemos:

dω = d(eydx ∧ dz + ezdy ∧ dz)

= (dey) ∧ dx ∧ dz + d(ez) ∧ dy ∧ dz

= eydy ∧ dx ∧ dz + ezdz ∧ dy ∧ dz

= −eydx ∧ dy ∧ dz.

Deve-se, ainda, observar que o diferencial é preservado pelo pull-back de
aplicações diferenciáveis:

Proposição 14.3. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável entre
variedades diferenciáveis. Então, para toda a forma ω ∈ Ωk(M), temos que:

Φ∗dω = dΦ∗ω.

Como veremos mais adiante, esta propriedade muito simples é extrema-
mente importante. A demonstração é deixada como exerćıcio.

Como uma aplicação simples, mas interessante, da noção de diferencial
vejamos como o Teorema de Frobenius pode ser expresso em termos de
formas diferenciais. Para isso, seja D uma distribuição de classe C∞ numa
variedade diferenciável M . Dizemos que uma forma diferencial ω ∈ Ωk(M)
aniquila D se:

ω(X1, . . . , Xk) = 0 sempre que X1, . . . , Xk ∈ X(D).
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Utilizaremos a notação:

I(D) ≡ {ω ∈ Ω(M) : ω aniquila D}.

Vamos, ainda, dizer que uma colecção de 1-formas diferenciais α1, . . . , αk ∈
Ω1(M) é independente se elas formam um conjunto linearmente indepen-
dente em T ∗

pM , para cada p ∈M .
A proposição seguinte mostra que uma distribuição pode ser definida em

termos de formas diferenciáveis.

Proposição 14.4. Seja D uma distribuição k-dimensional de classe C∞

numa variedade diferenciável M de dimensão d. Então:

(i) I(D) é um ideal da álgebra Grassmanianna Ω(M).
(ii) I(D) é localmente gerado por d− k 1-formas independentes.

Reciprocamente, se I ⊂ Ω(M) é um ideal que é localmente gerado por d− k
formas diferenciais de grau 1, então existe uma única distribuição D, que é
k-dimensional e de classe C∞, tal que I = I(D).

Demonstração. O item (i) segue-se, imediatamente, das definições de I(D)
e do produto exterior.

Para mostrar (ii), para cada p ∈ M , consideramos uma vizinhança U de
p e campos vectoriais Xd−k+1, . . . , Xd ∈ X(U) que geram D|U . Podemos
completar esta colecção com campos vectoriais, obtendo campos vectoriais
X1, . . . , Xd ∈ X(U), que formam uma base de TpM , para todo o p ∈ U .
Sejam α1, . . . , αd ∈ Ω1(U) as 1-formas duais, definidas por:

αi(Xj) = δij(śımbolo de Kronecker).

Vejamos que α1, . . . , αk são as 1-formas diferenciais que procurávamos:

• A colecção α1, . . . , αk é independente: Isto segue-se, imediatamente,
do facto de que α1, . . . , αd formam uma base de T ∗

pM , para todo o
p ∈ U .

• A colecção α1, . . . , αk é geradora: Se ω ∈ Ωr(M), então existem
funções ai1···ir ∈ C∞(U) tais que

ω|U =
∑

1≤i1<···<ir≤d
ai1···irαi1 ∧ · · · ∧ αir .

Se ω ∈ I(D), calculando ambos os termos em Xd−k+1, . . . , Xd, vemos
que ai1···ir = 0 sempre que ij ≥ k. Logo,

ω|U =
∑

1≤i1<···<ir≤k
ai1···irαi1 ∧ · · · ∧ αir ,

e, portanto, a colecção α1, . . . , αk é geradora.

Finalmente, para demonstrar o rećıproco, dado p ∈ M , sejam α1, . . . , αk
1-formas que geram o ideal I numa vizinhança U de p. Definimos Dp como
sendo o subespaço de TpM cujo aniquilador é o subespaço de T ∗

pM gerado

pelas α1, . . . , αk. É fácil de ver que D é uma distribuição C∞ em M , k-
dimensional, e tal que I = I(D). A unicidade de D segue-se do facto de
que, se D1 6= D2, então I(D1) 6= I(D2). �
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Um ideal diferencial é um ideal I ⊂ Ω(M) que é fechado para a difer-
enciação:

ω ∈ I =⇒ dω ∈ I.

Temos a seguinte proposição:

Proposição 14.5. Uma distribuição D de classe C∞ é involutiva sse I(D)
é um ideal diferencial.

Demonstração. A relação (14.1) mostra que se D é involutiva então I(D)
é um ideal diferencial. Por outro lado, seja I(D) um ideal diferencial. Se
X,Y ∈ X(D), então a mesma relação mostra que

ω([X,Y ]) = −dω(X,Y ) +X(ω(Y )) − Y (ω(X)) = 0,

para toda a 1-forma ω ∈ I(D). Segue-se que [X,Y ] ∈ X(D), logo D é
involutiva. �

Como corolário, obtemos a seguinte versão do Teorema de Frobenius:

Teorema 14.6 (Frobenius). Uma distribuição D é integrável sse I(D) é
um ideal diferencial.

Exemplo 14.7.
Seja ω ∈ Ω1(M) uma 1-forma diferencial que não se anula. Então ω de-

fine uma distribuição C∞ de codimensão 1. Pelo teorema, esta distribuição é
integrável sse

dω = η ∧ ω,
para alguma 1-forma η ∈ Ω1(M).

A operação d : Ω•(M) → Ω•+1(M) também é conhecida como difer-
enciação exterior, pois aumenta o grau das formas diferenciais. Vejamos,
agora, um outro tipo de diferenciação de formas diferenciais que preserva o
grau:

Definição 14.8. Chama-se derivada de Lie de ω ∈ Ωk(M) ao longo do
campo vectorial X ∈ X(M) à forma diferencial LXω ∈ Ωk(M) definida por:

LXω = lim
t→0

1

t

(
(φtX)∗ω − ω

)
.

Algumas propriedades básicas da derivada de Lie de formas diferenciais
são dadas pela seguinte proposição, cuja demonstração é deixada como ex-
erćıcio:

Proposição 14.9. Seja X ∈ X(M) um campo vectorial. A derivada de Lie
LX : Ω•(M) → Ω•(M) satisfaz:

(i) LX(aω + bη) = aLXω + bLXη.
(ii) LX(ω ∧ η) = LXω ∧ η + ω ∧ LXη.
(iii) LX(f) = X(f), se f ∈ Ω0(M) = C∞(M).
(iv) LXdω = dLXω.

Veremos, ainda, outras propriedades nos exerćıcios no final desta lição.
Tal como no caso do diferencial, o cálculo da derivada de Lie de uma

forma pode ser efectuado recorrendo às suas propriedades e, muitas vezes,
isto é mais eficiente do que a aplicação directa da definição. Ilustramos com
um exemplo.
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Exemplo 14.10.
Seja ω = exdx ∧ dy + eydy ∧ dz ∈ Ω2(R3), e X = x ∂

∂y ∈ X(R3). Então:

LXω = LX(exdx ∧ dy + eydy ∧ dz)

= exdx ∧ dX(y) +X(ey)dy ∧ dz + eydX(y) ∧ dz

= exdx ∧ dx+ xeydy ∧ dz + eydx ∧ dz

= xeydy ∧ dz + eydx ∧ dz.

Existe uma outra forma para calcular a derivada de Lie. De facto, existe
uma fórmula que relaciona a derivada de Lie, o diferencial e o produto
interior. Esta fórmula desempenha, muitas vezes de forma inesperada, um
papel crucial. Por isso, merece um destaque especial.

Teorema 14.11 (Fórmula mágica de Cartan). Seja X ∈ X(M) um campo
vectorial e ω ∈ Ω(M) uma forma diferencial. Então:

(14.2) LXω = iXdω + diXω.

Demonstração. Pela Proposição 14.9 (iii), sabemos que LX : Ω(M) → Ω(M)
é uma derivação. Por outro lado, pelas propriedades de d e iX , vemos
que iXd + diX : Ω(M) → Ω(M) também é uma derivação. Assim, basta
verificar que estas duas derivações tomam o mesmo valor na forma diferencial
ω = fdg, onde f, g ∈ C∞(M).

Por um lado, utilizando as propriedades dadas pela Proposição 14.9, cal-
culamos:

LX(fdg) = X(f)dg + fd(X(g)).

Por outro lado, as propriedades de d e iX fornecem:

iXd(fdg) + diX(fdg) = iX(df ∧ dg) + d(fiXdg)

= X(f)dg −X(g)df + d(fX(g))

= X(f)dg + fd(X(g)).

�

Exerćıcios.

1. Verifique que d, definido pela fórmula (14.1), satisfaz as propriedades (i) a
(iv) do Teorema 14.1.

2. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável entre variedades diferenciáveis.
Mostre que, para toda a forma ω ∈ Ωk(M), verifica-se

Φ∗dω = dΦ∗ω.

3. Seja I ⊂ Ω(M) um ideal que é gerado por k formas diferenciais de grau 1
α1, . . . , αk. Mostre que as seguintes condições são equivalentes:

(a)I é um ideal diferencial;
(b)dαi =

∑
j ωij ∧ αj , para algumas 1-formas ωij ∈ Ω(M);

(c)Se ω = α1 . . . αk, então dω = α ∧ ω, para alguma 1-forma α ∈ Ω(M).

4. Verifique as propriedades da derivada de Lie dadas pela Proposição 14.9
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5. Sejam X,Y ∈ X(M) campos vectoriais e ω ∈ Ω(M) uma forma diferencial.
Mostre que:

L[X,Y ]ω = LX(LY ω) −LY (LXω).

6. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. Mostre que, se X ∈ X(M) e
Y ∈ X(N) são campos vectoriais Φ-relacionados, então

Φ∗(LY ω) = LX (Φ∗ω),

para toda a forma diferencial ω ∈ Ω(N).

7. Seja X ∈ X(M) e ω ∈ Ωk(M). Mostre a seguinte relação entre as derivadas
de Lie:

(14.3) LX(ω(X1, . . . , Xk)) = LXω(X1, . . . , Xk) +

k∑

i=1

ω(X1, . . . ,LXXi, . . . , Xk).

8. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. Se v ∈ TpM designe por
v] ∈ T ∗M o elemento definido v](w) = 〈v,w〉. A aplicação v 7→ v] é um
isomorfismo e designamos a sua inversa, também, por α 7→ α]. O gradiente
de uma função f : M → R é o campo vectorial grad f ∈ X(M) definido por:

grad f ≡ (df)].

A divergência de um campo vectorial X ∈ X(M) é a função divX : M → R
dada por

divX ≡ ∗d ∗X.
O laplaciano de f : M → R é a função ∆f : M → R definida por:

∆ = − div(grad f).

Para M = R3 com a estrutura Riemanniana usual, calcule o gradiente, a
divergência e o laplaciano em coordenadas ciĺındricas e esféricas.

9. Para uma variedade M designe por Xk(M) o espaço vectorial dos campos
multivectoriais de grau k. Mostre que existe uma única operação R-bilinear
[ , ] : Xk(M) × Xs(M) → Xk+s(M) que para k = s = 1 coincide com o
parênteses de Lie, e satisfaz:

(a)[P,Q] = (−1)pq[Q,P ];
(b)[P,Q ∧R] = [P,Q] ∧R+ (−1)q(p+1)Q ∧ [P,R];

Verifique, ainda, que esta operação satisfaz a identidade de Jacobi:

(−1)p(r−1)[P, [Q,R]] + (−1)q(p−1)[Q, [R,P ]] + (−1)r(q−1)[R, [P,Q]] = 0.

Em todas estas identidades, p = degP , q = degQ e r = degR.
Nota: Esta operação é conhecida pelo nome de parênteses de Schouten e é o

análogo, para campos multivectoriais, do diferencial de formas diferenciais. É
um exemplo de um super-parênteses de Lie.

Lição 15. Integração em Variedades

Vamos agora definir o integral de uma d-forma sobre uma d-variedade
orientada.

Comecemos por considerar o caso M = Rd, em que fixamos a orientação
canónica. Se U ⊂ Rd é um aberto, então toda a forma diferencial ω ∈ Ωd(U)
é da forma:

ω = f dx1 ∧ · · · ∧ dxd,
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para alguma função f ∈ C∞(U). Dizemos que ω é integrável em U e defin-
imos o sue integral por:∫

U
ω =

∫

A
f(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd,

desde que o integral do lado direito exista.
A fórmula de mudança de variável para o integral em Rd fornece o seguinte

lema:

Lema 15.1. Seja Φ : U → Rd um difeomorfismo definido num aberto conexo
U ⊂ Rd. Se ω é uma forma diferencial integrável em Φ(U), então Φ∗ω é
integrável em U e ∫

Φ(U)
ω = ±

∫

U
Φ∗ω,

onde o ± é o sinal do determinante da matriz jacobiana Φ′(p).

Assim, desde que consideremos difeomorfismos que preservem a orientação,
o integral é invariante por difeomorfismos. Por esta razão, vamos considerar
o integral de formas diferenciais apenas sobre variedades orientadas. Deve-
se, no entanto, observar que é posśıvel definir o integral sobre variedades
não orientadas mas, para isso, é preciso considerar formas diferenciais
ı́mpares, que generalizam as formas diferenciais pares que temos vindo a
considerar.

Uma outra simplificação, a fim de evitar questões de convergência, con-
siste em considerar, apenas, formas diferenciais ω ∈ Ωk(M) cujo suporte

supω = {p ∈M : ωp 6= 0},
é compacto. Vamos designar por Ωk

c (M) as formas diferenciais de grau k
com suporte compacto.

Seja agora M uma variedade orientada de dimensão d e seja ω ∈ Ωd
c(M)

uma forma diferencial com suporte compacto. Definimos o seu integral sobre
M da seguinte forma:

• Se supω ⊂ U , onde (U, φ) é um sistema de coordenadas positivo,
então definimos: ∫

M
ω =

∫

φ(U)
(φ−1)∗ω.

• Em geral, consideramos uma cobertura por sistemas de coordenadas
(Uα, φα) positivos, e uma partição da unidade {ρα} subordinada a
esta cobertura, e definimos:∫

M
ω =

∑

α

∫

M
ραω.

Note que esta soma é finita, pois supω é compacto. Note, ainda, que esta
receita fornece formas distintas de calcular o integral de uma forma com
suporte num domı́nio de coordenadas. No entanto, é simples verificar que
o resultado é o mesmo. Pode-se, também, mostrar que a definição é in-
dependente da partição da unidade e da cobertura utilizadas. Deixamos a
verificação destes detalhes ao cuidado do leitor.
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É fácil verificar, a partir da definição, que o integral satisfaz as seguintes
propriedades básicas:

(a) Linearidade: Se ω, η ∈ Ωd
c(M) e a, b ∈ R, então:

∫

M
(aω + bη) = a

∫

M
ω + b

∫

M
η.

(b) Aditividade: Se M = M1 ∪M2, e ω ∈ Ωd
c(M), então:

∫

M
ω =

∫

M1

ω +

∫

M2

ω,

desde que M1 ∩M2 possua medida nula.

Temos ainda:

Teorema 15.2 (Fórmula de Mudança de Variável). Sejam M e N var-
iedades orientadas de dimensão d e Φ : M → N um difeomorfismo que
preserva orientações. Então, para toda a forma diferencial ω ∈ Ωd

c(N),
∫

N
ω =

∫

M
Φ∗ω.

Demonstração. Como Φ é um difeomorfismo e preserva orientações, pode-
mos encontrar uma cobertura de M por sistemas de coordenadas (Uα, φα)
positivos, tal que os Φ(Uα) são domı́nios de sistemas coordenadas positivos
ψα : Φ(Uα) → Rd de N . Se {ρα} é uma partição da unidade {ρα} subordi-
nada a esta cobertura, então {ρα◦Φ} é uma partição da unidade subordinada
à cobertura {Uα}. Pelo Lema 15.1, temos que

∫

Φ(Uα)
ραω =

∫

Uα

Φ∗(ραω) =

∫

Uα

(ρα ◦ Φ)Φ∗ω.

Logo, vemos que:
∫

N
ω =

∑

α

∫

N
ραω

=
∑

α

∫

Φ(Uα)
ραω

=
∑

α

∫

Uα

(ρα ◦ Φ)Φ∗ω

=
∑

α

∫

M
(ρα ◦ Φ)Φ∗ω =

∫

M
Φ∗ω.

�

O cálculo do integral de formas diferenciais a partir da definição não é
prático, pois envolve partições da unidade. O seguinte resultado é útil para
simplificar os cálculos e evitar a utilização de partições da unidade:

Proposição 15.3. Seja M uma variedade orientada de dimensão d e C ⊂
M um conjunto fechado de medida nula. Para toda a forma diferencial
ω ∈ Ωd

c(N), temos que: ∫

M
ω =

∫

M−C
ω.
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Demonstração. Mais uma vez, a demonstração consiste em utilizar uma
partição da unidade para reduzir ao caso em que M é um aberto de Rd.
Para um aberto U ⊂ Rd, o resultado reduz-se à igualdade:

∫

U
fdx1 . . . dxd =

∫

U−C
fdx1 . . . dxd,

onde f : U → R é uma função integrável. Este resultado verifica-se pois C
tem medida nula. O leitor deverá verificar os detalhes. �

Exemplo 15.4.
Seja i : S2 ↪→ R3 a esfera de dimensão 2. Consideremos a forma diferencial
ω ∈ Ω2(R3) definida por:

ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy.

A forma µ = i∗ω ∈ Ω2(S2) não se anula e define uma orientação para S2. Pela
proposição, temos que: ∫

S2

µ =

∫

S2−p

µ,

para qualquer p ∈ S2. Tomemos, por exemplo, p = N o pólo norte. A projecção
estereográfica em relação a N define uma carta global πN : S2 −N → R2, cuja
inversa é a parametrização:

π−1
N (u, v) =

1

u2 + v2 + 1
(2u, 2v, u2 + v2 − 1).

Temos que:

(π−1
N )∗i∗ω = (i ◦ π−1

N )∗ω = − 4

(u2 + v2 + 1)2
du ∧ dv.

Isto mostra que πN é um sistema de coordenadas negativo. Conclúımos que:
∫

S2

µ =

∫

R2

4

(u2 + v2 + 1)2
du ∧ dv.

Este último integral pode ser calculado mudando para coordenadas polares,
obtendo-se: ∫

S2

µ =

∫ +∞

0

∫ 2π

0

4r

(r2 + 1)2
dθdr = 4π

O nosso próximo objectivo é generalizar o Teorema de Stokes a formas
diferenciais. Para isso, precisamos de formalizar a noção de variedade com
bordo.

Seja Hd = {(x1, . . . , xd) ∈ Rd : xd ≥ 0} o semi-plano superior. Vamos
relaxar a definição de estrutura diferenciável permitindo que as nossas cartas
φ : U → Rd sejam homeomorfismos de um aberto U ⊂ M num aberto
φ(U) ⊂ Hd. Uma variedade com bordo é um espaço topológico com uma
estrutura diferenciável, neste sentido mais geral. Esta definição inclui as
variedades que temos vindo a considerar, pois podemos assumir que, nesse
caso, as cartas tomam valores no interior de Hd, e este é difeomorfo a Rd.

Um ponto p ∈ M de uma variedade com bordo diz-se um ponto do
bordo se para algum sistema de coordenadas (U, φ) = (U, x1, . . . , xd) temos
que xd(p) = 0. Note que esta condição é independente do sistema de coorde-
nadas. Ao conjunto dos pontos do bordo chama-se bordo de M e designa-se
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por ∂M . Se ∂M = ∅, dizemos que M é um variedade sem bordo e estas
correspondem, precisamente, às variedades que considerámos anteriormente.

Proposição 15.5. Seja M uma variedade com bordo de dimensão d. Então
∂M e M − ∂M são variedades sem bordo de dimensão d − 1 e d, respecti-
vamente.

A demonstração é um exerćıcio simples.
Todos os objectos que introduzimos para variedades sem bordo podem,

igualmente, ser definidos para variedades com bordo. Podemos, por ex-
emplo, falar de fibrado tangente e cotangente, campos vectoriais, formas
diferenciais, etc. De hora em diante, vamos utilizar estes conceitos sem mais
observações.

Seja M uma variedade com bordo e p ∈ ∂M um ponto do bordo: p ∈ ∂M .
Por um lado, temos o espaço tangente TpM , que tem dimensão d, e por outro,

temos o espaço tangente Tp∂M que tem dimensão d− 1. É claro que Tp∂M

é um subespaço linear de TpM . Em coordenadas locais (U, x1, . . . , xd), um
vector v ∈ TpM escreve-se na forma

v =

d∑

i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Os vectores tangentes que pertencem a Tp∂M são, exactamente, os vectores

com a última coordenada nula: vd = 0. Um vector tangente diz-se exterior

a ∂M se vd < 0. Esta condição é independente do sistema de coordenadas.
Seja M uma variedade com bordo orientada. A orientação [µM ] de M

induz uma orientação [µ∂M ] de ∂M da seguinte forma: se p ∈ ∂M , uma
orientação positiva de Tp∂M é, por definição, [ivµp] onde v ∈ TpM é um

vector exterior a ∂M . É fácil de ver que esta definição é independente
da escolha de vector exterior. Daqui em diante, se M é uma variedade
com bordo orientada, vamos considerar em ∂M a orientação induzida desta
forma.

Teorema 15.6 (Stokes). Seja M uma variedade com bordo, orientada, de
dimensão d. Se ω ∈ Ωd−1

c (M) é uma forma com suporte compacto, então:
∫

M
dω =

∫

∂M
ω.

Demonstração. Consideramos, primeiro, dois casos especiais.

Caso M = Rd: Pela linearidade do integral, podemos assumir que ω =
fdx1 ∧ · · · ∧ dxd−1. Temos que:

dω = (−1)d−1 ∂f

∂xd
dx1 ∧ · · · ∧ dxd.

Pelo Teorema de Fubini, obtemos:
∫

M
dω = (−1)d−1

∫

Rd−1

(∫ +∞

−∞

∂f

∂xd
dxd
)

dx1 · · · dxd−1 = 0.

pois f é uma função com suporte compacto. Como ∂Rd = ∅, o Teorema de
Stokes é válido para Rd.
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Caso M = Hd: Neste caso, podemos escrever:

ω =

d∑

i=1

fidx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxd,

logo:

dω =
d∑

i=1

(−1)i−1 ∂fi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxd,

Para i 6= d, por um cálculo análogo ao caso anterior, obtemos:
∫

Hd

∂fi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxd = 0.

Para i = d, calculamos:

(−1)d−1

∫

Hd

∂fd
∂xd

dx1 ∧ · · · ∧ dxd =

= (−1)d−1

∫

Rd−1

(∫ +∞

0

∂fd
∂xd

dxd
)

dx1 · · · dxd−1

= (−1)d
∫

Rd−1

fd(x
1, . . . , xd−1, 0)dx1 · · · dxd−1.

Assim, obtemos:
∫

Hd

dω = (−1)d
∫

Rd−1

fd(x
1, . . . , xd−1, 0)dx1 · · · dxd−1.

Por outro lado, ∂Hd = {(x1, . . . , xd) : xd = 0}, logo
∫

∂Hd

ω =

∫

∂Hd

fd(x
1, . . . , xd−1, 0)dx1 ∧ · · · ∧ dxd−1.

Em Hd tomamos a orientação canónica [dx1 ∧ · · · ∧ dxd]. A orientação
induzida em ∂Hd = Rd−1 é dada por [(−1)ddx1 ∧ · · · ∧ dxd−1] (exerćıcio), e
conclúımos que:

∫

∂Hd

ω = (−1)d
∫

∂Rd−1

fd(x
1, . . . , xd−1, 0)dx1 · · · dxd−1.

Assim, o teorema também é válido neste caso.

Vejamos, agora, o caso geral de uma variedade de dimensão d. Fixemos
uma cobertura de M por sistemas de coordenadas (Uα, φα) positivos, e seja
{ρα} uma partição da unidade subordinada a esta cobertura. As formas ραω
tem suporte contido em Uα, e este suporte é compacto pois é um subconjunto
fechado dum conjunto compacto:

supραω ⊂ supρα ∩ supω.

Como cada Uα é difeomorfo a Rd ou a Hd, já sabemos que:
∫

Uα

d(ραω) =

∫

∂Uα

ραω.
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Pela linearidade e aditividade do integral, conclúımos que:
∫

M
dω =

∑

α

∫

M
d(ραω)

=
∑

α

∫

Uα

d(ραω)

=
∑

α

∫

∂Uα

ραω

=

∫

∂M

∑

α

ραω =

∫

∂M
ω.

�

Corolário 15.7. Seja M uma variedade compacta, orientada, de dimensão
d. Para toda a forma ω ∈ Ωd−1(M), temos que:

∫

M
dω = 0.

Exerćıcios.

1. Mostre que o integral de formas diferenciais satisfaz as seguintes propriedades
básicas:

(a)Linearidade: Se ω, η ∈ Ωdc(M) e a, b ∈ R, então:
∫

M

(aω + bη) = a

∫

M

ω + b

∫

M

η.

(b)Aditividade: Se M = M1 ∪M2, e ω ∈ Ωdc(M), então:
∫

M

ω =

∫

M1

ω +

∫

M2

ω,

desde que M1 ∩M2 possua medida nula.

2. Mostre que, se em Hd tomarmos a orientação [dx1 ∧ · · · ∧ dxd], então a
orientação induzida em ∂Hd = Rd−1 é dada por [(−1)ddx1 ∧ · · · ∧ dxd−1]

3. Considere o 2-toro T 2 como a subvariedade mergulhada de R4:

T 2 = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x2 + y2 = 1, z2 + y2 = 1}.
Seja ainda ω o pull-back da forma dx ∧ dz ∈ Ω2(M) para T 2. Para uma
orientação à sua escolha, calcule

∫
T 2 ω.

4. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo. Se f : M → R
é uma função com suporte compacto define-se o integral de f sobre M por:

∫

M

f ≡
∫

M

∗ω.

Se X é um campo vectorial, demonstre o Teorema da Divergência:
∫

M

divX =

∫

∂M

X · n,

onde n : ∂M → T∂MM é a normal exterior unitária ao longo de ∂M .
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5. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo. Para uma
função f : M → R designe por ∂f

∂n a função n(f) : ∂M → R, onde n é a
normal exterior unitária ao longo de ∂M . Verifique as seguintes duas identi-
dades de Green:

∫

∂M

f
∂g

∂n
=

∫

M

〈grad f, grad g〉 −
∫

M

f∆g,

∫

∂M

(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)
=

∫

M

(g∆f − f∆g),

onde f, g ∈ C∞(M).

6. Seja G um grupo de Lie de dimensão d.
(a)Mostre que se ω, ω′ ∈ Ωd(M) são formas diferenciais invariantes à es-

querda e [ω] = [ω′], então existe um real a > 0 tal que:
∫

G

fω = a

∫

G

fω′, ∀f ∈ C∞(M).

Fixe uma orientação µ para G e uma forma diferencial ω ∈ Ωd(M) invariante
à esquerda tal que µ = [ω]. Defina o integral de uma função f : G → R por:

∫

G

f ≡
∫

G

fω.

(b)Mostre que o integral é invariante por translações à esquerda, i.e., para
todo o g ∈ G, é válida a identidade

∫

G

f ◦ Lg =

∫

G

f.

(c)Dê um exemplo de um grupo de Lie em que o integral não é invariante à
direita.

Para cada g ∈ G, a forma diferencial R∗
gω é invariante à esquerda, logo

R∗
gω = λ̃(g)ω,

para uma função λ̃ : G→ R. Assim, define-se a função modular λ : G → R+

por: λ(g) = |λ̃(g)|.
(d)Mostre que o integral é invariante à direita sse G é unimodular, i.e.,

λ ≡ 1.
(e)Mostre que um grupo de Lie compacto é unimodular.

7. Seja G um grupo de Lie compacto e Φ : G → GL(V ) um representação de
G. Mostre que existe um produto interno 〈 , 〉 em V em relação ao qual esta
representação é por transformações ortogonais:

〈Φ(g) · v,Φ(g) ·w〉 = 〈v,w〉, ∀g ∈ G.

(Sugestão: Utilize o facto de que um grupo de Lie compacto é unimodular.)

8. Seja G um grupo de Lie compacto. Mostre que G possui uma estrutura Rie-
manniana bi-invariante, i.e., invariante por translações à esquerda e à direita.
(Sugestão: Uma estrutura Riemanniana em G, invariante à esquerda, é in-
variante à direita sse o produto interno 〈 , 〉 induzido em g ' TeG satisfaz:

〈Ad(g) ·X,Ad(g) · Y 〉 = 〈X,Y 〉, ∀g ∈ G,X, Y ∈ g.
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Lição 16. Cohomologia de de Rham

O facto de que o diferencial exterior satisfaz d2 = 0 tem consequências
muito profundas, como iremos ver nesta e nas próximas lições.

Definição 16.1. Seja ω ∈ Ωk(M) uma forma diferencial.

(i) Diz-se que ω é uma forma fechada se dω = 0.
(ii) Diz-se que ω é uma forma exacta se ω = dη, para alguma forma

η ∈ Ωk−1(M).

Designamos por Zk(M), respectivamente Bk(M), os espaços vectoriais das
formas diferenciais de grau k fechadas, respectivamente exactas.

Por outras palavras, as formas fechadas formam o núcleo de d , enquanto
que as formas exactas formam a imagem de d. Ao par (Ω(M),d) chamamos
o complexo de de Rham3, que representamos na forma

· · · // Ωk−1(M)
d // Ωk(M)

d // Ωk+1(M) // · · ·

O facto de que d2 = 0 significa que toda a forma exacta é fechada:

Bk(M) ⊂ Zk(M).

Podemos pensar no complexo (Ω(M),d) como um conjunto de equações
diferenciais associadas à variedade M . Encontrar as formas fechadas sig-
nifica resolver a equação diferencial:

dω = 0.

Por outro lado, as formas exactas podem ser vistas como as soluções trivi-
ais desta equação. O espaço das soluções interessantes módulo as soluções
triviais é, precisamente, a cohomologia de de Rham:

Definição 16.2. Chama-se cohomologia de de Rham de M de ordem

k ao espaço vectorial

Hk(M) ≡ Zk(M)/Bk(M).

Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável. O pull-back fornece uma
aplicação linear Φ∗ : Ω•(N) → Ω•(M) que comuta com os diferenciais:

Φ∗dω = d(Φ∗ω).

Segue-se que Φ∗ transforma formas fechadas (respectivamente, exactas) em
formas fechadas (respectivamente, exactas). Assim, obtemos uma aplicação
linear ao ńıvel das respectivas cohomologias:

Φ∗ : H•(N) → H•(M), [ω] 7→ [Φ∗ω].

Observe que se Φ : M → N e Ψ : N → Q são aplicações diferenciáveis,
então a aplicação (Ψ ◦ Φ)∗ : H•(Q) → H•(M) é dada por

(Ψ ◦ Φ)∗ = Φ∗ ◦ Ψ∗.

Por outro lado, a identidade M →M induz a identidade H •(M) → H•(M).
Em particular, se Φ : M → N é um difeomorfismo então a aplicação induzida
Φ∗ : H•(N) → H•(M) é um isomorfismo. Conclúımos que a cohomologia
de de Rham é um invariante de variedades diferenciáveis.

3Não se trata de nenhum erro tipográfico! Estes complexo tem o nome do matemático
Francês George de Rham, dáı a repetição da part́ıcula “de”.
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Observação 16.3 (Crash Course em álgebra homológica-parte I). O com-
plexo de de Rham é um exemplo de um complexo diferencial. Em geral,
chama-se complexo diferencial a um par (C,d) onde:

(a) C é um espaço vectorial Z-graduado, i.e., C = ⊕k∈ZC
k é a soma directa

de espaços vectoriais4;
(b) D : C → C é uma transformação linear de grau 1, i.e., d(C k) ⊂ Ck+1,

tal que d2 = 0.

Representamos um complexo pelo diagrama:

· · · // Ck−1 d // Ck
d // Ck+1 // · · ·

A d chama-se o diferencial do complexo. Introduzimos o subespaço dos
cociclos:

Zk(C) ≡ {z ∈ Ck : dz = 0},
e o subespaço dos cobordos

Bk(C) ≡ {dz : z ∈ Ck−1}.
Como d2 = 0, é claro que Bk(C) ⊂ Zk(C). A cohomologia de (C,d) é a
soma directa H(C) = ⊕k∈ZH(C)k dos espaços vectoriais de cohomologia de
ordem k definidos por:

Hk(C) =
Zk(C)

Bk(C)
.

Dados dois complexos (A,dA) e (B,dB), um homomorfismo de complexos
f : A→ B é uma aplicação que:

(a) é linear e preserva a graduação, i.e., f(Ak) ⊂ Bk;
(b) comuta com os diferenciais, i.e., fdA = dBf .

Representamos um homomorfismo de complexos pelo diagrama comutativo:

· · · // Ak−1
dA //

f
��

Ak
dA //

f
��

Ak+1 //

f
��

· · ·

· · · // Bk−1
dB

// Bk
dB

// Bk+1 // · · ·

Um homomorfismo de complexos f : A→ B transforma cociclos em cociclos
e cobordos em cobordos. Logo, induz um homomorfismo entre os espaços
de cohomologia, que designamos pela mesma letra: f : H •(A) → H•(B).

Os complexos diferenciais e os homomorfismos de complexos formam um
categoria. O estudo destas estruturas algébricas é um dos temas centrais de
uma área importante da álgebra conhecida por álgebra homológica.

Podemos resumir as observações acima, dizendo que a correspondência
que a uma variedade diferenciável M associa o seu complexo de de Rham
Ω•(M), e a uma aplicação diferenciável Φ : M → N associa o pull-back
Φ∗ : Ω•(N) → Ω•(M), é um functor contravariante, que leva a categoria das
variedades diferenciáveis na categoria dos complexos diferenciais.

4Mais geralmente, podem-se considerar complexos formados por módulos sobre anéis
(por exemplo, grupos abelianos). As considerações que se seguem são ainda válidas para
a categoria dos módulos sobre anéis, com as modificações óbvias.
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Um outro complexo que podemos associar a uma variedade diferenciável
M é o complexo Ωc(M) das formas diferenciais com suporte compacto. As-
sim, temos o subespaço vectorial das formas fechadas com suporte compacto:

Zkc (M) ≡ {ω ∈ Ωk
c (M) : dω = 0},

e o subespaço vectorial das formas exactas com suporte compacto:

Bk
c (M) ≡ {dη : η ∈ Ωk−1

c (M)}.
A cohomologia de de Rham com suporte compacto de ordem k é o
subespaço vectorial

Hk
c (M) = Zkc (M)/Bk

c (M).

É claro que, se M é compacta, então H•
c (M) = H•(M).

Note que se Φ : M → N é uma aplicação diferenciável, em geral, o pull-
back Φ∗ω de uma forma diferencial ω ∈ Ωc(N) com suporte compacto, é
uma forma com suporte não-compacto. Por outro lado, se Φ : M → N é
uma aplicação diferenciável e própria então o pull-back induz uma aplicação
Φ∗ : Ω•

c(N) → Ω•
c(M). Segue-se que a cohomologia de de Rham com suporte

compacto também é um invariante de variedades diferenciáveis.
As cohomologias de de Rham de grau 0 têm os seguintes significados:

Teorema 16.4. Seja M uma variedade diferenciável. Então:

H0(M) = Rl,

onde l é o número de componentes conexas de M , e

H0
c (M) = Rl′ ,

onde l′ é o número de componentes conexas compactas de M .

Demonstração. Temos que Ω0(M) = C∞(M) e se f ∈ C∞(M) satisfaz
df = 0, então f é localmente constante. Assim, vemos que:

Z0(M) = Rl,

onde l é o número de componentes conexas de M . Como

B0(M) = {0},
temos, também, H0(M) = Rl.

Por outro lado, tomando formas com suporte compacto, se f ∈ C∞
c (M)

satisfaz df = 0, então f é constante nas componentes compactas de M e
é zero nas componentes não-compactas. Como, B0

c (M) = {0}, conclúımos
que

H0(M) = Rl′ ,

onde l′ é o número de componentes conexas compactas de M . �

Em geral, o cálculo da cohomologia Hk(M) ou Hk
c (M), para k ≥ 1,

directamente a partir da definição, é muito dif́ıcil. Podemos, apenas, dizer
que

Hk(M) = Hk
c (M) = 0, se k > dimM,

pois neste caso Ωk(M) = 0.
Veremos nas próximas lições algumas técnicas para o cálculo da coho-

mologia de de Rham. Por agora, limitamo-nos a um exemplo simples onde
o cálculo directo é, ainda, posśıvel.
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Exemplo 16.5.
Seja M = S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}. Como S1 é compacto, temos que
H•(S1) = H•

c (S
1). Como S1 é conexo, temos que:

H0(S1) = R.

Para calcular H1(S1), tomemos a 1-forma −ydx + xdy ∈ Ω1(R2). Esta
forma restringe-se a uma 1-forma em S1 que designaremos por ω. Como
dim S1 = 1, ω é fechada. Por outro lado, σ(t) = (cos t, sen t) define uma
parametrização de σ :]0, 2π[→ S1 − {(1, 0)}, logo:

∫

S1

ω =

∫

]0,2π[

σ∗ω

=

∫

]0,2π[

(− sin t)d cos t+ cos td sin t

=

∫ 2π

0

dt = 2π.

Pelo corolário do Teorema de Stokes, vemos que ω não é exacta, logo representa
uma classe de cohomologia [ω] ∈ H1(S1) não-trivial.

A forma ω tem um significado geométrico: como σ∗ω = dt, temos que
ω = dθ em S1 − {(1, 0)}, onde θ : S1 − {(1, 0)} → R é a coordenada ângulo (o
inverso da parametrização σ). Assim, por vezes, designa-se a forma ω por dθ,
apesar desta forma não ser exacta.

Vejamos que a classe [ω] gera H1(S1). Dada uma forma α ∈ Ω1(S1) temos
α = fω, para alguma função f : S1 → R. Seja

c =
1

2π

∫

S1

α =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ)dθ,

e defina-se a função g : R → R por:

g(θ) =

∫ θ

0

(α− cω) =

∫ θ

0

(f(θ) − c)dθ.

Como:

g(θ + 2π) =

∫ θ+2π

0

(f(θ) − c)dθ

=

∫ θ

0

(f(θ) − c)dθ +

∫ θ+2π

θ

(f(θ) − c)dθ

= g(θ) +

∫ 2π

0

(f(θ) − c)dθ = g(θ),

obtemos uma função g : S1 → R, de classe C∞. Em S1 − {(1, 0)}, temos que

dg = f(θ)dθ − cdθ = α− cω.

Segue-se que dg = α − cω em S1 e, portanto, [α] = c[ω]. Isto mostra que [ω]
gera H1(S1) e conclúımos que:

H1(S1) ' R.

Vimos acima que a cohomologia de de Rham é um invariante de variedades
diferencial. Na realidade, esta cohomologia é um invariante topológico. Isto
é uma consequência do famoso Teorema de de Rham, que relaciona a coho-
mologia singular e a cohomologia de de Rham.
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Para definir a cohomologia singular procedemos do seguinte modo. Des-
ignamos por ∆k ⊂ Rk o k-śımplice standard:

∆k = {(t1, . . . , tk) ∈ Rk :
k∑

i=1

ti ≤ 1, ti ≥ 0}.

Note que, ∆0 = {0} é um conjunto singular.

��� ��� ��� ���

Definição 16.6. Seja M uma variedade. Chama-se k-śımplice singular

a uma aplicação σ : ∆k →M de classe C∞. Chama-se k-cadeia singular

a uma combinação linear formal

c =

p∑

i=1

aiσi,

onde os ai ∈ R e os σi são k-śımplices singulares.

O termo “singular” é justificado pela ausência de qualquer hipótese de
regularidade nos diferenciais das aplicações: uma k-cadeia em M , em geral,
não parametriza uma subvariedade de M , e a sua imagem pode estar contida
numa subvariedade de dimensão menor do que k.

Vamos designar por Sk(M ; R) o conjunto das k-cadeias singulares. Este
conjunto é um espaço vectorial com as operações óbvias. Mais formalmente,
Sk(M ; R) é o módulo livre gerado pelo conjunto dos k-śımplices singulares.

Note que o k-śımplice standard também pode ser visto como o śımplice
singular id: ∆k → Rk. Definimos a sua face i, onde 0 ≤ i ≤ k, como sendo
o (k − 1)-śımplice ki : ∆k−1 → Rk definida por:

ki(t1, . . . , tk−1) =





(t1, . . . , ti−1, 0, ti+1, . . . , tk−1), se i = 1, . . . , k,

(1 −∑k−1
j=0 tj , t1, . . . , tk−1), se i = 0.

Mais geralmente, para um śımplice σ : ∆k → M definimos a face i do
śımplice como sendo o (k−1)-śımplice σi : ∆k−1 →M dado por σi = σ◦ki.
Definição 16.7. Seja σ : ∆k →M um k-śımplice singular numa variedade
M . O bordo de σ é a (k − 1)-cadeia

∂σ =
k∑

i=0

(−1)iσi.

Para uma cadeia singular c =
∑p

j=1 ajσj, o seu bordo é a cadeia

∂c =

p∑

j=1

aj∂σj =

p∑

j=1

ajσ
i
j.
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O significado geométrico desta definição é o de que consideramos as faces
de cada śımplice com uma certa escolha de sinais. Ilustramos com o exemplo
do śımplice standard 2-dimensional.

Exemplo 16.8.
O bordo do śımplice standard σid: ∆2 → R é a cadeia:

∂σ = σ0 − σ1 + σ2,

onde σ0, σ1 e σ2 são os 1-śımplices (faces) dados por:

σ0(t) = (1 − t, t),

σ1(t) = (0, t),

σ2(t) = (t, 0).

Podemos representar este bordo, esquematicamente, pela figura:

�

���

���

���

Por sua vez, os śımplices σ0, σ1 e σ2 têm bordos:

∂σ0 = (0, 1) − (1, 0),

∂σ1 = (0, 0) − (0, 1),

∂σ2 = (1, 0) − (0, 0),

(aqui, para um 0-śımplice, estamos a confundir a aplicação com a sua imagem).
Note que:

∂(∂σ) = 0.

No exemplo, vimos que ∂2σ = 0. Isto é um facto perfeitamente geral, que
resulta da escolha cuidadosa dos sinais e parametrizações das faces. A sua
demonstração é deixada como exerćıcio:

Lema 16.9. Para toda a cadeia singular c:

∂(∂c) = 0.

Desta forma obtemos um complexo S(M ; R) = ⊕k∈ZSk(M ; R):

· · · Sk−1(M ; R)oo Sk(M ; R)
∂oo Sk+1(M ; R)

∂oo · · ·oo

a que chamamos complexo das cadeias singulares em M .
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Observação 16.10 (Crash Course em álgebra homológica-parte II). Nos
complexos que considerámos a propósito da cohomologia de de Rham, os
diferenciais aumentavam o grau, enquanto que para as cadeias singulares, o
diferencial diminui o grau.

Para um complexo C = ⊕k∈ZCk em que o diferencial diminui o grau5

· · · Ck−1
oo Ck

∂oo Ck+1
∂oo · · ·oo

dizemos que z ∈ Ck é um ciclo se ∂z = 0 e dizemos que z é um bordo
se z = ∂b. Neste caso, a homologia do complexo C é a soma directa
H(C) = ⊕k∈ZHk(C) dos espaços vectoriais definidos por:

Hk(C) =
Zk(C)

Bk(C)
,

onde Zk(C) é o subespaço dos ciclos e Bk(C) é o subespaço dos bordos.
Note, ainda, o posicionamento dos ı́ndices.

Assim, temos a homologia associada ao complexo S(M ; R):

Hk(M ; R) =
Zk(M ; R)

Bk(M ; R)
,

a que se chama homologia singular de M com coeficientes reais.
Se Φ : M → N é uma aplicação diferenciável entre duas variedades, dado

σ : ∆k → M , um śımplice singular em M , então Φ∗(σ) ≡ Φ ◦ σ : ∆k → N
é um śımplice singular em N . Se extendermos esta operação a cadeias
c =

∑
j ajσj por linearidade:

Φ∗(c) ≡
∑

j

aj(σj ◦ Φ),

resulta uma aplicação Φ∗ : S(M ; R) → S(N ; R), que é um homomorfismo
de complexos, i.e., Φ∗ é uma aplicação linear e o seguinte diagrama comuta:

· · · Sk−1(M ; R)oo

Φ∗

��

Sk(M ; R)
∂oo

Φ∗

��

Sk+1(M ; R)
∂oo

Φ∗

��

· · ·oo

· · · Sk−1(N ; R)oo Sk(N ; R)
∂oo Sk+1(N ; R)

∂oo · · ·oo

Segue-se, como habitual, que Φ∗ induz uma aplicação em homologia:

Φ∗ : H•(M ; R) → H•(N ; R),

que é uma transformação linear.
Note que se Φ : M → N e Ψ : N → Q são aplicações diferenciáveis, então:

(Ψ ◦ Φ)∗ = Ψ∗ ◦ Φ∗,

e a aplicação identidade M →M induz a aplicação identidade S•(M ; R) →
S•(M ; R). Assim, a correspondência que a uma variedade diferenciável M
associa o seu complexo singular S(M ; R) e a uma aplicação Φ : M → N
associa a transformação Φ∗ : S(M ; R) → S(N ; R), é um functor covariante

5É claro que, dado um complexo (C, ∂) em que o diferencial diminui o grau, definindo
o complexo (C̄, d) por C̄k

≡ C−k e d = ∂, obtemos um complexo em que o diferencial
aumenta o grau. Estas convenções são, pois, algo arbitrárias.
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da categoria das variedades diferenciáveis para a categoria dos complexos
diferenciais. Em particular, vemos que a homologia singular é um invariante
de variedades diferenciáveis.

Na definição de śımplice exigimos que as cadeias fossem diferenciáveis.
Assim, é mais correcto chamar a esta homologia a homologia singular difer-
enciável. Observe que as definições acima de śımplices, cadeias, e o seus
bordos, fazem ainda sentido se exigirmos apenas continuidade. Daqui re-
sulta a verdadeira homologia singular. Para esta, as aplicações cont́ınuas
induzem aplicações ao ńıvel da homologia, e vemos que a homologia singu-
lar é um invariante topológico. Mostra-se que:

(i) toda a classe de homologia possui um representante que é um ciclo de
classe C∞, e

(ii) se dois ciclos de classe C∞ diferem de um bordo de classe C0 então
também diferem de um bordo de classe C∞.

Segue-se que a homologia singular e a homologia singular diferenciável co-
incidem, e não precisamos de as distinguir. Em particular, a homologia
singular, que introduzimos acima, é um invariante topológico.

A razão para considerarmos homologia singular diferenciável, é que gostaŕıamos
de a relacionar com a cohomologia de de Rham. Para isso, vamos in-
tegrar formas diferenciais sobre cadeias, como passamos a explicar. Se
ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxk ∈ Ωk(Rk) é uma k-forma definida numa vizinhança do
k-śımplice standard, definimos

∫

∆k

ω ≡
∫

∆k

fdx1 · · · dxk.

Para uma forma diferencial ω ∈ Ωk(M) numa variedade M , definimos o seu
integral sobre um śımplice σ : ∆k →M como sendo o número real:

∫

σ
ω ≡

∫

∆k

σ∗ω.

Mais geralmente, se c =
∑p

j=1 ajσj é uma k-cadeia singular emM , definimos
o integral de ω sobre c por:

∫

c
ω ≡

p∑

j=1

aj

∫

σj

ω.

Deixamos para o exerćıcios a demonstração da seguinte versão do Teorema
de Stokes:

Teorema 16.11 (Stokes II). Seja M uma variedade diferenciável, ω ∈
Ωk−1(M) uma (k − 1)-forma diferencial, e c uma k-cadeia singular em M .
Então: ∫

c
dω =

∫

∂c
ω.

Vamos definir uma forma bilinear 〈 , 〉 : ZkdR(M) × Zk(M ; R) → R da

seguinte forma. Se c ∈ Zk(M ; R) é um ciclo e ω ∈ Ωk(M) é uma forma
fechada, então:

〈ω, c〉 ≡
∫

c
ω.

117



Note que, se η ∈ Ωk−1(M) e b ∈ Sk+1(M ; R), então o Teorema de Stokes
fornece:

〈ω + dη, c+ ∂b〉 =

∫

c+∂b
(ω + dη)

=

∫

c
ω +

∫

∂b
ω +

∫

c
dη +

∫

∂b
dη

=

∫

c
ω +

∫

b
dω +

∫

∂c
η +

∫

b
d2η = 〈ω, c〉.

Assim, existe uma forma bilinear induzida ao ńıvel de homologia/cohomologia.

Teorema 16.12 (de Rham). A forma bilinear

〈 , 〉 : Hk
dR(M) ×Hk(M ; R) → R, ([ω], [c]) 7→

∫

c
ω,

é não degenerada.

A demonstração deste resultado exige um grau de sofisticação que está
para além do âmbito deste curso.

Define-se os espaços de cohomologia singular com coeficientes reais
Hk(M ; R) como sendo os duais dos espaço de homologia singular:

Hk(M ; R) ≡ Hk(M ; R)∗.

O Teorema de de Rham afirma que integração fornece um isomorfismo linear:

Hk(M ; R) ' Hk
dR(M).

Conclúımos que a cohomologia de de Rham é, afinal, um invariante topológico:
Duas variedades (difeomorfas ou não) que são homeomorfas, possuem a
mesma cohomologia de de Rham!6

Exerćıcios.

1. Mostre que o produto exterior ∧ : Ωk(M) × Ωl(M) → Ωk+l(M) induz um
produto ∪ : Hk(M)×H l(M) → Hk+l(M), que define em H(M) uma estrutura
de anel. A este produto chama-se produto cup.

2. Considere a variedade S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.
(a)Mostre que toda a 1-forma ω ∈ Ω1(S2) fechada é exacta.
(b)Considere a 2-forma em R3 − 0 dada por

ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy.

Considere a restrição de ω a S2 e calcule
∫

S2 ω. Conclua que essa restrição
é fechada, mas não é exacta.

3. Recorrendo à cohomologia de de Rham, mostre que T2 e S2 não são difeo-
morfas.

4. Seja c uma cadeia singular. Mostre que ∂(∂c) = 0.

6O leitor poderá indagar se duas variedades homeomorfas não terão de ser difeomorfas.
De facto, isso não é verdade: o primeiro contra-exemplo deve-se a Milnor que mostrou
que na esfera de dimensão 7 existem estruturas exóticas, i.e., estruturas diferenciáveis
não-difeomorfas à estrutura canónica, compat́ıveis com a topologia usual. Hoje sabe-se
que até o espaço euclideano R4 possui estruturas exóticas!
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5. Demonstre o Teorema de Stokes para cadeias singulares, verificando cada
um dos seguintes passos:

(a)Basta mostrar o teorema para cadeias que consistem num único śımplice.
(b)Basta mostrar o teorema para o k-śımplice standard em Rk.
(c)Basta mostrar o teorema para as (k − 1)-formas diferenciais em Rk do

tipo:

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk .

(d)Mostre que ∫

∆k

dω =

∫

∂∆k

ω,

onde ω é a forma diferencial de (c).

6. No d-toro Td = S1 × · · · × S1 considere as 1-cadeias c1, . . . , cd : [0, 1] → Td

definidas por:

cj(t) ≡ (1, . . . , e2πit, . . . , 1) (j = 1, . . . , d).

Mostre que:
(a)Os cj ’s são ciclos: ∂cj = 0;
(b)Os cj ’s não são bordos;
(c)As classes {[c1], . . . , [cd]} ⊂ H1(T2,R) formam um conjunto linearmente

independente.

Lição 17. Invariância por Homotopia e Sucessão de

Mayer-Vietoris

Vamos agora aprender algumas técnicas que facilitam o cálculo da coho-
mologia de de Rham duma variedade diferenciável.

Começamos com o exemplo mais simples de uma variedade: M = Rd.
Para calcular a sua cohomologia procedemos por indução na dimensão.
Sendo Rd+1 = Rd × R, vamos considerar a projecção π : Rd × R → Rd

e a inclusão s : Rd → Rd × R dadas por:

Rd × R

π

��
Rd

s

OO π(x, t) = x,
s(x) = (x, 0).

Os respectivos pull-backs fornecem aplicações

Ω•(Rd × R)

s∗

��
Ω•(Rd)

π∗

OO

e vamos ver que estas induzem isomorfismos dos espaços de cohomologia:

Proposição 17.1. Os homomorfismos induzidos s∗ : H•(Rd×R) → H•(Rd)
e π∗ : H•(Rd) → H•(Rd × R) são inversos um do outro.
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Observação 17.2 (Crash Course em álgebra homológica-parte III). A
demonstração desta proposição vai recorrer a uma técnica bem conhecida
da álgebra homológica: Dados dois complexos (A,d) e (B,d) e dois homo-
morfismos de complexos f, g : A→ B, um operador de homotopia é uma
aplicação linear h : A→ B de grau −1, tal que

f − g = ±(dh± hd).

Dizemos, ainda, que f e g são homotópicos. Descrevemos esta relação pelo
diagrama

· · · // Ak−1
d //

f
��

g

��||yy
yy

yy
yy

y
Ak

d //

f
��

g

��

h

||yy
yy

yy
yy

Ak+1 //

f
��

g

��

h

||yy
yy

yy
yy

· · ·

||yy
yy

yy
yy

y

· · · // Bk−1
d

// Bk
d

// Bk+1 // · · ·

Como ±(dh±hd) leva formas fechadas em formas exactas, esta aplicação
induz a aplicação nula em cohomologia. Assim, as aplicações induzidas por
f e g ao ńıvel de cohomologia f, g : H•(A) → H•(B) coincidem: f = g.

Demonstração da Proposição. Observe que π◦s =id, logo s∗◦π∗ =id. Falta,
pois, ver que π∗ ◦ s∗ =id. Pela observação que acabámos de fazer, basta
construir um operador de homotopia h : Ω•(Rd × R) → Ω•−1(Rd × R) tal
que:

id − π∗ ◦ s∗ = ±(dh± hd).

Para construir h, observe que uma forma diferencial em Rd × R é uma
combinação linear de formas diferenciais de dois tipos:

f(x, t)(π∗ω),

f(x, t)dt ∧ π∗ω,
onde ω é uma forma diferencial em Rd. Definimos o operador de homotopia
nestas formas por:

h :

{
[l]f(x, t)(π∗ω) 7−→ 0,

f(x, t)dt ∧ π∗ω 7−→
∫ t
0 f(x, s)ds π∗ω,

e extendemos por linearidade a todas as formas. Verifiquemos, então, que h
é um operador de homotopia.

Seja θ = f(x, t)(π∗ω) ∈ Ωk(Rd × R) uma forma do primeiro tipo. Então:

(id − π∗ ◦ s∗)θ = θ − π∗(f(x, 0)ω) = (f(x, t) − f(x, 0))π∗ω.

Por outro lado,

(dh+ hd)θ = hdθ

= h

(
(
∑

i

∂f

∂xi
dxi − ∂f

∂t
dt) ∧ π∗ω − fπ∗dω

)

= h

(
(−1)k

∂f

∂t
dt ∧ π∗ω

)

= π∗ω
∫ t

0

∂f

∂t
dt

= (f(x, t) − f(x, 0))π∗ω.
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Assim:

(id − π∗ ◦ s∗)θ = (dh+ dh)θ,

para forma diferenciais do primeiro tipo.
Seja agora θ = f(x, t)dt ∧ π∗ω uma forma diferencial do segundo tipo.

Por um lado,

(id − π∗ ◦ s∗)θ = θ,

e, por outro lado,

(dh+ hd)θ = d(

∫ t

0
f(x, s)ds π∗ω) + h

(∑

i

∂f

∂xi
dxi ∧ π∗ω − fπ∗dω

)

= f(x, t)dt ∧ π∗ω +

∫ t

0
f(x, s)ds dπ∗ω − h(fπ∗dω)

= f(x, t)dt ∧ π∗ω +

∫ t

0
f(x, s)ds π∗dω −

∫ t

0
f(x, s)ds π∗dω

= f(x, t)dt ∧ π∗ω = θ.

Assim, também neste caso:

(id − π∗ ◦ s∗)θ = (dh+ dh)θ.

�

É claro que H0(R0) = R, pois um conjunto singular é conexo. Por outro
lado, Hk(R0) = 0 se k 6= 0. Por indução, conclúımos que a cohomologia de
Rd é dada por:

Corolário 17.3 (Lema de Poincaré).

Hk(Rd) = Hk(R0) =





R se k = 0,

0 se k 6= 0.

Assim, o Lema de Poincaré afirma que em Rd toda a forma fechada é
exacta.

O argumento utilizado acima para mostrar que H •(Rd × R) ' H•(Rd)
extende-se facilmente de Rd a qualquer variedade M :

Proposição 17.4. Seja M uma variedade diferenciável, e considere as
aplicações π : M × R →M e s : M →M × R:

M × R

π

��
M

s

OO π(p, t) = p,
s(p) = (p, 0).

Os homomorfismos induzidos H•(M × R)
s∗ // H•(M)
π∗

oo são isomorfismos.

A demonstração é deixada como exerćıcio. Na realidade, esta proposição
é um caso especial de uma situação muito mais geral: se uma variedade pode
ser deformada noutra, então as suas cohomologias são isomorfas. A fim de
tornar a noção de deformação precisa, introduzimos a seguinte definição.
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Definição 17.5. Sejam Φ,Ψ : M → N aplicações diferenciáveis. Uma
homotopia entre Φ e Ψ é uma aplicação diferenciável H : M ×R → N tal
que:7

H(p, t) =





Φ(p) se t ≤ 0,

Ψ(p) se t ≥ 1.

Temos então:

Teorema 17.6 (Invariância por homotopia). Se Φ,Ψ : M → N são aplicações
homotópicas, então Φ∗ = Ψ∗ : H•(N) → H•(M).

Demonstração. Seja H : M × R → N uma homotopia entre Φ e Ψ. Se
s0, s1 : M →M × R são as secções:

s0(p) = (p, 0) e s1(p) = (p, 1),

então Φ = H ◦ s0 e Ψ = H ◦ s1. Assim, ao ńıvel de cohomologia, temos que:

Φ∗ = (H ◦ s0)∗ = s∗0 ◦H∗,

Ψ∗ = (H ◦ s1)∗ = s∗1 ◦H∗.

Como s∗0 e s∗1 ambas invertem π∗, coincidem. Conclúımos que Φ∗ = Ψ∗. �

Dizemos que duas variedades M e N possuem o mesmo tipo de homo-
topia se existem aplicações diferenciáveis Φ : M → N e Ψ : N → M tais
que Ψ ◦ Φ e Ψ ◦ Φ são homotópicas a idM e a idN , respectivamente. Uma
variedade diz-se contráctil se possui o mesmo tipo de homotopia que um
ponto.

Corolário 17.7. Se M e N possuem o mesmo tipo de homotopia então
H•(M) ' H•(N). Em particular, se M é uma variedade contráctil então:

Hk(M) =





R se k = 0,

0 se k 6= 0.

Exemplos 17.8.

1. Um conjunto aberto U ⊂ Rd diz-se um conjunto em estrela se existir
x0 ∈ U com a propriedade de que, para todo o x ∈ Rd, o segmento tx + (1 −
t)x0 pertence a U . Deixamos como exerćıcio verificar que, nesse caso, U é
contráctil. Logo, Hk(U) = 0 para k ≥ 1.

2. A variedade M = Rd − 0 tem o mesmo tipo de homotopia que Sd−1: a
inclusão i : Sd−1 ↪→ Rd−0 e a projecção π : Rd → Sd, x 7→ x/||x||, são inversas
uma da outra, a menos de homotopia. Assim, H•(Rd − 0) ' H•(Sd−1).

Existe uma outra ferramenta básica, que permite calcular a cohomologia
da variedade M a partir da decomposição de M em espaços mais simples
(dos quais sabemos calcular a cohomologia):

7Na verdade, duas aplicações são C∞-homotópicas sse são C0-homotópicas: mostra-se
que aplicação cont́ınua entre duas variedades é C0-homotópica a uma aplicação C∞. Por
esta razão, muitas vezes definimos a homotopia apenas no intervalo [0, 1].
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Teorema 17.9 (Sucessão de Mayer-Vietoris). Seja M uma variedade difer-
enciável, U e V abertos de M tais que M = U ∩ V . Existe uma sucessão
exacta longa:

// Hk(M) // Hk(U) ⊕Hk(V ) // Hk(U ∩ V )
d∗

// Hk+1(M) //

Observação 17.10 (Crash Course em álgebra homológica-parte IV). Uma
sucessão de espaços vectoriais e homomorfismos

· · · // Ck−1
fk−1 // Ck

fk // Ck+1 // · · ·

diz-se exacta se Im fk−1 = Ker fk. Uma sucessão exacta da forma:

0 // A
f // B

g // C // 0

diz-se uma sucessão exacta curta. Isto, significa que:

(a) f é injectivo,
(b) Im f = Ker g, e
(c) g é sobrejectivo.

Uma propriedade básicas das sucessões exactas é a seguinte: Dada uma
sucessão exacta de espaços vectoriais que termina nos espaços vectoriais
triviais:

0 // C0 // · · · // Ck // · · · // Cd // 0

a soma alternada das dimensões é nula:

d∑

i=0

(−1)i dimC i = 0.

Deixamos a demonstração (fácil) para os exerćıcios.
Para o teorema, estamos interessados numa sucessão exacta curta de com-

plexos, i.e., numa sucessão de homomorfismos de complexos da forma:

0 // A• f // B• g // C• // 0

Esta sucessão pode ser representada por um grande diagrama comutativo
em que todas as linhas são exactas:

0 // Ak+1
f //

OO

Bk+1
g //

OO

Ck+1 //

OO

0

0 // Ak
f //

d

OO

Bk
g //

d

OO

Ck //

d

OO

0

0 // Ak−1
f //

d

OO

Bk−1
g //

d

OO

Ck−1 //

d

OO

0OO OO OO
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A demonstração do teorema recorre ao seguinte facto básico de álgebra
homológica: Dada uma sucessão exacta curta de complexos existe uma
sucessão exacta longa associada em cohomologia:

· · · // Hk(A)
f // Hk(B)

g // Hk(C)
d∗

// Hk+1(A) // · · ·

onde d∗ : Hk(C) → Hk+1(A) é o chamado homomorfismo de conexão. O
facto de que Im f = Ker g decorre, imediatamente, da definição de sucessão
exacta curta. Por outro lado, as igualdades Im g = Ker d∗ e Imd∗ = Ker f
decorrem da construção de d∗, que passamos a descrever.

Para a construção de d∗ é bom ter o grande diagrama comutativo acima
presente. Seja c ∈ Ck um cociclo: dc = 0. Como as linhas são exactas,
existe b ∈ Ck tal que g(b) = c. Como o diagrama comuta, obtemos

g(db) = dg(b) = dc = 0.

Mais uma vez, sendo as linhas exactas, existe um único a ∈ Ak+1 tal que
f(a) = db. Note que:

f(da) = df(a) = d2b = 0,

logo da = 0, i.e., a é um cociclo. Desta forma, a um cociclo c ∈ C k associ-
amos um cociclo a ∈ Ak+1.

Esta associação depende de escolha intermédia de b ∈ C k. Se escolhermos
outro b′ ∈ Ck tal que g(b′) = c, então obtemos um novo a′ ∈ Ak+1. No
entanto, observe que

g(b− b′) = g(b′) − g(b) = c− c = 0,

logo existe ā ∈ Ak tal que f(ā) = b− b′. Assim, obtemos

f(dā− a+ a′) = df(ā) − f(a) + f(a′) = d(b− b′) − db+ db′ = 0.

Como f é injectiva, conclúımos que a − a′ = dā. Isto mostra que escolhas
diferentes levam a elementos na mesma classe de cohomologia.

Por outro lado, esta associação leva cobordos em cobordos. De facto, se
c ∈ Ck é um cobordo, i.e., c = dc′, então existe b′ ∈ Ck−1 tal que g(b′) = c′.
Temos que

g(b − db′) = g(b) − dg(b′) = c− dc′ = 0.

Logo, existe a′ ∈ Ak tal que f(a′) = b− db′, e:

f(a− da′) = f(a) − df(a′) = db− db+ d2b′ = 0.

Como f é injectiva, temos que a = da′ é um cobordo.
Assim, esta associação determina um homomorfismo d∗ : Hk(C) → Hk+1(A)

que transforma [c] em [a]. Deixamos como exerćıcio verificar que, para esta
definição, temos Im g = Ker d∗ e Imd∗ = ker f .

Demonstração da Teorema. Pela observação, basta ver que temos uma sucessão
exacta curta:

0 // Ω•(M) // Ω•(U) ⊕ Ω•(V ) // Ω•(U ∩ V ) // 0

Nesta sucessão, a primeira aplicação é dada por:

ω 7→ (ω|U , ω|V ),
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enquanto que a segunda aplicação é dada por:

(θ, η) 7→ θ|U∩V − η|U∩V .

Como M = U ∪V , é claro que a primeira aplicação é injectiva. Por outro
lado, se (θ, η) ∈ Ω•(U) ⊕ Ω•(V ) pertence ao núcleo da segunda aplicação,
então

θ|U∩V = η|U∩V .

Assim, podemos definir uma forma diferencial em M por:

ωp =





θp se p ∈ U,

ηp se p ∈ V.

Logo, a imagem da primeira aplicação coincide com o núcleo da segunda
aplicação. Finalmente, seja ξ ∈ Ω•(U ∩ V ). Podemos escolher uma partição
da unidade {ρU , ρV } subordinada à cobertura {U, V }. Então ρV ω ∈ Ω•(U) e
ρUω ∈ Ω•(V ) (note a troca de U e V !). Este para de formas é transformado
pela segunda aplicação em:

(ρV ω,−ρUω) 7→ ρV ω + ρUω = ω.

Logo a segunda aplicação é sobrejectiva, e conclúımos que a sucessão curta
é exacta. �

Exemplo 17.11.
Como exemplo vamos calcular a cohomologia das esferas Sd para d ≥ 2 (no

Exemplo 16.5, calculámos H1(S1) = R directamente, a partir da definição).
Seja N ∈ Sd o pólo norte e consideremos o conjunto aberto U = Sd − N .

A projecção estereográfica πN : U → Rd−1 é um difeomorfismo, logo U é
contráctil. Da mesma forma, se S ∈ Sd é o pólo sul, o conjunto aberto V =
Sd − S é contráctil. Por outro lado, M = U ∩ V e a intersecção U ∩ V é
difeomorfa (por qualquer das projecções estereográficas) a Rd−1 − 0. Como
vimos no Exemplo 17.8.2, Rd−1 − 0 tem o mesmo tipo de homotopia que Sd−1.

Assim, temos todos os ingredientes para calcular a sucessão de Mayer-
Vietoris para o par (U, V ):

•Se k ≥ 1, esta sucessão fornece:

· · · // 0 ⊕ 0 // Hk(Sd−1)
d∗

// Hk+1(Sd) // 0 ⊕ 0 // · · ·

Assim, Hk+1(Sd) ' Hk(Sd−1) e, por indução, conclúımos que

Hk(Sd) ' Hk−1(Sd−1) ' · · · ' H1(Sd−k+1).

•Por outro lado, como U , V e U ∩ V são conexos, os primeiros termos da
sucessão são:

· · · // 0 // R // R ⊕ R // R
d∗

// H1(Sd) // 0 // · · ·

Daqui vemos que (ver Exerćıcio 5 desta secção) dimH1(Sd) = 0.
Assim, conclúımos que:

Hk(Sd) =





R se k = 0, d,

0 caso contrário.
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Um gerador de Hd(Sd) é dado pela restrição a Sd da forma diferencial ω ∈
Ωd(Rd+1) definida por:

ω =
d+1∑

i=1

(−1)ixidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxd+1.

De facto, esta forma não é exacta: um cálculo simples mostra que
∫

Sd ω 6= 0.

Como vimos na lição anterior, a cohomologia com suporte compacto não
é functorial para as aplicações diferenciáveis. No entanto, ela é functorial
para as aplicações próprias e para as inclusões. Estes factos fazem com que a
cohomologia com suporte compacto satisfaça a propriedades análogas, mas
distintas, da cohomologia de de Rham.

Por exemplo, temos agora:

Proposição 17.12. Seja M uma variedade diferenciável. Então:

H•
c (M × R) ' H•−1

c (M).

Demonstração. Basta considerar o caso M = Rd. Note que, se π : Rd×R →
Rd é a projecção, então uma forma π∗ω tem suporte não-compacto. Assim,
vamos construir antes aplicações de “push-forward”

π∗ : Ω•+1
c (Rd × R) → Ω•

c(R
d),

e∗ : Ω•
c(R

d) → Ω•+1
c (Rd × R).

que são homomorfismos de complexos e que são inversas homotópicas.
Para construir π∗, observamos que toda a forma com suporte compacto

em Rd × R é uma combinação de formas do tipo

f(x, t)(π∗ω),

f(x, t)dt ∧ π∗ω,
onde ω é uma forma diferencial em Rd com suporte compacto, e f é uma
função com suporte compacto. A aplicação π∗ é dada por:

f(x, t)(π∗ω) 7−→ 0,

f(x, t)dt ∧ π∗ω 7−→
∫ +∞

−∞
f(x, t)dt ω.

Por outro lado, para construir e∗ escolhemos uma forma θ ∈ Ω1
c(R) com∫

R
θ = 1 e definimos:

e∗ : ω → π∗ω ∧ e.
É imediato, destas definições, que π∗◦e∗ =id, dπ∗ = π∗d e e∗d = de∗. Para

completar a demonstração, basta ver que a composição e∗ ◦π∗ é homotópica
à aplicação identidade. Deixamos como exerćıcio verificar que a aplicação
h : Ω•

c(R
d × R) → Ω•−1

c (Rd × R) dada por:

f(x, t)(π∗ω) 7−→ 0,

f(x, t)dt ∧ π∗ω 7−→
∫ t

−∞
f(x, s)dsπ∗ω −

(∫ +∞

−∞
f(x, t)dt

∫ t

−∞
e

)
π∗ω,

é uma homotopia entre e∗ ◦ π∗ e a identidade. �
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Assim, a cohomologia com suporte compacto não é invariante por homo-
topia. Por outro lado, o Lema de Poincaré tem de ser modificado da seguinte
forma:

Corolário 17.13 (Lema de Poincaré para suporte compacto).

Hk
c (Rd) =





R se k = d,

0 se k 6= d.

Para construir a sucessão de Mayer-Vietoris para suporte compacto, ob-
servamos que, se U, V ⊂ M são abertos com U ∪ V = M , as inclusões
U, V ↪→M , U ∩ V ↪→ U e U ∩ V ↪→ V fornecem uma sucessão exacta curta

0 Ω•
c(M)oo Ω•

c(U) ⊕ Ω•
c(V )oo Ω•(U ∩ V )oo 0oo

onde a primeira aplicação é:

(θ, η) 7→ θ + η,

enquanto que a segunda aplicação é dada por:

ω 7→ (−ω, ω).

Obtemos, então:

Teorema 17.14 (Sucessão de Mayer-Vietoris para suporte compacto). Seja
M uma variedade diferenciável, U e V abertos de M tais que M = U ∪ V .
Existe uma sucessão exacta longa:

Hk
c (M)oo Hk

c (U) ⊕Hk
c (V )oo Hk

c (U ∩ V )oo Hk−1
c (M)

d∗oo oo

Os detalhes da demonstração são deixados como exerćıcio.

Exerćıcios.

1. Demonstre a Proposição 17.4.

2. Mostre que um conjunto em estrela é contráctil.

3. Seja i : N ↪→ M uma subvariedade. Dizemos que r : M → N é uma
retracção se r ◦ i =idN . Dizemos que N é uma deformação por retracção
de M se existe um retracção r : M → N tal que i ◦ r é homotópica a idM .
Mostre que:

(a)Se N é uma deformação por retracção de M , então H•(N) ' H•(M).
(b)Mostre que S2 é um deformação por retracção de R3 − 0.
(c)Mostre que T2 é uma deformação por retracção de R3 − S1.

4. Mostre que o homomorfismo de conexão da sucessão exacta longa satisfaz
Im g = Kerd∗ e Im d∗ = kerf .

5. Dada uma sucessão exacta de espaços vectoriais

0 // C0 // · · · // Ck // · · · // Cd // 0

mostre que
d∑

i=0

(−1)i dimCi = 0.
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6. Calcule a cohomologia de T2 e de P2.

7. Complete a construção da sucessão de Mayer-Vietoris para cohomologia com
suporte compacto, mostrando que:

0 Ω•
c(M)oo Ω•

c(U) ⊕ Ω•
c(V )oo Ω•(U ∩ V )oo 0oo

é um sequência exacta curta de complexos.

8. Calcule a cohomologia com suporte compacto de Rd − 0.

Lição 18. Cálculos em cohomologia

Vimos na lição precedente que a sucessão de Mayer-Vietoris relaciona a co-
homologia da união com a cohomologia dos factores. Esta sucessão, fornece
uma técnica de cálculo de cohomologia por indução, que é extremamente
versátil. Para aplicar esta técnica, necessitamos de cobrir M por abertos
cujas intersecções sejam triviais em cohomologia.

Definição 18.1. Dizemos que uma cobertura aberta {Uα} de uma variedade
diferenciável M é uma boa cobertura se todas as intersecções finitas Uα1

∩
· · · ∩ Uαp são difeomorfas a Rd. Uma variedade de tipo finito é uma
variedade diferenciável que possui uma boa cobertura finita.

Proposição 18.2. Toda a variedade diferenciável M possui uma boa cober-
tura. Se M é compacta então possui uma boa cobertura finita.

Demonstração. Seja g uma métrica Riemanniana para M . Por um resultado
bem conhecido de geometria Riemanniana, para cada ponto p ∈M , podemos
escolher uma vizinhança Up convexa (i.e., para quaisquer q, q′ ∈ Up existe
uma única geodésica em Up que une q a q′), tais que:

(i) cada Up é difeomorfa a Rd, e
(ii) a intersecção de duas vizinhanças convexas é convexa.

Segue-se que {Up}p∈M é uma boa cobertura de M . Por outro lado, se M é
compacta, então um número finito de vizinhanças convexas cobre M . �

Estamos, então, em condições de aplicar a nossa técnica. Começamos por
mostrar que a cohomologia não é muito grande.

Teorema 18.3. Seja M uma variedade de tipo finito. Os espaços de coho-
mologia Hk(M) e Hk

c (M) têm dimensão finita.

Para a demonstração, precisamos do seguinte resultado de álgebra ho-
mológica:

Lema 18.4 (Lema dos Cinco). Considere um diagrama comutativo de ho-
momorfismos de espaços vectoriais:

A
f1 //

α
��

B
f2 //

β
��

C
f3 //

γ

��

D
f4 //

δ
��

E

ε
��

A′
f ′
1 // B′

f ′
2 // C ′

f ′
3 // D′

f ′
4 // E′

onde as linhas são exactas. Se α, β, δ e ε são isomorfismos, então γ também
é um isomorfismo.
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A demonstração (elementar) consiste em passear pelo diagrama e é deix-
ada como exerćıcio.

Demonstração. Para quaisquer dois abertos U e V , a sucessão de Mayer-
Vietoris:

· · · // Hk−1(U ∩ V )
d∗

// Hk(U ∪ V )
r // Hk(U) ⊕Hk(V ) // . . .

mostra que:

Hk(U ∪ V ) ' Ker r ⊕ Im r ' Imd∗ ⊕ Im r.

Assim, se as cohomologias de U , V , e U ∩ V têm dimensão finita, então a
cohomologia de U ∪ V também tem dimensão finita.

Mostremos, por indução no cardinal da cobertura, que as variedades com
uma boa cobertura finita, tem cohomologia de dimensão finita:

• Se M é difeomorfa a Rd o Lema de Poincaré mostra que M tem
cohomologia de dimensão finita.

• Suponhamos que todas as variedades com uma boa cobertura com
no máximo p abertos, têm cohomologia de dimensão finita. Seja M
uma variedade que admite uma boa cobertura {U1, . . . , Up+1} com
p+ 1 elementos. Observe que os abertos:

Up+1,

U1 ∪ · · · ∪ Up, e

(U1 ∪ · · · ∪ Up) ∩ Up+1 = (U1 ∩ Up+1) ∪ · · · ∪ (Up ∩ Up+1),

têm todos cohomologia de dimensão finita, pois todos possuem uma
boa cobertura com no máximo p abertos. Assim, a cohomologia de
M = U1 ∪ · · · ∪ Up+1 também tem dimensão finita.

A demonstração para a cohomologia com suporte compacto é análoga. �

O leitor deverá estar familiarizado com a fórmula de Euler para poĺıgonos
regulares. Como uma aplicação simples deste resultado vamos generalizar
esta fórmula a variedades compactas que admitem uma triangulação8. A
noção de triangulação de uma variedade M , corresponde uma boa decom-
posição de M em śımplices regulares, como passamos a explicar.

Um śımplice σ : ∆d → M diz-se regular se possui uma extensão a um
difeomorfismo σ̃ : U → σ̃(U) ⊂ M , onde U é uma vizinhança de ∆d. Para
um śımplice σ : ∆d →M definimos anteriormente as suas faces de dimensão
d− 1, que são śımplices σi : ∆d−1 →M . Iterando esta construção, obtemos
a faces de dimensão d − k, que são (d − k)-śımplices σ : ∆d−k → M .
Observe que as faces de um śımplice regular, são śımplices regulares.

Definição 18.5. Uma triangulação de uma variedade compacta M de
dimensão d, é uma colecção finita {σi} de d-śımplices regulares, que cobrem
M , e satisfazem a seguinte propriedade: se para dois śımplices σi ∩ σj 6= ∅,
então a intersecção σi ∩ σj é uma face de ambos os śımplices σi e σj.

8Na realidade, toda a variedade compacta admite uma triangulação, mas este é um
resultado dif́ıcil que está para além do âmbito destas lições.
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A figura seguinte ilustra a condição de triangulação em dimensão 2 e 3:
Enquanto que nas duas figuras de cima a condição verifica-se, nas figuras de

����������

baixo ela não se verifica.
Como vimos acima, uma variedade compacta M tem cohomologia finita.

Para uma variedade M com cohomologia finita, chama-se caracteŕıstica
de Euler ao inteiro χ(M) definido por:

χ(M) = dimH0(M) − dimH1(M) + · · · + (−1)d dimHd(M).

Temos então:

Teorema 18.6 (Fórmula de Euler). Seja M uma variedade compacta de
dimensão d. Para toda a triangulação de M :

(−1)dχ(M) = r0 − r1 + · · · + (−1)drd,

onde ri designa o número de faces de dimensão i na triangulação.

Demonstração. Fixemos uma triangulação {σ1, σ2, . . . , σrd} de M . Para
cada k = 0, 1, 2 . . . , d− 1, defina-se os conjuntos abertos:

Vk = M − {faces da triangulação de dimensão k}.
Vamos mostrar que, para 0 ≤ k ≤ d− 1, temos:

(18.1) χ(M) = χ(Vk) + (−1)d(r0 − r1 + · · · + (−1)krk).

Como

Vd−1 =

rd⋃

j=1

int(σj),

e cada aberto int(σj) é contráctil, vemos que Hk(Vd−1) = 0, se k > 0. Assim:

χ(Vd1) = dimH0(Vd−1) = rd.

A relação (18.1) (com k = d− 1) e este resultado, demonstram a fórmula de
Euler.

Vamos começar por verificar (18.1) para k = 0. Para cada face de di-
mensão 0 escolhemos vizinhanças abertas U0,1, . . . , U0,r0 , disjuntas e difeo-

morfas à bola Bd
1 = {x ∈ Rd : ||x|| < 1}, e definimos o aberto:

U0 =

r0⋃

i=0

U0,i.
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Note que V0 ∪ U0 = M . Como cada U0,i é contráctil, temos que

dimHk(U0) =

{
0, se k = 0,
0, se k 6= 0.

Por outro lado, cada intersecção V0 ∩ U0,i possui uma deformação por re-

tracção em Sd−1, logo

dimHk(V0 ∩ U0) =

{
0, se k = 0, d− 1,
0, se k 6= 0, d− 1.

Estamos em condições de aplicar a sucessão de Mayer-Vietoris ao par (U0, V0).
Se d > 2, esta sucessão fornece a seguinte informação:

(i) Os termos de mais baixo grau são:

0 // H0(M) // H0(U0) ⊕H0(V0) // H0(U0 ∩ V0) //

// H1(M) // 0 ⊕H1(V0) // 0

Daqui resulta que:

dimH0(M) − dimH0(U0) − dimH0(V0)+

+ dimH0(U0 ∩ V0) − dimH1(M) + dimH1(V0) = 0.

Como o número de componentes conexas de M e V0 são iguais, temos que

dimH0(M) = dimH0(V0).

Por outro lado, o número de componentes conexas de U0 e V0 ∩U0 também
são iguais, logo conclúımos da relação acima que:

dimH1(M) = dimH1(V0).

(ii) Para 1 < k < d− 1, obtemos:

0 // Hk(M) // 0 ⊕Hk(V0) // 0

Logo:

dimHk(M) = dimHk(V0).
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(iii) Os últimos termos não-nulos da sucessão são:

0 // Hd−1(M) // 0 ⊕Hd−1(V0) // Hd−1(U0 ∩ V0) //

// Hd(M) // 0 ⊕Hd(V0) // 0

Como dimHd−1(U0 ∩ V0) = rd, esta sucessão fornece:

dimHd−1(M) − dimHd−1(V0) + dimHd−1(V0) − dimHd(M) = −rd.
Se d = 2, obtemos os mesmos resultados sem necessidade de dividir a

sucessão por troços. Assim, conclúımos que:

χ(M) =
d∑

i=0

(−1)i dimH i(M)

=

d∑

i=0

(−1)i dimH i(V0) + (−1)drd = χ(V0) + (−1)drd.

O que demonstra (18.1) se k = 0.

Para demonstrar (18.1) no caso k = 1, procedemos da seguinte forma:
para cada face de dimensão 1, escolhemos vizinhanças abertas U1,1, . . . , U1,r1

das (1-faces)-(0-faces), que são disjuntas e difeomorfas a (int ∆1) ×Bd−1
1 , e

definimos o aberto:

U1 =

r1⋃

i=0

U1,i.

���

Temos que V0 = U1 ∪ V1. Vemos, agora, que U1 é a união de r1 abertos
contracteis, enquanto que U1 ∩ V1 possui o mesmo tipo de homotopia que
a união disjunta de (d − 2)-esferas. De forma inteiramente análoga ao caso
k = 0, utilizando a sucessão de Mayer-Vietor, mostra-se que

χ(V0) = χ(V1) + (−1)d−1r1.
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Em geral, para cada k, escolhemos vizinhanças abertas Uk,1, . . . , Uk,rk das

{k-faces}−{(k−1)-faces}, que são disjuntas e difeomorfas a (int ∆k)×Bd−k
1 ,

e definimos o aberto:

Uk =

rk⋃

i=0

Uk,i.

Temos que Vk = Uk∪Vk, com Uk a união de rk abertos contracteis, enquanto
que Uk ∩ Vk possui o mesmo tipo de homotopia que a união disjunta de
(d− k − 1)-esferas. Utilizando a sucessão de Mayer-Vietor, verifica-se que

χ(Vk−1) = χ(Vk) + (−1)d−krk.

Isto mostra que (18.1) é válida. �

Como vimos num exerćıcio da Lição 16, o produto exterior induz um
produto ao ńıvel de cohomologia:

∪ : Hk(M) ×H l(M) → Hk+l(M), [ω] ∪ [η] ≡ [ω ∧ η].
Se η tem suporte compacto, então ω ∧ η também tem suporte compacto.
Logo, temos igualmente um produto:

∪ : Hk(M) ×H l
c(M) → Hk+l

c (M).

Pelo Teorema de Stokes, a integração de formas diferenciais desce ao ńıvel
da cohomologia (tal como no caso do Teorema de de Rham). Assim, se M
é uma variedade orientada de dimensão d, temos uma forma bilinear

(18.2) Hk(M) ×Hd−k
c (M) → R, ([ω], [η]) 7→

∫

M
ω ∧ η.

Teorema 18.7 (Dualidade de Poincaré). Seja M uma variedade orientada
de tipo finito. A forma bilinear (18.2) é não degenerada. Em particular:

Hk(M) ' Hd−k
c (M)∗.

Demonstração. Observe que a forma bilinear induz sempre um homomor-
fismo Hk(M) → Hd−k

c (M)∗. Se U e V são abertos, deixamos como exerćıcio
mostrar que as sucessões de Mayer-Vietoris para Ω• e para Ω•

c , determinam
um diagrama de sucessões exactas longas:

// Hk(U ∪ V ) //

��

Hk(U) ⊕Hk(V ) //

��

Hk(U ∩ V ) //

��
// Hd−k

c (U ∪ V )∗ // Hd−k
c (U)∗ ⊕Hd−k

c (V )∗ // Hd−k
c (U ∩ V )∗ //

que é comutativo a menos de sinais. Isto significa, por exemplo, que
∫

U∩V
ω ∧ d∗θ = ±

∫

U∪V
d∗ω ∧ τ.

Aplicando o Lema dos Cinco a este diagrama, vemos que, se a dualidade
de Poincaré se verifica para U , V e U ∩ V , então também se verifica para
U ∪ V .

Seja então M uma variedade com uma boa cobertura finita. Mostramos
a dualidade de Poincaré por indução na cardinalidade da cobertura:
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• Se M ' Rd, pelos Lemas de Poincaré, temos:

Hk(Rd) =





R se k = 0,

0 se k 6= 0.
Hk
c (R

d) =





R se k = d,

0 se k 6= d.

Daqui, segue-se que a forma bilinear é não-degenerada.
• Suponha-se que a dualidade de Poincaré se verifica para coberturas

de cardinalidade menor ou igual a p. Seja M uma variedade que
admite uma boa cobertura {U1, . . . , Up+1} com p+1 elementos. Ob-
serve que os abertos:

Up+1,

U1 ∪ · · · ∪ Up, e

(U1 ∪ · · · ∪ Up) ∩ Up+1 = (U1 ∩ Up+1) ∪ · · · ∪ (Up ∩ Up+1),

satisfazem a dualidade de Poincaré, pois todos possuem uma boa
cobertura com, no máximo, p abertos. Assim, a dualidade de Poincaré
verifica-se para M = U1 ∪ · · · ∪ Up+1.

�

Para uma variedade compacta, temos que Hc(M) = H(M). Logo, se M
é compacta e orientada, a dualidade de Poincaré afirma que:

Hk(M) ' Hd−k(M).

Um corolário imediato é:

Corolário 18.8. Se M é uma variedade compacta orientada, de dimensão
ı́mpar então:

χ(M) = 0.

Observação 18.9. A dualidade de Poincaré ainda é válida para variedades
sem boas coberturas finitas. No entanto, se a cohomologia não tem dimensão
finita, é preciso ter um pouco de cuidado com a forma como se enuncia:
o que se mostra é que, para qualquer variedade orientada M , é válido o
isomorfismo

Hk(M) ' (Hd−k
c (M))∗.

A equivalência dual Hd−k
c (M) ' Hk(M)∗, em geral, não é válida. Isto

deve-se a que o dual de um produto directo é uma soma directa, mas o dual
de uma soma directa não é um produto directo. Um exemplo é dado nos
exerćıcios desta lição.

Por causa desta observação, no corolário seguinte omitimos a hipótese de
existência de uma boa cobertura finita.

Corolário 18.10. Seja M uma variedade conexa, orientável, de dimensão
d. Então

Hd
c (M) ' R.

Em particular, se M é compacta, conexa e orientável, então H d(M) ' R.

Deixamos como exerćıcio verificar que, se M é uma variedade conexa, de
dimensão d, não orientável, então Hd

c (M) = 0.
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Vemos, pois, que uma variedade conexa é orientável sse H d
c (M) = R.

Note-se, ainda, que uma escolha de uma orientação µ determina um gerador
de Hd

c (M). De facto, nesse caso, integração fornece uma escolha canónica
para o isomorfismo Hd

c (M) ' R:

Hd
c (M) → R, [ω] 7→

∫

M
ω.

Na realidade, este isomorfismo não é mais do que dualidade de Poincaré,
pois sendo M conexa, H0(M) é o espaço as funções constantes em M . Fre-
quentemente, utilizamos a mesma letra µ para representar a orientação e a
classe µ ∈ Hd

c (M) que corresponde à função constante 1.
Assim, seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável entre duas variedades

compactas, conexas, orientadas, com dimM = dimN = d. Os isomorfismos
canónicos Hd

c (M) ' R e Hd
c (N) ' R permitem representar a aplicação

induzida
Φ∗ : Hd

c (N) → Hd
c (M)

por um número real a que se chama o grau da aplicação. Por outras palavras:

Definição 18.11. Seja Φ : M → N uma aplicação própria entre duas
variedades conexas, orientadas, com dimM = dimN = d. O grau de Φ é
o único número real deg Φ que satisfaz:∫

M
Φ∗ω = deg Φ

∫

N
ω,

para toda a forma diferencial ω ∈ Ωd
c(N).

Se µM e µN são as orientações de M e N , então o grau da aplicação é
dado por:

Φ∗µN = (deg Φ)µM ,

onde, seguindo a convenção acima, µM e µN também representam os ger-
adores de Hd

c (M) e Hd
c (N) determinados pelas orientações.

No que se segue, por uma questão de simplicidade, vamos considerar
apenas variedades compactas. A generalização destes resultados ao caso
não compacto é deixada ao cuidado do leitor. O nosso principal objectivo é
dar uma caracterização geométrico do grau de uma aplicação.

Começamos com a seguinte proposição:

Proposição 18.12. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável entre
duas variedades compactas, conexas, orientadas, com dimM = dimN = d.
Se Φ não é sobrejectiva então deg Φ = 0.

Demonstração. Seja q0 ∈ N −Φ(M). Como Φ(M) é fechado, q0 possui uma
vizinhança aberta U ⊂ N −Φ(M). Seja ω ∈ Ωd

c(N) uma forma com suporte
em U e tal que

∫
N ω 6= 0. Então:

0 =

∫

M
Φ∗ω = deg Φ

∫

N
ω,

logo deg Φ = 0. �

A interpretação geométrica para o grau de uma aplicação, a que aludimos
acima, é dada pela resultado seguinte. Ela mostra, por exemplo, que o grau
de uma aplicação é sempre um número inteiro, um facto que não é nada
óbvio da definição de grau.
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Teorema 18.13. Seja Φ : M → N uma aplicação entre variedades com-
pactas, conexas, orientadas, de dimensão d. Seja q ∈ N um valor regular
de Φ, e para cada p ∈ Φ−1(q) defina

sgnpΦ ≡





1 se dpΦ : TpM → TqN preserva orientações,

−1 se dpΦ : TpM → TqN troca orientações.

Então9:

deg Φ =
∑

p∈Φ−1(q)

sgnpΦ.

Em particular, o grau é sempre um número inteiro.

Demonstração. Seja q um valor regular de Φ. O conjunto Φ−1(q) é discreto,
e como M é compacto, tem de ser finito: Φ−1(q) = {p1, . . . , pN}. Precisamos
do seguinte lema:

Lema 18.14. Existe uma vizinhança V de q e vizinhanças disjuntas U1, . . . , Un
de p1, . . . , pN tais que

Φ−1(V ) = U1 ∪ · · · ∪ UN .

Sejam O1, . . . , ON vizinhanças disjuntas de p1, . . . , pN , e W uma vizin-
hança compacta de q. O conjunto W ′ ⊂M definido por:

W ′ = Φ−1(W ) − (O1 ∪ · · · ∪ON ),

é um conjunto compacto. Assim, Φ(W ′) é um conjunto fechado que não
contém q. Existe, pois, um aberto V ⊂W −Φ(W ′) contendo q e temos que
Φ−1(V ) ⊂ O1∪· · ·∪ON . Se tomarmos Ui = Oi∩Φ−1(V ), vemos que o lema
é satisfeito.

Fixemos V e U1, . . . , UN , como no lema. Como cada pi é regular, pode-
mos, ainda, assumir que V é um domı́nio de coordenadas (y1, . . . , yd) em
N e que os Ui’s são domı́nios de coordenadas em M , tais que Φ|Ui

é um
difeomorfismo.

Escolha-se ω ∈ Ωd(N) da forma:

ω = fdy1 ∧ · · · ∧ dyd,

onde f ≥ 0 é uma função com sup f ⊂ V . É claro que

supΦ∗ω ⊂ U1 ∪ · · · ∪ UN ,
de forma que:

∫

M
Φ∗ω =

N∑

i=1

∫

Ui

Φ∗ω.

Como Φ|Ui
é um difeomorfismo, a fórmula de mudança de variável fornece:

∫

Ui

Φ∗ω = ±
∫

V
ω = ±

∫

N
ω,

9Se Φ−1(q) é vazio então, por definição, a soma vale zero.
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onde o sinal é positivo se Φ|Ui
preserva as orientações e é negativo caso

contrário. Como Φ|Ui
preserva orientações se sgnpi

Φ > 0 e troca orientações
se sgnpi

Φ < 0, conclúımos que

∫

M
Φ∗ω =

N∑

i=1

sgnpi
Φ

∫

N
ω,

o que demonstra o resultado. �

Note que os graus de aplicações homotópicas coincidem. Este facto pode
ser utilizado com grande eficácia, como ilustramos através de um exemplo.

Exemplo 18.15.
Consideremos a aplicação antipodal Φ : Sd → Sd dada por Φ(p) = −p. Para

a orientação canónica de Sd definida pela forma

ω =

d+1∑

i=1

(−1)ixidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxd+1.

temos que Φ preserva ou troca orientações dependendo se n é ı́mpar ou é par.
Como Φ−1(q) contém apenas um ponto, conclúımos que

deg Φ = (−1)d−1.

Isto também se segue directamente a partir da definição, pois
∫

Sd ω 6= 0, e
∫

Sd

Φ∗ω = (−1)d−1

∫

Sd

ω.

Vejamos que isto implica que numa esfera de dimensão par todo o campo
vectorial se anula nalgum ponto. De facto, se X ∈ X(S2d) é um campo vec-
torial que não se anula, então, para cada p ∈ S2d, existe uma única semi-
circunferência γp que une p a −p e que tem vector tangente X(p). Assim, a
aplicação H : S2d × [0, 1] → S2d dada por

H(p, t) = γp(t),

é uma homotopia entre Φ e a aplicação identidade. Conclúımos que:

−1 = deg Φ = deg id = 1,

uma contradição.
Por outro lado, para a esfera S2d−1 ⊂ R2d, o campo vectorial X definido

por:

X(x1, . . . , x2d) = (x2,−x1, . . . , x2d,−x2d−1),

é um campo vectorial que não se anula.

Como aplicação destes resultados, vamos estudar o ı́ndice de um zero de
um campo vectorial X numa variedade M . Começamos com o caso de um
campo vectorial num aberto U ⊂ Rd, i.e., uma aplicação X : U → Rd,
e suponhamos que x0 ∈ U é um zero isolado de X. Existe ε > 0 tal que
B̄ε(x0) ⊂ U (a bola fechada de raio ε centrada em x0) não contém outro zero
de X. Tomando Sd−1

ε , a esfera de raio ε centrada em x0, temos a aplicação
de Gauss G : Sd−1

ε → Sd−1, que é definida por:

G(x) =
x

||x|| .
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Definimos o ı́ndice de X em x0 com sendo o grau da aplicação de Gauss:

indx0
X ≡ degG,

onde em cada esfera tomamos a orientação canónica. O leitor deverá verificar
que esta defińıção é independente de ε.

O ı́ndice é invariante por difeomorfismos:

Lema 18.16. Se X e X ′ são campos vectoriais em U,U ′ ⊂ Rd e Φ : U → U ′

é um difeomorfismo, tal que X é Φ-relacionado com X ′. Se x0 é um zero
isolado de X, então

indx0
X = indΦ(x0)X

′.

Demonstração. Podemos assumir que Φ(x0) = x0 = 0 e que U é convexo.
Suponhamos, primeiro, que Φ preserva orientações. Então, a aplicação

H(t, x) =





1
tΦ(tx), se t > 0,

Φ′(x), se t = 0.

é uma homotopia entre Φ′ e Φ, por difeomorfismos que fixam a origem. Como
Φ′ é homotópica à identidade, por difeomorfismos que fixam a origem, vemos
que existe uma homotopia, por difeomorfismos que fixam a origem, entre Φ
e identidade. Assim, conclúımos que as aplicações de Gauss de X e de X ′

são homotópicas. Logo, estas aplicações possuem o mesmo grau.
Para o caso não-orientável, basta agora considerar o caso em que Φ é uma

reflexão. Neste caso, os campos X e X ′ estão relacionados por:

X ′ = Φ ◦X ◦ Φ−1.

As funções de Gauss de X e X ′ satisfazem a mesma relação:

G′ = Φ ◦G ◦ Φ−1,

e, portanto, os seus graus coincidem. �

Assim, se M é uma variedade e X ∈ X(M) é um campo vectorial, defini-
mos o ı́ndice de X num zero isolado p0 ∈M , por:

indp0 X ≡ ind0 φ∗X|U ,
onde (U, φ) é um sistema de coordenadas centrado em p0. Pelo lema, esta
definição é independente do sistema de coordenadas utilizado. Veremos na
próxima série de lições o Teorema de Poincaré-Hopf que afirma que se X
é um campo vectorial numa variedade compacta M , com um número finito
de zeros {p1, . . . , pN}. Então:

χ(M) =

N∑

i=1

indpi
X.

Por enquanto, limitamo-nos ao problema de calcular o ı́ndice de um campo
vectorial.

Para isso, seja X um campo vectorial numa variedade M e p0 ∈ M um
zero de X. A secção zero Z ⊂ TM e a fibra Tp0M ⊂ TM intersectam-se
transversalmente em 0 ∈ Tp0M :

T0(TM) = Tp0Z ⊕ Tp0(Tp0M) ' Tp0M ⊕ Tp0M.
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Para esta decomposição, o diferencial dp0X : Tp0M → T0(TM) tem primeira
componente a identidade, pois X é uma secção. A segunda componente
determina uma aplicação Tp0M → Tp0M que vamos, também, designar por
dp0X. Um zero p0 de um campo vectorial X diz-se não-degenerado se a
aplicação dp0X : Tp0M → Tp0M é não-degenerada.

Proposição 18.17. Seja p0 ∈ M um zero não-degenerado de um campo
vectorial X ∈ X(M). Então p0 é um zero isolado e

indp0 X =





+1, se det dp0X > 0,

−1, se det dp0X < 0.

Demonstração. Nas condições da proposição, se escolhermos coordenadas
locais (U, φ) centradas em p0, o campo vectorial (φ)∗X|U tem como aplicação
de Gauss G : Sd−1

ε → Sd−1 um difeomorfismo. Este difeomorfismo preserva
(troca) orientações sse det dp0X > 0 (respectivamente, < 0), logo o resultado
segue-se do Teorema 18.13. �

Exemplo 18.18.
Em R3, com coordenadas (x, y, z), temos o campo vectorial

X = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
.

Este campo vectorial é tangente à esfera S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1}
e por isso define um campo vectorial em X ∈ X(S2), que possui dois zeros: o
pólo norte pN e o pólo sul pS.

A aplicação φ : (x, y, z) 7→ (x, y) é um sistema de coordenadas locais para
S2 na vizinhança de pN (e também de pS), e temos que:

φ∗X = v
∂

∂u
− u

∂

∂v
.

onde (u, v) são as coordenadas em R2. Como a aplicação (u, v) 7→ (v,−u) tem
diferencial [

0 1
−1 0

]
,

conclúımos que pN e pS são zeros não-degenerados e que:

indpN
X = indpS

X = 1.

Em casos simples, é fácil determinar o ı́ndice de um campo vectorial a
partir do seu retrato de fases, mesmo se os zeros são degenerados. A figura
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seguinte ilustra alguns exemplos de campos vectoriais planares, com um zero
e os respectivos ı́ndices. O leitor deverá verificar que os graus das aplicações
de Gauss são, de facto, os inteiros que constam na figuram.

���������
	���
�� ���������
	����

���������
	���� ���������
	����

Exerćıcios.

1. Demonstre o Lema dos Cinco.

2. Calcule Hk(M) e Hk
c (M) para as seguintes variedades:

(a)Banda de Möbius;
(b)Garrafa de Klein;
(c)M = Td;

(Resposta: dimHk(Td) =
(
d
k

)
.)

(d)M = Pd(C);
(Resposta: dimH2k(Pd(C)) = 1 se 2k ≤ n, e 0 caso contrário.)

3. Seja M uma variedade conexa, de dimensão d, não orientável. Mostre que
Hd
c (M) = 0, da seguinte forma:
(a)Mostre que basta ver que são exactas as formas ω ∈ Ωd

c(M) com supω ⊂
U , onde U é um aberto difeomorfo a Rd.

(b)Se ω é como em (a), e
∫
U ω = 0, então ω é exacta.

(c)Se ω é como em (a), mas
∫
U
ω > 0, então ω também é exacta.

Sugestão: Construa uma cadeia de abertos U1, . . . , Uk, com Ui ∩ Ui+1 6= ∅ e
U1 = Uk = U , que são domı́nios de coordenadas φi : Ui → Rd, com φi ◦ φ−1

i+1,

para i = 1, . . . , k − 1, positivos e φk−1 ◦ φ−1
k negativo. Construa, também,
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formas diferenciais ω1 = ω, ω2 . . . , ωk = −ω de grau d com suporte supωi ⊂ Ui
compacto, e que satisfazem

ci =

∫
Ui
ωi∫

Ui
ωi−1

> 0.

Finalmente, mostre que existem formas de suporte compacto ηi tais que:

ωi = ciωi−1 + dηi,

e conclua que ω é exacta.

4. Sejam M1,M2, . . . , variedades de tipo finito de dimensão d, e considere a
união disjunta dos Mi:

M =

+∞⋃

i=1

Mi.

Mostre que:
(a)A cohomologia de M é o produto directo:

Hk(M) =

+∞∏

i=1

Hk(Mi);

(b)A cohomologia de M com suporte compacto é a soma directa:

Hk
c (M) =

+∞⊕

i=1

Hk
c (Mi);

Conclua que existe um isomorfismo:

Hk(M) ' (Hd−k
c (M))∗,

mas que Hd−k
c (M) não é isomorfa Hk(M)∗.

5. Mostre que, na demonstração da dualidade de Poincaré, o diagrama de
sucessões exactas longas:

// Hk(U ∪ V ) //

��

Hk(U) ⊕Hk(V ) //

��

Hk(U ∩ V ) //

��
// Hd−k

c (U ∪ V )∗ // Hd−k
c (U)∗ ⊕Hd−k

c (V )∗ // Hd−k
c (U ∩ V )∗ //

é comutativo a menos de sinais.

6. Considere as seguintes subdivisões do quadrado [0, 1]× [0, 1]:

(a)Verifique que apenas uma destas subdivisões induz uma triangulação do
toro T2;

(b)Calcule r0, r1 e r2 para essa triangulação.
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7. Sejam M e N variedades conexas de dimensão d. Seja M#N a soma conexa
de M e N , i.e., a variedade obtida por colagem de M com N ao longo do bordo
de abertos difeomorfos à bola {x ∈ Rd : ||x|| < 1}:

� �

��� �

Calcule a caracteŕıstica de Euler de M#N em termos das caracteŕısticas de
Euler de M e de N .

8. Seja Φ : M → N uma aplicação diferenciável entre duas variedades com-
pactas, conexas, orientáveis, com dimM = dimN = d. Mostre que deg Φ = 0,
se Φ não é sobrejectiva.

9. Identifique o plano M = R2 com o corpo dos complexos C. Mostre que a
função polinomial z 7→ zk define em R2 um campo vectorial com um zero na
origem de ı́ndice k.
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PARTE IV. Fibrados

A noção de fibrado tangente foi introduzida na primeira série de lições.
Vimos, também, outros exemplos de fibrados, tais como o fibrado cotan-
gente, os fibrado exterior, etc. Até agora, utilizámos este conceito de forma
informal e limitada. Acontece que muitos dos invariantes que podemos asso-
ciar a uma variedade estão intimamente relacionados com o fibrado tangente
e, mais geralmente, com fibrados sobre a variedade. É, pois, tempo de for-
malizar o conceito abstracto de fibrado e estudar de forma sistemática as
suas propriedades.

Os conceitos e ideias principais a reter nesta quarta série de lições são:

• Na Lição 19: A noção de fibrado vectorial, que abstrai algumas das
caracteŕısticas do fibrado tangente, e desempenha um papel fulcral
em geometria diferencial. As construções básicas com fibrados vec-
toriais, tais como soma de fibrados, produtos tensoriais, produtos
exteriores, etc.

• Na Lição 20: O pull-back de fibrados vectoriais e classificação de
fibrados vectoriais, que mostra que todo o fibrado vectorial é o pull-
back de um fibrado vectorial universal.

• Na Lição 21: O classe de Thom e a classe de Euler, dois invariantes
topológicos dos fibrados vectoriais. Para o caso do fibrado tangente,
a relação entre a classe de Euler e a caracteŕıstica de Euler. O
Teorema de Poincaré-Hopf, que exprime a caracteŕıstica de Euler
em termos de zeros de campos vectoriais.

• Na Lição 22: As conexões em fibrados vectoriais, que permitem
diferenciar secções do fibrado ao longo de campos vectoriais da base.
A curvatura de uma conexão, e a holonomia de uma conexão plana.

• Na Lição 23: A teoria de Chern-Weil de classes caracteŕısticas de
fibrados vectoriais reais (classes de Pontrjagin) e complexos (classes
de Chern).

• Na Lição 24: A noção abstracta de fibrado, e as construções básicas
com fibrados. Os fibrado principais e os seus fibrados associados.

• Na Lição 25: A classificação de fibrados principais, conexões em
fibrados principais e classes caracteŕısticas de fibrados principais.
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Lição 19. Fibrados Vectoriais

Um fibrado vectorial é uma colecção {Ep}p∈M de espaços vectoriais parametriza-
dos por um espaço M . A união destes espaço vectoriais é um espaço E, e a
aplicação π : E →M , π(Ep) = p deve satisfazer uma condição local de triv-
ialidade. O leitor deverá reconhecer todas estas caracteŕısticas no fibrado
tangente a uma variedade. Vamos, agora, formalizar este conceito.

�

�

���

�

�

Seja π : E →M uma aplicação diferenciável entre duas variedades difer-
enciáveis. Uma carta trivializante (de dimensão r) para π é um par (U, φ),
onde U ⊂ M é um aberto e φ : π−1(U) → U × Rr é um difeomorfismo, tal
que o seguinte diagrama comuta:

π−1(U)
φ //

π
##F

FF
FF

FF
FF

U × Rr

π1

{{xxxxxxxxx

U

Neste diagrama, π1 : U × Rr → U designa a projecção no primeiro factor.
Seja Ep = π−1(p) a fibra sobre p ∈ U . Definimos um difeomorfismo

φp : Ep → Rr como sendo a composição:

φp : Ep
φ // {p} × Rr // Rr .

Assim, se v ∈ Ep, temos que

φ(v) = (p, φp(v)).

Observe que, como cada φp é um difeomorfismo, podemos utilizar φp para
transportar a estrutura de espaço vectorial de Rr para Ep. Dadas duas
cartas trivializantes que se intersectam, vamos querer que as estruturas de
espaço vectoriais induzidas em cada fibra coincidam. É isso que garante a
seguinte definição:
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Definição 19.1. Uma estrutura de fibrado vectorial de rank r numa
variedade M é um terno ξ = (π,E,M), onde π : E → M é uma aplicação
diferenciável, com uma colecção de cartas trivializantes C = {(Uα, φα) : α ∈ A}
de dimensão r, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) {Uα : α ∈ A} é uma cobertura aberta de M :
⋃
α∈A Uα = M ;

(ii) As cartas são compat́ıveis: Para quaisquer α, β ∈ A e para todo o
p ∈ Uα∩Uβ, as funções de transição gαβ(p) ≡ φpα◦(φpβ)−1 : Rr → Rr

são isomorfismos lineares;
(iii) A colecção C é maximal: se (U, φ) é uma carta trivializante de di-

mensão r com a propriedade de que para todo o α ∈ A, as aplicações
φp ◦ (φpα)−1 e φpα ◦ (φp)−1 são isomorfismos lineares, então (U, φ) ∈ C.

Ao terno ξ = (π,E,M) chamamos um fibrado vectorial de rank r.

Dado um fibrado vectorial ξ = (π,E,M), chamamos a E espaço total,
a M espaço base, e a π projecção do fibrado ξ. A uma colecção de
cartas que satisfaz (i) e (ii) chamamos um atlas de fibrado vectorial
ou trivialização de ξ. Um atlas de fibrado vectorial define um fibrado
vectorial, pois todo o atlas está contido num único atlas maximal. Como já
observámos, por (ii), cada fibra Ep possui uma estrutura de espaço vectorial
tal que, para toda a carta trivializante (U, φ), a aplicação φp : Ep → Rr é
um isomorfismo linear.

Na definição de fibrado vectorial, todas as aplicações são C∞. Da mesma
forma, podem-se definir fibrados vectoriais sobre variedades C k, variedades
complexas, espaços topológicos, etc. Por outro lado, podemos definir fi-
brados vectoriais complexos, substituindo Rr por Cr. Salvo menção em
contrário, consideramos sempre fibrados vectoriais reais C∞.

Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial e U ⊂ M um conjunto aberto.
Uma aplicação s : U → E diz-se uma secção sobre U se π ◦ s é a identidade
em U . As secções sobre U formam um espaço vectorial real que designaremos
por ΓU (E). Se rank ξ = r, uma colecção s1, . . . , sr de secções sobre U diz-se
um referencial em U se, para todo o p ∈ U , as secções {s1(p), . . . , sr(p)}
formam uma base para Ep. No caso das secções globais de E, U = M e
escrevemos Γ(E) em vez de ΓM (E).

Definição 19.2. Sejam ξ1 = (π1, E1,M1) e ξ2 = (π2, E2,M2) dois fibrados
vectoriais. Um morfismo de fibrados vectoriais é uma aplicação difer-
enciável Ψ : E1 → E2 que transforma fibras de ξ1 linearmente em fibras de
ξ2, i.e., Ψ cobre uma aplicação diferenciável ψ : M1 →M2:

E1
Ψ //

π1

��

E2

π2

��
M1

ψ // M2

e, para cada p ∈M1, a aplicação de fibras

Ψp ≡ Ψ|(E1)p
: (E1)p → (E2)ψ(p)

é uma transformação linear.

Desta forma, obtemos uma categoria de fibrados vectoriais. Muitas vezes,
estamos interessados em fibrados vectoriais sobre a mesma base, e em morfis-
mos sobre a identidade (i.e., a aplicação ψ : M → M é a identidade). Note
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que estes também formam uma categoria. Vamos dizer que dois fibrados
vectoriais ξ1 = (π1, E1,M1) e ξ2 = (π2, E2,M2) são:

• equivalentes se existirem morfismos Ψ : ξ1 → ξ2 e Ψ′ : ξ2 → ξ1
que são inversos um do outro (i.e., um isomorfismo na categoria dos
fibrados vectoriais). Assim, Ψ cobre um difeomorfismo ψ : M1 →M2

e cada aplicação de fibras Ψp : (E1)p → (E2)ψ(p) é um isomorfismo
linear.

• isomorfos se M1 = M2 = M e existirem morfismos Ψ : ξ1 → ξ2
e Ψ′ : ξ2 → ξ1, que cobrem a identidade e que são inversos um
do outro (i.e., um isomorfismo na subcategoria dos fibrados com a
mesma base). Neste caso, Ψ cobre a identidade ψ =idM e cada
aplicação de fibra Ψp : (E1)p → (E2)p é um isomorfismo linear.

Exemplos 19.3.

1. Para uma variedade M , temos os fibrados vectoriais TM , T ∗M e ∧k(T ∗M).
As secções deste fibrados são os campos vectoriais e as formas diferenciais, que
estudámos anteriormente. Se Ψ : M → N é uma aplicação diferenciável, então
o seu diferencial dΨ : TM → TN é um morfismo de fibrados vectoriais (note,
no entanto, que as transpostas (dxΦ)∗, em geral, não formam um morfismo de
fibrados vectoriais).

2. Para qualquer variedade M chama-se fibrado vectorial trivial de rank r
sobre M ao fibrado vectorial εrM = (π,M × Rr,M), onde π : M × Rr → M
é a projecção no primeiro factor. Note que Γ(εrM ) = C∞(M ; Rr). Em geral,
um fibrado vectorial ξ sobre M de rank r diz-se trivial se é isomorfo a εrM .
Deixamos como exerćıcio verificar que um fibrado vectorial é trivial sse possui
um referencial global. Uma variedade paralelizável é uma variedade M para
a qual TM é um fibrado vectorial trivial. Por exemplo, qualquer grupo de Lie
G é paralelizável, mas a esfera S2 não é paralelizável.

3. Uma distribuição D, r-dimensional, numa variedade M , define um fibrado
vectorial sobre M de rank r. As fibras são os subespaços Dp ⊂ TpM . O leitor
deverá verificar a condição de trivialidade local. Uma secção deste fibrado é
um campo vectorial tangente à distribuição.

4. A um fibrado vectorial com rank 1 chama-se um fibrado linha. Por exem-
plo, um campo vectorial não nulo define um fibrado linha, que é sempre trivial
(porquê?). Mais geralmente, uma distribuição de dimensão 1 define um fibrado
linha que é trivial sse for a distribuição é gerada por um campo vectorial global.

Um exemplo muito importante de fibrado linha é o seguinte fibrado vectorial
sobre o espaço projectivo Pd. O espaço total é a variedade:

E = {([x],v) ∈ Pd × Rd+1 : v = λx, para algum λ ∈ R}.
A projecção π : E → Pd é a aplicação π([x],v) = [x]. Para verificar a trivial-
idade local, seja V ⊂ Sd um aberto tal que se x ∈ V então −x 6∈ V . Designe
por U = {[x] : x ∈ V } ⊂ Pd o aberto correspondente no espaço projectivo. A
aplicação definida por:

ψ : U × R → π−1(U), ψ([x], t) = ([x], tx), ∀x ∈ V.

é um difeomorfismo e a sua inversa φ = ψ−1 define um carta trivializante
sobre U . A famı́lia de todas as cartas (U, φ) deste tipo formam um atlas de
fibrado vectorial sobre Pd. A este fibrado vectorial chama-se o fibrado linha

canónico sobre Pd e designa-se por γ1
d.
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Os fibrados vectoriais podem ser descritos pelas suas funções de transição.
Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial de rank r. Se (Uα, φα) e (Uα, φα)
são cartas trivializantes, designe por gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(n) a função de
transição

p 7→ gαβ(p) ≡ φpα ◦ (φpβ)
−1.

Assim, temos que:

φα ◦ (φβ)
−1(p,v) = (p, gαβ(p) · v).

Estas aplicações satisfazem a condição:

(19.1) gαβ(p)gβγ(p) = gαγ(p), (p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ).
Se α = β = γ, esta condição reduz-se a:

gαα(p) = I, (p ∈ Uα),

e quando γ = α obtemos:

gβα(p) = gαβ(p)
−1, (p ∈ Uα ∩ Uβ).

Note que a famı́lia {gαβ} depende da escolha de trivialização. No entanto,
temos:

Lema 19.4. Sejam ξ e η fibrados vectoriais sobre M com trivializações
{φα} e {φ′α}, subordinadas à mesma cobertura aberta de M . Sejam {gαβ}
e {g′αβ} funções de transição correspondentes. Se ξ é isomorfo a η, então

existem aplicações λα : Uα → GL(n) de classe C∞, tais que:

(19.2) g′αβ(p) = λα(p) · gαβ(p) · λ−1
β (p), (p ∈ Uα ∩ Uβ).

Demonstração. Seja Ψ : ξ → η um isomorfismo. Para cada Uα, definimos
aplicações λα : Uα → GL(r) de classe C∞, por:

λα(p) = φ′pα ◦ Ψ ◦ (φpα)−1.

Se p ∈ Uα ∩ Uβ, temos:

g′αβ(p) = φ′pα ◦ (φ′pβ)
−1

= λα(p) ◦ φpα ◦ (φpβ)
−1 ◦ (λβ(p))

−1

= λα(p) ◦ gαβ(p) ◦ λβ(p)−1.

�

Seja M uma variedade. Chamamos coclico subordinado a uma cobertura
aberta {Uα}α∈A de M , a uma famı́lia de aplicações gαβ : Uα ∩Uβ → GL(r),
de classe C∞, que satisfazem a relação (19.1). Dois cociclos {gαβ} e {g′αβ}
subordinados à mesma cobertura dizem-se equivalentes se existir uma
famı́lia de aplicações λα : Uα → GL(r) de classe C∞, que satisfazem a
relação (19.2).

Vimos acima que (i) uma trivialização de um fibrado vectorial fornece um
cociclo, e que (ii) duas trivializações de fibrados vectoriais isomorfos, subor-
dinadas à mesma cobertura, determinam cociclos equivalentes. O rećıproco
também é verdadeiro:
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Proposição 19.5. Seja M uma variedade. Dado um cociclo {gαβ}, subordi-
nado a uma cobertura {Uα} de M , existe um fibrado vectorial ξ = (π,E,M),
que admite trivializações {φα}, para as quais as funções de transição são
{gαβ}. Dois cociclos {gαβ} e {g′αβ} equivalentes determinam fibrados vecto-
riais isomorfos.

Demonstração. Dado um cociclo {gαβ}, subordinado a uma cobertura {Uα}
de M , constrúımos uma variedade E como o quociente:

E =
⋃

α∈A
(Uα × Rr)

/
∼

onde ∼ é a relação de equivalência definida por:

(p,v) ∼ (q,w) sse





p = q e

∃α, β ∈ A : gαβ(p) · v = w.

A projecção π : E →M é a aplicação óbvia:

π([p,v]) = p.

É fácil de ver que as funções φα : π−1(Uα) → Uα × Rr dadas por:

φα([p,v]) = (p,v),

são cartas trivializantes, e as respectivas funções de transição são precisa-
mente os {gαβ}. Designemos este fibrado vectorial por ξ = (π,E,M)

Seja {g′αβ} é um cociclo equivalente a {gαβ} através de uma famı́lia {λα}.
Se construirmos o respectivo fibrado ξ ′ = (π′, E′,M), obtemos um isomor-
fismo de fibrados Ψ : ξ → ξ′, definindo Ψ em cada aberto π−1(Uα) por:

Ψ([p,v]) = [p, λα(p) · v].

Os detalhes são deixados como exerćıcio. �

Existe um prinćıpio geral que afirma: toda a construção functorial com
espaços vectoriais pode ser transposta para fibrados vectoriais. Embora este
prinćıpio pode ser tornado preciso, em vez de prosseguir esta via abstracta,
vamos descrever explicitamente as construções mais importantes que en-
volvem fibrados vectoriais, e que correspondem a construções bem conheci-
das com espaço vectoriais.

Antes de mais, todo o fibrado vectorial ξ = (π,E,M) pode ser restrito a
uma subvariedade N ⊂M . A restrição ξN é o fibrado vectorial com espaço
total dado por:

EN = {Ep : p ∈ N},
e cuja projecção πN : EN → N é a restrição de π a EN . A restrição é
um exemplo de um subfibrado vectorial: um fibrado vectorial η = (τ, F,N)
diz-se um subfibrado vectorial de um fibrado vectorial ξ = (π,E,M), se
F é uma subvariedade de E, e a inclusão F ↪→ E é um morfismo de fibrados
vectoriais.

Se Ψ : η → ξ é um morfismo de fibrados vectoriais que cobre a identidade,
em geral, o seu núcleo e a sua imagem não são subfibrados vectoriais. Para
evitar este problema, consideramos morfismos de fibrados vectoriais Ψ :
(π,E,M) → (τ, F,M), que cobrem a identidade, e que têm rank constante
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k, i.e., todas as aplicações entre as fibras Ψp : Ep → Fp possuem rank k.
Para um morfismo de rank constante podemos, então, definir os seguintes
fibrados vectoriais sobre M :

• O núcleo de Ψ: é o subfibrado vectorial KerΦ ⊂ E cujo espaço
total é {v ∈ E : Φ(v) = 0};

• A imagem de Ψ: é o subfibrado vectorial ImΦ ⊂ F cujo espaço
total é {Φ(v) ∈ F : v ∈ E};

• O co-núcleo de Ψ: é o fibrado vectorial coKerΦ cujo espaço total
é o quociente F/ ∼, onde ∼ é a relação de equivalência dada por
w1 ∼ w2 sse w1 −w2 = Φ(v), para algum v ∈ E.

Note que se Ψ é um monomorfismo (i.e., cada Ψp é injectivo) ou se Ψ é um
epimorfismo (i.e., cada Ψp é sobrejectivo) então tem rank constante. Logo o
núcleo, a imagem e co-núcleo de monomorfismos e epimorfismos são fibrados
vectoriais. Os detalhes destas construções são deixados como exerćıcio.

Os conceitos associados a sucessões exactas extendem-se, facilmente, a
fibrados vectoriais e morfismos de rank constante. Por exemplo, numa
sucessão exacta curta de fibrados vectoriais:

0 // ξ
Φ // η Ψ // θ // 0

Φ é um monomorfismo e Ψ é um epimorfismo. Temos, ainda, isomorfismos
ξ ' KerΨ e θ ' coKer Ψ. Neste caso, seguimos a terminologia usual,
dizendo que θ é o fibrado vectorial quociente do monomorfismo Φ.

Um exemplo importante de fibrado quociente é obtido considerando um
subfibrado vectorial ξ = (τ, F,M) ⊂ η = (π,E,M). Neste caso, a inclusão
é um monomorfismo de fibrados vectoriais, logo podemos formar o seu quo-
ciente, que designamos por η/ξ. Note que as fibras de η/ξ são os espaços
vectoriais quocientes Ep/Fp.

Exemplo 19.6.
Seja M uma variedade e N ⊂ M uma subvariedade. O fibrado tangente TN

é um subfibrado vectorial de TNM . O fibrado quociente ν(N) ≡ TNM/TN
costuma-se chamar fibrado normal de N em M .

Mais geralmente seja D uma distribuição involutiva de classe C∞ numa
variedade M . Então D determina uma folheação F de M e um subfibrado
vectorial TF ⊂ TM . O fibrado quociente ν(F) ≡ TM/TF costuma-se chamar
fibrado normal de F em M . Se L é uma folha de F a restrição de ν(F) a
L é o fibrado normal ν(L).

Sejam ξ = (π,E,M) e η = (τ, F,M) fibrados vectoriais sobre a mesma
variedade M . A soma de Whitney ou soma directa de ξ e η é o fibrado
vectorial ξ ⊕ η cujo espaço total é dado por

E ⊕ F = {(v,w) ∈ E × F : π(v) = τ(w)},
e cuja projecção é dada por:

E ⊕ F →M, (v,w) 7→ π(v) = τ(w).

Note que as fibras de ξ ⊕ η são as somas directas Ep ⊕ Fp. A condição de
trivialidade local é facilmente verificada: se {φα} e {ψα} são trivializações de
ξ e η, subordinadas à mesma cobertura, a que correspondem cociclos {gαβ} e
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{hαβ}, então obtemos uma trivialização de ξ⊕η dada por {(φα×ψα)|E⊕F },
e a que corresponde um cociclo com funções de transição

gαβ ⊕ hαβ =

[
gαβ 0
0 hαβ

]
.

De forma análoga, podemos definir:

• O produto tensorial ξ ⊗ η: as fibras são os produtos tensoriais
Ep ⊗ Fp, e as funções de transição são gαβ ⊗ hαβ .

• O fibrado vectorial dual ξ∗: as fibras são os espaços vectoriais du-
ais E∗

p e as funções de transição são as inversas transpostas (g tαβ)
−1.

• Os produtos exteriores ∧kξ: as fibras são os produtos exteriores
∧kEp e as funções de transição são os produtos gαβ ∧ · · · ∧ gαβ .

• O fibrados Hom(ξ, η): as fibras são os espaços de homomorfis-
mos Hom(Ex, Fx). Deixamos como exerćıcio calcular as funções de
transição e verificar que existe um isomorfismo natural Hom(ξ, η) '
ξ∗ ⊗ η.

Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial de rank r. Vamos dizer que ξ
é um fibrado vectorial orientável se o produto exterior ∧kξ possui uma
secção que não se anula. Note que esta secção corresponde a escolher uma
orientação em cada espaço vectorial Ep. Se {gαβ} é um cociclo definido
por uma trivialização {φα} de ξ, deixamos como exerćıcio verificar que ξ
é orientável sse existir um cociclo equivalente {g ′αβ} em que as funções de

transição tomam valores em GL+(r), o grupo das matrizes invert́ıveis r× r
com determinante positivo:

g′αβ : Uα ∩ Uβ → GL+(r) ⊂ GL(r).

No caso em que ξ = TM , esta noção corresponde à noção de orientação
de M que estudámos anteriormente. As posśıveis orientações de ξ, E e M
estão relacionadas da seguinte forma.

Lema 19.7. Se ξ = (π,E,M) é um fibrado vectorial orientável e M é uma
variedade orientável, então E é uma variedade orientável.

A demonstração é deixada como exerćıcio.

Uma estrutura Riemanniana num fibrado vectorial ξ = (π,E,M) é
uma escolha de um produto interno 〈 , 〉 : Ep × Ep → R em cada fibra, e
que varia suavemente, i.e., para quaisquer secções s1, s2 ∈ Γ(E) a função
p 7→ 〈s1(p), s2(p)〉 é de classe C∞. Se {gαβ} é um cociclo definido por uma
trivialização {φα} de ξ, deixamos como exerćıcio verificar que ξ possui uma
estrutura Riemanniana sse existir um cociclo equivalente {g ′αβ} em que as

funções de transição tomam valores no grupo ortogonal O(r):

g′αβ : Uα ∩ Uβ → O(r) ⊂ GL(r).

Como GL(r) admite a decomposição polar

GL(r) = O(r) × {matrizes simétricas definidas positivas},
151



vemos que é sempre posśıvel encontrar um cociclo equivalente com valores
em O(r). Assim, qualquer fibrado vectorial admite uma estrutura Riemanni-
ana. Também podemos utilizar partições da unidade para obter uma demon-
stração alternativa deste facto.

Se ξ = (π,E,M) é um fibrado vectorial e 〈 , 〉 é uma estrutura Rieman-
niana em ξ, então para qualquer subfibrado vectorial η = (τ, F,N) podemos
definir o fibrado vectorial ortogonal η⊥ sobre N como sendo o subfibrado
vectorial de ξ com espaço total F⊥, onde

F⊥
p ≡ {v ∈ Ep : 〈v,w〉 = 0,∀w ∈ Fp}.

No caso em M = N , temos que:

ξ = η ⊕ η⊥.

Neste caso, η⊥ ' ξ/η, pois a projecção natural ξ → ξ/η restrita a η⊥ fornece
um isomorfismo.

Exerćıcios.

1. Mostre que um fibrado vectorial é trivial sse possui um referencial global.

2. Seja Gr(Rd) a variedade Grassmanniana dos r-planos de Rd. Considere a
variedade E ⊂ Gr(Rd) × Rd definida por:

E = {(S, x) : S é um subespaço de Rd e x ∈ S},

e aplicação diferenciável π : E → Gr(Rd) dada por:

π(S, x) = S.

Mostre que γrd = (π,E,Gr(Rd)) é um fibrado vectorial de rank k. A este
fibrado chama-se fibrado canónico sobre Gr(Rd).

3. Complete os detalhes da demonstração da Proposição 19.5.

4. Seja Ψ : η → ξ um morfismo de fibrados vectoriais que cobre a identidade.
Mostre que o núcleo e a imagem de Ψ são subfibrados vectoriais se o rank das
aplicações lineares Ψp é constante. Dê contra-exemplos quando o rank não é
constante.

5. Considere uma sucessão exacta curta de fibrados vectoriais

0 // ξ // η Ψ // θ // 0

Mostre que esta sucessão exacta curta cinde-se, i.e., existe um monomorfismo
de fibrados vectoriais Φ : θ → η tal que Ψ ◦ Φ =idθ.

6. Dados dois fibrados vectoriais ξ = (π,E,M) e η = (τ, F,M), mostre que
existe um fibrado vectorial Hom(ξ, η) cujas fibras são os espaços de homomor-
fismos Hom(Ex, Fx). Calcule as funções de transição Hom(ξ, η) em termos das
funções de transição de ξ e η e verifique que existe um isomorfismo natural
Hom(ξ, η) ' ξ∗ ⊗ η.

7. Se ξ = (π,E,M) é um fibrado vectorial orientável e M é uma variedade
orientável, mostre que E é uma variedade orientável.
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8. Seja ξ = (π,E,M) uma fibrado vectorial. Mostre que existe um isomorfismo
de fibrados vectoriais

TME ' ξ ⊕ TM,

que é natural: se Ψ : (π,E,M) → (τ, F,N) é um morfismo de fibrados que
cobre a aplicação ψ : M → N , então o seguinte diagrama comuta:

TME
dΨ //

'

��

TNF

'

��
ξ ⊕ TM

Ψ⊕dψ
// η ⊕ TN

9. Seja ξ um fibrado vectorial e {gαβ} um cociclo definido por uma trivialização
{φα} de ξ. Mostre que as seguintes afirmações são equivalentes:

(a)ξ é orientável;
(b)Existe um cociclo equivalente a {gαβ} em que as funções de transição

tomam valores em GL+(r);
(c)Existe um cociclo equivalente a {gαβ} em que as funções de transição

tomam valores em SO(r).

Lição 20. Pull-backs e a Classificação de Fibrados Vectoriais

Vamos, agora, estudar propriedades globais de fibrados vectoriais. Uma
construção que desempenha um papel crucial neste estudo é o pull-back de
fibrados vectoriais por aplicações diferenciáveis, que passamos a descrever.

Seja ψ : M → N uma aplicação diferenciável e ξ = (π,E,N) um fibrado
vectorial sobre N de rank r. O pull-back de ξ por ψ é um fibrado vectorial
ψ∗ξ = (π̂, ψ∗E,M) de rank r, onde o espaço total é dado por

ψ∗E = {(p,v) ∈M ×E : ψ(p) = π(v)},

e a projecção é definida por:

π̂ : ψ∗E → N, (p,v) 7→ p.

Observe que a fibra de ψ∗ξ sobre p é isomorfa à fibra de ξ sobre ψ(p). Por
outras palavras, o pull-back de ξ por ψ é um fibrado vectorial em que a fibra
sobre cada ponto da pré-imagem ψ−1(q) é uma cópia da fibra de ξ sobre q.

Para verificar a trivialidade local de ψ∗ξ, seja {φα} uma trivialização para
ξ, subordinada a uma cobertura {Uα} de N . Obtemos uma trivialização

{φ̃α} para ψ∗ξ, subordinada à cobertura {ψ−1(Uα)} de N , definindo

φ̃α : π̂−1(ψ−1(Uα)) → ψ−1(Uα) × Rr

(p,v) 7−→ (p, φψ(p)(v)).

Se {gαβ} é o cociclo de ξ definido pela trivialização {φα}, então o cociclo de

ψ∗ξ definido pela trivialização {φ̃α} é {ψ∗gαβ} = {gαβ ◦ ψ}.
Note que a aplicação Ψ : ψ∗ξ → ξ dada por (p,v) 7→ v é um morfismo

de fibrados vectoriais que cobre ψ. Assim, vemos que o pull-back permite
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completar o seguinte diagrama num morfismo de fibrados vectoriais:

ψ∗E

π̂
���
�

�

Ψ //______ E

π

��
M

ψ // N

Por outro lado, temos a seguinte propriedade universal que caracteriza o
pull-back. A demonstração é deixada como exerćıcio.

Proposição 20.1. Seja ψ : M → N uma aplicação diferenciável, η =
(τ, F,M) e ξ = (π,E,N) fibrados vectoriais e Φ : η → ξ é um morfismo de
fibrados vectoriais que cobre ψ. Então existe um único morfismo de fibrados
Φ̃ : η → ψ∗ξ, que cobre a identidade, e que torna o diagrama comutativo:

F
Φ

''

Φ̃

!!C
C

C
C

τ

��

ψ∗E
Ψ //

π̂
��

E

π

��
M

ψ
// N

Temos ainda que Φ̃ é um isomorfismo sse Φp : Fp → Eψ(p) é um isomor-
fismo, para todo o p ∈M .

Sejam ξ = (π,E,N) e η = (τ, F,N) fibrados vectoriais sobre N , e seja
Φ : ξ → η um morfismo de fibrados vectoriais, que cobre a identidade. Se
ψ : M → N é uma aplicação diferenciável, então temos um morfismo de
fibrados vectoriais ψ∗(Φ) : ψ∗ξ → ψ∗η, definido por:

ψ∗(Φ)(p,v) = (p,Φ(v)).

É claro que este morfismo torna o seguinte diagrama comutativo:

ψ∗E
ψ∗(Φ)

//

��

!!D
DD

DD
DD

D
ψ∗F

��

!!D
DD

DD
DD

D

E

��

Φ // F

��

M //

ψ ""E
EE

EE
EE

E M

ψ ""E
EE

EE
EE

E

N // N

Proposição 20.2. Seja ψ : M → N uma aplicação diferenciável. Então:

(i) O pull-back do fibrado trivial é o fibrado trivial: ψ∗(εrN ) = εrM .
(ii) Se φ : Q → M é uma aplicação diferenciável, então (ψ ◦ φ)∗ξ =

φ∗(ψ∗ξ), para qualquer fibrado vectorial ξ sobre N .
(iii) O pull-back do morfismo identidade é a identidade: ψ∗(idξ) = idψ∗ξ.
(iv) Se Φ : ξ → η e Ψ : η → θ são morfismos de fibrados vectoriais sobre a

identidade, então φ∗(Ψ ◦ Φ) = φ∗(Ψ) ◦ φ∗(Φ).
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Assim, fixadas variedades diferenciáveis M e N , e uma aplicação difer-
enciável ψ : M → N , temos:

• O pull-back define um functor covariante da categoria dos fibrados
vectoriais sobre N na categoria dos fibrados vectoriais sobre M .

Por outro lado, seja Vectr(M) o conjunto das classes de isomorfismo de

fibrados vectoriais de rank r sobre uma variedade M . É um conjunto com
um ponto distinguido: a classe dos fibrados triviais. Dada uma aplicação
diferenciável ψ : M → N , a aplicação ψ∗ : Vectr(N) → Vectr(M) preserva
o ponto distinguido. Assim, também temos:

• O pull-back define um functor contravariante da categoria das var-
iedades diferenciáveis na categoria dos conjuntos com um ponto dis-
tinguido.

Uma propriedade fundamental do pull-back de fibrados vectoriais é a seguinte:

Teorema 20.3 (Invariância por homotopia). Se ψ e φ : M → N são apli-
cações homotópicas e ξ é um fibrado vectorial sobre N , então os pull-backs
ψ∗ξ e φ∗ξ são fibrados vectoriais isomorfos.

Demonstração. A demonstração que apresentamos é válida na categoria C 0.
Seja H : M × [0, 1] → N um homotopia entre φ e ψ. Temos que:

φ∗ξ = H∗
0ξ = H∗ξ|M×{0},

ψ∗ξ = H∗
1ξ = H∗ξ|M×{1}.

Assim, basta verificar que, para todo o fibrado vectorial η sobre M × [0, 1],
as restrições η|M×{0} e η|M×{1} são isomorfas.

Vejamos que, para todo o fibrado vectorial η = (π,E,M × [0, 1]), existe
um morfismo de fibrados vectoriais ∆ : η → η, que cobre a aplicação

δ : M × [0, 1] →M × [0, 1], (p, t) 7→ (t, 1),

e tal que as aplicações das fibras são isomorfismos. Daqui resulta, imedi-
atamente, que η|M×{0} e η|M×{1} são isomorfos. Para construir ∆, vamos
precisar do seguinte lema cuja demonstração é deixada como exerćıcio:

Lema 20.4. Seja η um fibrado vectorial sobre M × [0, 1]. Existe uma cober-
tura aberta {Uα}α∈A de M tal que as restrições η|Uα×[0,1] são triviais.

Assim, seja {Uk}k∈N uma cobertura aberta de M , contável, e tal que as
restrições η|Uk×[0,1] são triviais. Designamos as aplicações trivializantes por
φk:

E|Uk×[0,1]
φk //

π
&&MMMMMMMMMMM

(Uk × [0, 1]) × Rr

π1vvmmmmmmmmmmmmm

Uk × [0, 1]

Seja, ainda, {ρk}k∈N um envelope da identidade subordinado à cobertura
{Uk}k∈Nn, i.e., uma colecção de aplicações cont́ınuas ρk : M → R tais que
0 ≤ ρk ≤ 1, supρk ⊂ Uk e, para todo o p ∈M ,

max{ρk(p) : k ∈ N} = 1.
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Para obter um envelope da unidade, tomamos uma partição da unidade
{θk}, e definimos:

ρk(p) ≡
θk(p)

max{θk(p) : k ∈ N} .

Para cada k ∈ N, definimos morfismos ∆k : η → η por:

(a) ∆k cobre a aplicação δk : M × [0, 1] →M × [0, 1] dada por:

δk(p, t) = (p,max(ρk(p), t)).

(b) Em π−1(Uk × [0, 1]), ∆k é definida por:

∆k(φ
−1
k (p, t,v)) ≡ φ−1

k (p,max(ρk(p), t)),

e ∆k é a identidade no complementar de π−1(Uk × [0, 1]).

Finalmente, definimos ∆ por:

∆ = · · · ◦ ∆k ◦ · · · ◦ ∆1.

Como cada p ∈M possui uma vizinhança que intersecta, apenas, um número
finito de abertos Uk, obtemos um morfismo de fibrados ∆ : η → η que,
localmente, é a composição de isomorfismos de fibrados (de classe C 0). Logo
∆ é um isomorfismo (de classe C0) que cobre δ : M × [0, 1] →M × [0, 1](10).

�

Corolário 20.5. Um fibrado vectorial sobre uma variedade contráctil é triv-
ial.

Demonstração. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial e tomemos aplicações
ψ : M → {∗} e φ : {∗} → M tais que φ ◦ ψ é homotópica à aplicação idM .
Pelo teorema, temos que:

ξ ' (ψ ◦ φ)∗ξ ' φ∗(ψ∗ξ).

Como ψ∗ξ tem base um conjunto singular, é um fibrado vectorial trivial.
Logo, φ∗(ψ∗ξ) é um fibrado vectorial trivial. �

Assim, o conjunto Vectr(M), formado pelas classes de isomorfismo de
fibrados vectoriais sobre M , é um conjunto singular, se M é uma variedade
contráctil. É claro que, em geral, existem fibrados não triviais. Por exemplo,
deixamos como exerćıcio verificar que Vect1(S1) é um conjunto com dois
pontos. O problema de determinar o conjunto Vectk(M) pode ser reduzido
a um problema de teoria de homotopia, o que passamos a explicar.

Recordemos que γrn designa o fibrado canónico sobre a variedade Grass-
manniana Gr(Rn) (Exerćıcio 2, da Lição anterior). O espaço total de γrn é:

E = {(S, x) : S é um subespaço de Rn e x ∈ S},
e a projecção na base é dada por π(S, x) = S. O fibrado canónico é um sub-
fibrado vectorial do fibrado trivial εnGr(Rn) = (π1, Gr(Rn) × Rn, Gr(Rn)). O

10Pode-se mostrar que um morfismo de classe C0 , que cobre uma aplicação C∞, pode
ser aproximado por um isomorfismo de classe C∞, que cobre a mesma aplicação. Por
outro, um morfismo suficientemente próximo de um isomorfismo é um isomorfismo, donde
o resultado também é verdadeiro no caso C∞
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fibrado quociente universal é o fibrado quociente definido pela sucessão
exacta curta de fibrados vectoriais:

0 // γn−rn
// εnGn−r(Rn)

// ηrn // 0

A razão para o adjectivo universal é justificado pela seguinte proposição:

Proposição 20.6. Seja M uma variedade diferenciável e ξ um fibrado vec-
torial de rank r sobre M . Se ξ admite n secções globais s1, . . . , sn que
geram Ep, para todo o p ∈ M , então existe uma aplicação diferenciável
ψ : M → Gn−r(Rn) tal que ξ ' ψ∗(ηrn).

Demonstração. Seja V o espaço vectorial de dimensão n com base {s1, . . . , sn}.
Como, para cada p ∈M , as secções geram a fibra Ep, temos uma aplicação
linear sobrejectiva

V
avp // Ep // 0 .

O núcleo Ker avp desta aplicação é um subespaço de V de codimensão r.
Por outro lado, a fibra do fibrado quociente universal ηrn da Grassmanniana
Gn−r(V ) é V/Ker avp ' Ep. Assim, se definirmos a aplicação diferenciável

ψ : M → Gn−r(V ), p 7→ Ker avp,

então ξ ' ψ∗(ηrn). É claro que podemos identificar V com Rn e Gn−r(V )
com Gn−r(Rn). �

A uma aplicação ψ : M → Gn−r(Rn), como na proposição, chama-se uma
aplicação classificante para o fibrado vectorial ξ. Um fibrado vectorial
sobre uma variedade de tipo finito, possui sempre um conjunto finito de
secções geradoras.

Lema 20.7. Seja M uma variedade que admite uma boa cobertura com k
abertos, e ξ um fibrado vectorial de rank r sobre M . Então ξ admite n = rk
secções globais s1, . . . , sn que geram Ep, para todo o p ∈M .

A demonstração deste lema é deixada como exerćıcio. Assim, para var-
iedades de tipo finito existem sempre aplicações de classificação.

Designando por [M,N ] o conjunto das classes de homotopia das aplicações
φ : M → N , temos:

Teorema 20.8 (Classificação dos Fibrados Vectoriais). Seja M uma var-
iedade que admite uma boa cobertura com k abertos. Para todo o n ≥ rk,
existe um correspondência biuńıvoca

Vectr(M) ' [M,Gn−r(R
n)].

Demonstração. Se φ, φ′ : M → Gn−r(Rn) são duas aplicações classificantes
de um fibrado ξ sobre M , que correspondem a duas escolhas de secções
globais s1, . . . , sn e s′1, . . . , s

′
n, então

φ′(p) = A · φ(p), ∀p ∈M,

onde A ∈ GL(n) é independente de p. Seja γ(t) : [0, 1] → GL(n) um
caminho com γ(0) = I e γ(1) = A. Então

φt(p) = γ(t) · φ(p), (p ∈M),

define uma homotopia entre φ e φ′. Note, ainda, que, se ξ e η são fibrados
vectoriais isomorfos, então temos uma correspondência biuńıvoca entre as

157



secções de ξ e as secções de η. Logo, a classe de homotopia de uma aplicação
classificante de ξ é determinada pela classe de isomorfismo de ξ. Assim,
temos uma aplicação:

f : Vectr(M) → [M : Gn−r(R
n)].

Por outro lado, pela invariância por homotopia dos pull-backs, temos que
o pull-back do fibrado quociente universal, induz uma aplicação

g : [M : Gn−r(R
n)] → Vectr(M), ψ 7→ ψ∗ηrn.

Estas aplicações são inversas uma da outra. �

Este resultado reduz a classificação dos fibrados vectoriais a uma questão
de homotopia. No exemplo seguinte, ilustramos com o caso das esferas. Este
exemplo, pressupõe alguma Teoria de Homotopia.

Exemplo 20.9.
Para uma espaço topológico X, conexo por arcos, a homotopia livre e a ho-

motopia com um ponto base x0, estão relacionadas por:

πk(X, x)/π1(X, x) ' [Sk, X ],

onde o quociente corresponde à acção natural de π1(X, x) em πk(X, x). Assim,
vemos que

Vectr(S
k) = [Sk, Gn−r(R

n)] ' πk(Gn−r(R
n))/π1(Gn−r(R

n)),

para n suficientemente grande. Por outro lado, utilizando o facto de que a
Grassmanniana é o espaço homogéneo:

Gn−r(R
n) = O(n)/(O(n − r) ×O(r)),

e que πk(O(n)/O(n−r)) = 0, se n é suficientemente grande, a sucessão exacta
longa de homotopia mostra que πk(Gn−r(Rn)) = πk−1(O(r)), se n é suficien-
temente grande. Conclúımos que:

Vectr(S
k) = πk−1(O(r))/π0(O(r)) = πk−1(O(r))/Z2.

Por exemplo, temos:

Vect2(S
k) = πk−1(O(2))/Z2 = πk−1(S

1)/Z2,

se k ≥ 2. Logo:

Vect2(S
k) = 0, se k ≥ 3.

Se g ∈ O(r), a acção de g em O(r) por conjugação induz uma acção ao
ńıvel de homotopia:

ig : O(n) → O(n), ig(h) = ghg−1 =⇒ (ig)∗ : πk(O(r)) → πk(O(r)).

Se g1 e g2 pertencem à mesma componente conexa, então (ig1)∗ = (ig2)∗.
Assim, obtemos uma acção de π0(O(r)) = Z2 em πk−1(O(r)), que corresponde
precisamente à acção descrita acima. Se r é ı́mpar, então −I representa a
classe não-trivial em π0(Or). Como a acção por conjugação por −I é trivial,
esta acção é trivial, e conclúımos que:

Vectr(S
k) = πk−1(O(r)), se r é ı́mpar.

Por exemplo, temos:

Vect3(S
4) = π3(SO(3)) = π3(S

3) = Z.
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Se a variedade não é de tipo finito, ainda existe uma classificação de
fibrados vectoriais sobre M . Nesse caso, considera-se o espaço:

R∞ =

∞⊕

d=0

Rd,

que é o limite directo da sucessão de espaços vectoriais:

· · · ⊂ Rd ⊂ Rd+1 ⊂ Rd+2 ⊂ · · ·

Em R∞, consideramos os subespaços de codimensão r, que formam a Grass-
manniana G̃r(R∞) = G∞−r(R∞), e que pode, também, ser vista como o
limite directo da sucessão de Grassmannianas:

· · · ⊂ Gd−r(R
d) ⊂ Gd+1−r(R

d+1) ⊂ Gd+2−r(R
d+2) ⊂ · · ·

A sucessão de fibrados quocientes universais sobre estas Grassmannianas:

· · · ⊂ ηrd ⊂ ηrd+1 ⊂ ηrd+2 ⊂ · · ·

possui um limite directo ηr∞, que é o fibrado quociente universal de rank r

sobre a Grassmanniana infinita G̃r(R∞).
Mostra-se que um fibrado de rank r sobre uma variedade M é isomorfo a

um pull-back ψ∗ηr∞, para alguma aplicação ψ : M → G̃r(R∞). Assim, para
qualquer variedade M , temos uma bijecção:

Vectr(M) ' [M, G̃r(R
∞)].

Exerćıcios.

1. Demonstre a Proposição 20.1. Mostre, ainda, que a propriedade universal
dada por esta proposição caracteriza o pull-back de espaços vectoriais a menos
de isomorfismo.

2. Verifique as propriedades básicas do pull-back dadas pela Proposição 20.2.

3. Seja ξ um fibrado vectorial sobreM×[0, 1]. Mostre que existe uma cobertura
aberta {Uα}α∈A de M tal que as restrições ξ|Uα×[0,1] são triviais.
Sugestão: Mostre que, se ξ é um fibrado vectorial sobre M × [a, c] que é
trivial quando restrito a M × [a, b] e a M × [b, c], para algum a < b < c, então
ξ é um fibrado vectorial trivial.

4. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial eN ⊂M uma subvariedade fechada.
Mostre que toda a secção s : N → E sobre N , admite uma extensão a uma
secção s̃ : U → E definida num aberto U ⊃ N .

5. Calcule Vect1(S1) (sem recorrer à classificação dos fibrados vectoriais).

6. Seja M uma variedade que admite uma boa cobertura com k abertos, e ξ
um fibrado vectorial de rank r sobre M . Mostre que ξ admite n = rk secções
globais s1, . . . , sn, que geram Ep, para todo o p ∈M .

7. Calcule Vectr(S1), Vectr(S2) e Vectr(S3).
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Lição 21. A Classe de Thom e a Classe de Euler

Aquando do nosso estudo da invariância por homotopia da cohomologia
de Rham, vimos que:

H•(M × Rr) ' H•(M),

H•
c (M × Rr) ' H•−r

c (M).

Este resultados podem ser interpretados como resultados que relacionam a
cohomologia do espaço total do fibrado trivial com a cohomologia da base.

Mais geralmente, temos:

Proposição 21.1. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial. Então:

H•(E) ' H•(M).

Demonstração. Seja s : M → E a secção zero. A sua imagem é uma de-
formação por retracção de E. Pela invariância por homotopia, obtemos que
s∗ : H•(E) → H•(M) é um isomorfismo. �

A proposição correspondente para cohomologia com suporte compacto
não é verdadeira, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 21.2.
Seja M = S1 e consideremos o fibrado linha não-trivial π : E → S1. Uma

realização concreta para este fibrado, é dada pela banda de Möbius. Como E
é uma variedade de dimensão 2, não-orientada, temos que H2

c (E) = 0. Por
outro lado, H2−1

c (S1) = H1(S1) ' R.

No entanto, quando E e M são orientáveis, obtemos:

Proposição 21.3. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial de rank r, com
E e M orientáveis de tipo finito. Então:

H•
c (E) ' H•−r

c (M).

Demonstração. Como E e M são orientáveis, de tipo finito, podemos utilizar
dualidade de Poincaré, obtendo:

H•
c (E) ' Hd+r−•(E) (por dualidade de Poincaré para E),

' Hd+r−•(M) (pela Proposição 21.1),

' H•−r
c (M) (por dualidade de Poincaré para M).

�

Se M é uma variedade compacta, então o espaço total de qualquer fibrado
vectorial sobre M é de tipo finito. Logo:

Corolário 21.4 (Dualidade de Thom). Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vec-
torial orientável, de rank r, e M uma variedade compacta orientável. Então:

H•
c (E) ' H•−r(M).

A aplicação que fornece o isomorfismo da dualidade de Thom é a inte-
gração ao longo das fibras π∗ : Ω•

c(E) → Ω•−r(M). Para descrever π∗,
podemos cobrir M com sistemas de coordenadas trivializantes orientadas
(Uα, φα), e em que cada Uα é um domı́nio de coordenadas (x1, . . . , xd) de
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M . Obtemos sistemas de coordenadas (x1, . . . , xd, t1, . . . , tr) para π−1(Uα),
onde (t1, . . . , tr) são coordenadas lineares nas fibras. Se ω é uma forma
diferencial em E, então ωα = ω|π−1(Uα) é uma combinação linear de formas
diferenciais de dois tipos:

f(x, t)(π∗θ) ∧ dti1 ∧ · · · ∧ dtik , com k < r;
f(x, t)(π∗θ) ∧ dt1 ∧ · · · ∧ dtr;

onde θ é um forma diferencial em M e f(x, t) possui suporte compacto.
A aplicação π∗ : Ω•

c(E) → Ω•−r(M) é zero nas formas do primeiro tipo,
enquanto que nas formas do segundo tipo é dada por:

f(x, t)(π∗θ) ∧ dt1 ∧ · · · ∧ dtr 7−→ θ

∫

Rr

f(x, t1, . . . , tr)dt1 · · · dtr.

Como dois sistemas de coordenadas nas fibras (t1, . . . , tr) e (t̄1, . . . , t̄r) estão
relacionadas por um elemento de GL(r)+, obtemos π∗ωα = π∗ωβ, sempre
que Uα ∩ Uβ 6= ∅.

A integração ao longo das fibras comuta com o diferencial: dπ∗ = π∗d.
Deixamos como exerćıcio verificar que é válida a fórmula de projecção:

(21.1) π∗(π
∗θ ∧ ω) = θ ∧ π∗ω,

para toda as formas θ ∈ Ω∗(M) e ω ∈ Ω•
c(E).

Observação 21.5. Para fibrados vectoriais sobre variedades não-compactas
também existe uma versão da dualidade de Thom. De facto, podemos
considerar formas com suporte compacto na direcção vertical: o complexo
Ω∗
cv(E) é definido por formas diferenciais ω em E tais que supω∩ π−1(K) é

compacto para todo o conjunto compacto K ⊂M . Assim, a restrição de ω a
cada uma das fibras Ep tem suporte compacto, e podemos definir integração
ao longo das fibras. Assumindo E orientável, obtemos a dualidade de Thom:

H•
cv(E) ' H•−r(M).

Nestas notas, vamos considerar dualidade de Thom, apenas, no caso em que
M é compacto.

Se M é um variedade orientada, conexa, com d = dimM , com orientação
µ, vimos que existe um gerador canónico em µ ∈ Hd

c (M): a classe µ é
representada por qualquer forma ω ∈ Ωd

c(M) tal que:
∫

M
ω = 1.

Note que µ é a imagem de 1 pela dualidade de Poincaré H 0(M) ' Hd
c (M).

A dualidade de Thom, por sua vez, fornece uma classe canónica em
Hr
c (E).

Definição 21.6. A classe de Thom de um fibrado vectorial orientado
ξ = (π,E,M) sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M é a
imagem de 1 pela a dualidade de Thom H0(M) ' Hr

c (E). Designamos esta
classe por U ∈ Hr

c (E).

A classe de Thom permite-nos escrever o inverso da integração ao longo
das fibras π∗ : H•

c (E) → H•−r(M), que fornece a dualidade de Thom.
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De facto, como π∗U = 1, segue-se da fórmula de projecção (21.1), que a
aplicação H•(M) → H•+r

c (E) que inverte π∗, é dada por:

(π∗)
−1([ω]) = [π∗ω] ∪ U.

A proposição seguinte fornece uma outra caracterização importante da classe
de Thom:

Teorema 21.7. A classe de Thom de um fibrado vectorial ξ = (π,E,M),
orientado, sobre uma variedade compacta, orientada, conexa, é a única
classe U ∈ Hr

c (E) que se restringe em cada fibra Ep ao gerador canónico de
Hr
c (Ep), i.e., ∫

Ep

i∗U = 1, ∀p ∈M,

onde i : Ep ↪→ E é a inclusão.

Demonstração. Como π∗U = 1, vemos que a restrição i∗U a cada fibra Ep
é uma forma de suporte compacto tal que

∫
Ec
i∗U = 1.

Reciprocamente, seja U ′ ∈ Hr
c (E) tal que a restrição i∗U ′ ∈ Hr

c (Ep) é
o gerador canónico, para todo o p ∈ M . Pela fórmula de projecção (21.1),
obtemos

π∗(π
∗θ ∧ U ′) = θ ∧ π∗U ′ = θ, ∀θ ∈ H•(M).

Assim, θ 7→ π∗θ∧U ′ inverte π∗, logo a imagem de 1, que é U ′, coincide com
a classe de Thom. �

Podemos utilizar a classe de Thom de um fibrado vectorial ξ = (π,E,M)
de rank r para determinar um elemento em H r(M), que é um invariante do
fibrado vectorial.

Definição 21.8. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial orientado de rank
r, sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M . A classe de Euler

de ξ é a classe χ(ξ) ∈ Hr(M) definida por:

χ(ξ) ≡ s∗U,

onde U é a classe de Thom de ξ e s : M → E é uma secção global de ξ.

Note que um fibrado vectorial possui sempre secções globais (por exemplo,
a secção nula). Por outro lado, se s0, s1 : M → E são duas secções globais,
então H(p, t) = ts1(p) + (1 − t)s0(p) é uma homotopia entre s0 e s1, logo
[s∗0U ] = [s∗1U ], e a classe de Euler está bem definida.

A proposição seguinte fornece algumas propriedades elementares da classe
de Euler. Deixamos a demonstração para os exerćıcios.

Proposição 21.9. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial orientado de
rank r sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M . Então:

(i) Se Ψ : η → ξ é um morfismo de fibrados vectoriais de rank r, que
preserva orientações, e que cobre uma aplicação ψ : N → M , então:
χ(η) = ψ∗χ(ξ).

(ii) Se ξ̄ designa o fibrado ξ com a orientação oposta, então χ(ξ̄) = −χ(ξ).
(iii) Se o rank r é ı́mpar, então χ(ξ) = 0.
(iv) Se ξ′ = (π′, E′,M ′) é outro fibrado vectorial orientado de rank r ′ sobre

M , então χ(ξ ⊕ ξ′) = χ(ξ) ∪ χ(ξ′).
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A classe de Euler de um fibrado vectorial é uma obstrução à existência
de secções globais que não se anulam. De facto, temos:

Teorema 21.10. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial orientado de rank
r sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M . Se ξ admite uma
secção que não se anula, então χ(ξ) = 0.

Demonstração. Seja s : M → E uma secção que não se anula. Se ω ∈ Ωr
c(E)

é uma forma diferencial de suporte compacto que representa a classe de
Thom, i.e., U = [ω], então existe um c ∈ R tal que a imagem da secção cs
não intersecta supω. Logo:

χ(ξ) = (cs)∗U = [(cs)∗ω] = 0.

�

Deve-se observar, no entanto, que existem fibrados vectoriais ξ com χ(ξ) =
0, mas que não possuem secções que não se anulam.

A designação classe de Euler está relacionada com o caso especial ξ =
TM . Recordando a noção de ı́ndice de um zero isolado de um campo vec-
torial (ver Lição 18), temos:

Teorema 21.11. Seja M uma variedade compacta, orientada, conexa, de
dimensão d. Então, para qualquer campo vectorial X ∈ X(M) com um
número finito de zeros {p1, . . . , pN}, temos:

χ(TM) =

(
N∑

i=1

indpi
X

)
µ ∈ Hd(M),

onde µ ∈ Hd(M) é a classe definida pela orientação de M .

Demonstração. Seja ω ∈ Ωd
c(TM) é uma forma diferencial de suporte com-

pacto que representa a classe de Thom. Designando a soma dos ı́ndices por
σ, precisamos de mostrar que:

∫

M
X∗ω = σ.

Escolhemos sistemas de coordenadas (Ui, φi) centrados em pi, e desig-
namos por Bi os conjuntos:

Bi = φ−1
i ({x ∈ Rd : ||x|| < 1}).

Observe que podemos supor que Xp 6∈ supω, para p 6∈ ⋃N
i=1Bi. Assim,

basta verificar que: ∫

Bi

X∗ω = indpi
X.

Deixamos a verificação desta identidade como um exerćıcio. �

Um corolário imediato do teorema é:

Corolário 21.12. Sejam X e Y campos vectoriais com um número finito de
zeros, numa variedade compacta, orientada, conexa M . A soma dos ı́ndices
dos zeros de X é igual à soma dos ı́ndices dos zeros de Y .

Por esta altura altura (e como é sugerido pela notação) o leitor já deverá
desconfiar do seguinte resultado:
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Teorema 21.13 (Poincaré-Hopf). Seja M uma variedade compacta, orien-
tada, conexa. Então, para qualquer campo vectorial X ∈ X(M), com um
número finito de zeros {p1, . . . , pN}, temos:

χ(M) =

N∑

i=1

indpi
X.

Demonstração. Pelo corolário, basta mostrar que existe um campo vectorial
X emM , com um número finito de zeros, para a qual a igualdade é satisfeita.
Para isso, fixamos uma triangulação {σ1, . . . , σrd} de M , e constrúımos um
campo vectorial X com as seguintes propriedades:

(a) X possui um único zero pi em cada face da triangulação.
(b) pi é não-degenerado e indpi

X = (−1)k, onde k é a dimensão da face.

Assim, se rk é o número de faces de dimensão k, vemos que:

N∑

i=1

indpi
X = r0 − r1 + · · · + (−1)drd.

Logo o resultado segue-se da fórmula de Euler (Teorema 18.6). O campo
vectorial X pode ser descrito pelo seu espaço de fases, restrito a cada face:

• Nas faces de dimensão 0, o campo vectorial X tem zeros.
• Numa face de dimensão 1, consideramos um zero no centro da face

e tomamos curvas que unem os zeros nos vértices a esse zero.

• Numa face de dimensão 2, tomamos um zero no seu centro e unimos
com heterocĺınicas aos zeros das faces de dimensão 1:

Completamos o retrato de fase do campo vectorial na face de
dimensão 2, de forma que o zero no seu interior é um atractor:
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• Em geral, uma vez constrúıdo o retrato de fase nas faces de di-
mensão k− 1, constrúımos o retrato de fase numa face de dimensão
k, tomando o seu centro e unindo com heterocĺınicas esse centro aos
zeros nas faces de dimensão k − 1. Completamos o retrato de fase
de forma que o novo zero é um atractor do campo vectorial restrito
à face de dimensão k.

Claramente, o campo constrúıdo desta forma tem zeros exactamente nos
centros da faces. Esses zeros são não-degenerados. Para um zero pi na face
de dimensão k, a linearização do campo em pi é uma matriz real com k
valores próprios com parte real negativa (que correspondem às direcções ao
longo da face) e n − k valores próprios com parte real positiva (que corre-
spondem às direcções transversais à faces). O determinante desta matriz
tem sinal (−1)k. Assim, para este zero, o ı́ndice é indpi

X = (−1)k, donde o
campo X satisfaz (a) e (b). �

Observação 21.14. Como observámos acima, existem fibrados vectoriais
com χ(ξ) = 0, e em que todas as secções se anulam. No entanto, no caso do
fibrado tangente, pode-se mostrar que χ(TM) (e, portanto, χ(M)) é zero
sse existe um campo vectorial que não se anula (Exerćıcio 6 desta lição).

Exerćıcios.

1. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial orientável sobre uma variedade
compacta. Demonstre a fórmula de projecção:

π∗(π
∗θ ∧ ω) = θ ∧ π∗ω, (θ ∈ Ω∗(M), ω ∈ Ω•

c(E)).

2. Sejam E1 → M e E2 → M fibrados vectoriais orientados sobre uma var-
iedade M compacta, orientada e conexa. Considere a soma de Whitney deste
fibrados vectoriais e as projecções:

E1 ⊕E2

π1

zzvvvvvvvvv
π2

$$H
HHHHHHHH

E1 E2

Mostre que as classes de Thom de E1, E2 e E1 ⊕E2 estão relacionadas por:

UE1⊕E2
= π∗

1UE1
∧ π∗

2UE2
.

3. Sejam ξ = (π,E,M) e ξ′ = (π′, E′,M ′) fibrados vectoriais orientados sobre
uma variedade M compacta, orientada e conexa. Mostre que:

χ(ξ ⊕ ξ′) = χ(ξ) ∪ χ(ξ′),

onde na soma ξ ⊕ ξ′ consideramos a soma directa das orientações.

4. Sejam ξ = (π,E,M) e η = (τ, F,N) fibrados vectoriais de rank r orientados,
onde M e N são variedades compactas, orientadas e conexas. Mostre que se
Ψ : η → ξ é um morfismo de fibrados, que preserva orientações, e que cobre
uma aplicação ψ : N →M , então:

χ(η) = ψ∗χ(ξ).

Utilize esta propriedade para mostrar que:
(a)Se ξ̄ designa o fibrado ξ com a orientação oposta, então χ(ξ̄) = −χ(ξ).
(b)Se rank ξ é ı́mpar, então χ(ξ) = 0.
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5. Complete a demonstração do Teorema 21.11.

6. Seja M uma variedade compacta de dimensão d. Pode-se mostrar que:
(a)Se p1, . . . , pN ∈ M então existe um aberto U ⊂ M , difeomorfo à bola

{x ∈ Rd : ||x|| < 1}, tal que p1, . . . , pn ∈ U .
(b)Se ψ : Sd−1 → Sd−1 possui grau zero, então é homotópica à aplicação

constante.
Utilize estes factos para demonstrar que, se χ(M) = 0, então existe um campo
vectorial em M que não se anula.

Lição 22. Conexões e Curvatura

Em geral, não existe uma forma natural de diferenciar as secções de um
fibrado vectorial. A razão é que, em geral, não existe uma forma natural
de comparar as fibras sobre pontos diferentes da base. Assim, introduz-se
de forma axiomática uma derivada nas secções, a que se chama conexão. A
definição precisa é a seguinte:

Definição 22.1. Uma conexão num fibrado vectorial ξ = (π,E,M) é
uma aplicação

∇ : X(M) × Γ(E) → Γ(E), (X, s) 7→ ∇Xs,

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇X1+X2
s = ∇X1

s+ ∇X2
s;

(ii) ∇X(s1 + s2) = ∇Xs1 + ∇Xs2;
(iii) ∇fXs = f∇Xs;
(iv) ∇X(fs) = f∇Xs+X(f)s.

As propriedades (iii) e (iv) mostram que uma conexão ∇ é local. Assim,
∇ pode ser restrita a um aberto U ⊂ M , resultando num conexão em ξ|U .
Por outro lado, a aplicação X 7→ ∇X é C∞(M)-linear, logo, para toda a
secção s definida numa vizinhança U de p ∈ M e para v ∈ TpM , podemos
definir

∇vs ≡ ∇Xs(p) ∈ Ep,

onde X é qualquer campo vectorial definido numa vizinhança de p e tal
que Xp = v. Note, no entanto, que ∇vs depende dos valores de s numa
vizinhança de p, e não apenas de s(p) (propriedade (iv) da definição).

Seja U ⊂M um aberto trivializante para ξ. Então podemos escolher uma
base {s1, . . . , sr} para as secções de ξ|U , de forma que qualquer outra secção
é uma combinação linear:

s = f1s1 + · · · + frsr.

para certas funções fi ∈ C∞(U). A conexão ∇ fica determinada pelo sua
acção nestas secções, pois se X é um campo vectorial, então pela propriedade
(iv), temos que:

∇Xs =

r∑

a=1

fa∇Xsa +X(fi)sa.
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Por outro lado, se U é ainda um domı́nio de um sistema de coordenadas
(x1, . . . , xd) de M , então temos que:

∇ ∂

∂xi
sa =

r∑

b=1

Γbiasb, (i = 1, . . . , d, a = 1, . . . , r),

para certas funções Γbiasb ∈ C∞(U). Estas funções chamam-se os śımbolos
de Christoffel da conexão.

Uma outra forma de codificar a informação local da conexão é através da
matriz r × r de 1-formas diferenciais em U definida por:

ωba =

r∑

i=1

Γbiadx
i.

A matriz ω = [ωba] chama-se a 1-forma da conexão.

Exemplo 22.2.
Recordemos que um fibrado ξ = (π,E,M) de rank r é trivial sse possui uma

base de secções globais {s1, . . . , sr}. Para cada escolha de uma base, podemos
definir uma conexão em ξ por:

∇Xsi = 0, (a = 1, . . . , r).

Esta conexão depende da escolha de base trivializante.

A colecção das conexões sobre um fibrado vectorial ξ não possui uma
estrutura de espaço vectorial. No entanto, se f ∈ C∞(M) é uma função
diferenciável e ∇1 e ∇2 são conexões, então a combinação linear

f∇1 + (1 − f)∇2,

ainda define uma conexão em ξ. Isto permite-nos mostrar a

Proposição 22.3. Todo o fibrado vectorial ξ = (π,E,M) admite uma
conexão.

Demonstração. Seja {Uα} uma cobertura de M por abertos trivializantes.
Pelo exemplo acima, em cada Uα podemos escolher uma conexão ∇α. Defini-
mos uma conexão ∇ emM “colando” estas conexões: se {ρα} é uma partição
da unidade subordinada à cobertura {Uα}, então

∇ ≡
∑

α

ρα∇α,

define uma conexão em ξ. �

Deixamos como exerćıcio verificar que as construções com fibrados e as
conexões estão relacionadas da seguinte forma:

Proposição 22.4. Sejam ξ e ξ ′ fibrados vectoriais sobre M , com conexões
∇ e ∇′. Então os fibrados associados ξ⊕ξ ′, ξ∗ e ∧kξ, possuem todos conexões
induzidas por ∇ e ∇′. Se ψ : N →M é uma aplicação diferenciável, então
ψ∗ξ possui uma conexão induzida por ∇.
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Se ∇ é uma conexão num fibrado vectorial ξ = (π,E,M), então definimos
a curvatura de ∇ como sendo a aplicação R : X(M)×X(M)×Γ(ξ) → Γ(ξ)
definida por:

(X,Y, s) 7→ R(X,Y )s ≡ ∇X(∇Y s) −∇Y (∇Xs) −∇[X,Y ]s.

Um cálculo simples mostra que R é C∞(M)-linear em todos os argumentos,
de forma que podemos pensar em R como uma aplicação de fibrados (um
“tensor”) R : TM ⊕ TM ⊕E → E.

A expressão local do tensor de curvatura num aberto trivializante U ⊂M
para ξ, em termos de uma base de secções {s1, . . . , sr} e de coordenadas
(x1, . . . , xd), é dada por:

R(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)sa = Rbijasb,

onde as componentes Rbijasb podem ser expressas em termos dos śımbolos

de Cristoffel Γbia por:

Rbija =
∂Γbja
∂xi

− ∂Γbia
∂xj

+ ΓciaΓ
b
jc − ΓcjaΓ

b
ic.

Também podemos codificar a curvatura em termos de uma matriz de formas
diferenciais:

Ωb
a =

∑

i<j

Rbijadx
i ∧ dxj,

À matriz Ω = [Ωb
a] chama-se a 2-forma de curvatura da conexão. Deix-

amos como exerćıcio verificar que a 1-forma de conexão e a 2-forma de
curvatura satisfazem a equação de estrutura:

Ωb
a = dωba +

∑

c

ωca ∧ ωbc.

Esta equação pode, também, ser escrita na forma matricial:

Ω = dω + ω ∧ ω.
Tomando a derivada exterior da equação de estrutura obtemos:

Teorema 22.5 (Identidade de Bianchi). Para uma conexão num fibrado
vectorial ξ, com 1-forma de conexão ω e 2-forma de curvatura Ω, é válida
a identidade:

dΩ = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω.

A fim de fornecer uma interpretação geométrica para a curvatura duma
conexão, vamos estudar o transporte paralelo ao longo de curvas em M .
Esta noção exprime, de forma precisa, o facto de que uma conexão permite
comparar as fibras sobre pontos diferentes da base.

Seja, então, ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial com uma conexão ∇. Se
c : [0, 1] → M é uma curva diferenciável, então o fibrado c∗ξ possui uma
conexão induzida, que designamos ainda por ∇. Uma secção s do fibrado
c∗ξ não é mais do que uma secção de ξ ao longo de c, i.e., uma aplicação
diferenciável s : [0, 1] → E tal que π(s(t)) = c(t), para todo t ∈ [0, 1]. A
derivada covariante de uma secção ao longo da curva c é a secção ao longo
de c dada por:

Ds

Dt
≡ ∇ d

dt
s.
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Assim, obtemos uma forma de diferenciar secções ao longo de uma curva c.
Dizemos que uma secção s ao longo de uma curva c é uma secção paralela
se a sua derivada covariante é nula: Ds

Dt = 0.

Fixemos coordenadas locais (U, x1, . . . , xd) e secções trivializantes {s1, . . . , sr}
sobre U . Se escrevermos a curva c(t) em coordenadas locais ci(t) = xi(c(t)),
então a derivada covariante de uma secção s(t) =

∑
a v

a(t)sa(c(t)) ao longo
de c tem componentes:

(
Ds

Dt

)a
=

dva(t)

dt
+
∑ dci(t)

dt
Γaib(c(t))v

b(t), (a = 1, . . . , r).

Observação 22.6. Observe que, mesmo para a curva constante c(t) = p0,
a derivada covariante ao longo de c não é nula! De facto, neste caso, uma
secção ao longo de c não é mais do que uma curva f : [0, 1] → Tp0M no
espaço tangente, e a derivada covariante é a derivada usual desta curva.

Recorrendo a resultados standard da teoria das equações diferenciais or-
dinárias, obtemos imediatamente:

Lema 22.7. Dada uma curva c : [0, 1] →M e um vector na fibra v0 ∈ Ec(0),
existe uma única secção s ao longo de c que é paralela e tem condição inicial
s(0) = v0.

Nas condições do lema, dizemos que os vectores s(t) ∈ Ec(t) são obtidos
por transporte paralelo ao longo de c. Designamos por τt : Ec(0) → Ec(t)
a operação de transporte paralelo, definida por τt(v0) = s(t).

Proposição 22.8. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial com uma conexão
∇, e c : [0, 1] →M uma curva diferenciável. Então:

(i) O transporte paralelo τt : Ec(0) → Ec(t) ao longo de c é um isomorfismo
linear.

(ii) Se v = c′(0) ∈ Tc(0)M é o vector tangente a c, então:

∇vs = lim
t→0

1

t

(
τ−1
t Yc(t) − Yc(0)

)
,

para qualquer secção s ∈ Γ(ξ).

Demonstração. Como a equação diferencial que define o transporte paralelo
é linear, é claro que τt é linear. Por outro lado, τt é invert́ıvel, pois a sua
inversa é transporte paralelo ao longo da curva c : [0, t] →M , percorrida em
sentido contrário. A demonstração de (ii) é deixada como exerćıcio. �

Estamos agora prontos para dar uma interpretação geométrica da cur-
vatura. Para isso, escolhemos uma imersão injectiva φ : [0, 1] × [0, 1] →
M (i.e., uma superf́ıcie parametrizada), e vamos designar por (x, y) os
parâmetros. Dada uma secção s do fibrado ao longo de φ, introduzimos
as seguintes derivadas:

• Ds
Dx(x, y) derivada covariante ao longo da curva t 7→ φ(t, y) em t = x;

• Ds
Dy (x, y) derivada covariante ao longo da curva t 7→ φ(x, t) em t = y;

• ∂φ
∂x ≡ φ∗(

∂
∂x ) e ∂φ

∂y ≡ φ∗(
∂
∂y ).

Temos então:
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Proposição 22.9. Para uma secção s de ξ ao longo de uma superf́ıcie
parametrizada φ : [0, 1] × [0, 1] →M , a curvatura de uma conexão satisfaz:

D

Dx

Ds

Dy
− D

Dy

Ds

Dx
= R(

∂φ

∂x
,
∂φ

∂x
)s.

A demonstração é imediata calculando em coordenadas locais.
Uma conexão plana é uma conexão para a qual o tensor de curvatura é

identicamente nulo. Um corolário do resultado anterior, é a seguinte forma
canónica local para conexões planas:

Corolário 22.10. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial de rank r com
uma conexão plana ∇. Para todo o p ∈M , existe uma base de secções locais
{s1, . . . , sr} definidas numa vizinhança U de p, tais que

∇Xsi = 0, ∀X ∈ X(M).

Assim, ξ|U é isomorfo ao fibrado trivial εrU com a conexão plana canónica.

Demonstração. Seja U um vizinhança trivializante difeomorfa a Rn. Para
construir as secções {s1, . . . , sr}, escolhemos uma base para Ep e fazemos
transporte paralelo de cada elemento da base, ao longo das rectas que unem
q ∈ U a p. As secções que se obtêm satisfazem a condição da proposição. �

O corolário anterior descreve as conexões planas localmente. Para descr-
ever o que se passa com uma conexão plana globalmente, vamos introduzir
o conceito de holonomia. Seja, então, ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial
de rank r com uma conexão ∇ e fixemos um ponto na base p0 ∈ M . Para
cada curva c : [0, 1] → M fechada, com base em p0 (c(0) = c(1) = p0) o
transporte paralelo ao longo de c(t) fornece um isomorfismo linear Hp0(c) ≡
τ1 : Ep0 → Ep0 . Podemos, ainda, estender esta definição a curvas fechadas
seccionalmente C1. Deve ser claro que, se c1 e c2 designam curvas fechadas,
seccionalmente C1, e c1 · c2 designa a sua concatenação, então

Hp0(c1 · c2) = Hp0(c1) ◦H(c2).

Para conexões planas temos a seguinte propriedade, que é um corolário do
resultado anterior:

Lema 22.11. Se c0 e c1 são curvas homotópicas com base em p0, então
Hp0(c0) = Hp0(c1).

Assim, obtemos um homomorfismo Hp0 : π1(M,p0) → GL(Ep0), a que
chamamos homomorfismo de holonomia da conexão plana ∇, com base
em p0. Note que se q0 ∈ M é outro ponto da mesma componente conexa
de M , então podemos escolher um caminho c : [0, 1] → M , que une p0 a q0
(i.e., c(0) = p0 e c(1) = q0). Transporte paralelo ao longo de c(t) fornece
um isomorfismo τ : Ep0 → Eq0 e:

Hq0 = τ ◦Hp0 ◦ τ−1.

Logo, os homomorfismos de holonomia relativos a pontos na mesma com-
ponente conexa são conjugados. Assim, no caso conexo, podemos ignorar o
ponto base e obtemos:

Teorema 22.12. Seja M uma variedade conexa. Se ξ = (π,E,M) é um
fibrado vectorial de rank r com uma conexão plana ∇, então a holonomia de
∇ induz uma representação H : π1(M) → GL(Rr) do grupo fundamental.
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Reciprocamente, toda a representação do grupo fundamental de M , define
um fibrado vectorial de rank r com uma conexão plana ∇, cuja holonomia
induz a representação.

Demonstração. Já vimos acima que um fibrado vectorial com uma conexão
plana, induz uma representação do grupos fundamental. Reciprocamente,
seja H : π1(M,p0) → GL(Rr) uma representação do grupo fundamental, de
forma que temos uma acção de π(M,p0) em Rr. Recordemos, também, que

o grupo π1(M,p0) actua no revestimento universal M̃ por transformações

de deck. Se identificarmos M̃ com o conjunto das classes de homotopia de

caminhos [c], com ponto inicial c(0) = p0, a acção de π1(M,p0) em M̃ é
dada por concatenação:

π1(M,p0) × M̃ → M̃, ([γ], [c]) 7→ [γ · c].
Note que esta acção é livre e propriamente descont́ınua, logo a acção diagonal

de π1(M) em M̃ ×Rr também é livre e propriamente descont́ınua. Assim, o
espaço quociente é uma variedade, que designamos por E. Para a aplicação
π : E →M definida por:

π([[c],v]) = c(1),

o triplo ξ = (π,E,M) é um fibrado vectorial. A conexão canónica plana em

M̃ × Rr induz uma conexão em ξ para a qual a holonomia com base em p0

é precisamente H : π1(M,p0) → GL(Rr). �

O exemplo clássico de uma conexão é a conexão de Levi-Civita no fibrado
tangente de uma variedade Riemanniana. Vamos recordar de seguida a
construção desta conexão. Começamos com uma definição:

Definição 22.13. Seja ξ um fibrado vectorial sobre M com uma métrica
Riemanniana 〈 , 〉. Uma conexão em ξ diz-se compat́ıvel com a métrica se

X(〈s1, s2〉) = 〈∇Xs1, s2〉 + 〈s1,∇Xs2〉,
para todo o campo vectorial X ∈ X(M) e todo o par de secções s1, s2 ∈ Γ(ξ).

A proposição seguinte fornece caracterizações alternativas para uma conexão
ser compat́ıvel com uma métrica Riemanniana.

Proposição 22.14. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial com uma
métrica Riemanniana 〈 , 〉. Para uma conexão ∇ em ξ, as seguintes afirmações
são equivalentes:

(i) ∇ é compat́ıvel com a métrica.
(ii) O transporte paralelo τt : Ec(0) → Ec(t) ao longo de qualquer curva c,

é uma isometria.
(iii) Para toda a base de secções trivializante ortonormada, a 1-forma da

conexão ω = [ωba] é uma matriz anti-simétrica.

Vejamos, agora, o caso do fibrado tangente ξ = TM de uma variedade
M . Fixada uma conexão ∇ em TM , as noções que discutimos anteriormente
adquirem um significado ainda mais geométrico. Por exemplo, se M = Rd,
então temos a conexão plana canónica ∇ em TRd = Rd×Rd, que corresponde
à derivada direccional usual. Para esta conexão, um campo vectorial X (i.e.,
uma secção de TM) é paralelo ao longo de uma curva c(t) sse os vectores
Xc(t) são paralelos no sentido usual.
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Há, no entanto, vários conceitos que podemos associar a uma conexão no
fibrado tangente TM e que não fazem sentido para conexões em fibrados
vectoriais arbitrários. Isto deve-se a que, neste caso, uma conexão permite
diferenciar campos vectoriais ao longo de campos vectoriais, o que torna a
situação particularmente simétrica.

Por exemplo, para uma conexão ∇ em TM uma geodésica é uma curva
c(t) para a qual a derivada ċ(t) (que é um campo vectorial ao longo de c(t))
é paralela, i.e., satisfaz:

Dċ

Dt
(t) = 0.

É fácil de ver que, dado p0 ∈M e v ∈ Tp0M , existe uma única geodésica c(t)
tal que c(0) = p0 e ċ(0) = v. Esta geodésica está definida para 0 ≤ t < ε,
e escolhendo v suficientemente pequeno podemos assumir que ε > 1. Nesse
caso, definimos:

expp0(v) ≡ c(1).

Assim, obtemos uma aplicação exponencial expp0 : U → M , definida
numa vizinhança U ⊂ Tp0M da origem.

Um outra noção que só faz sentido para conexões ∇ em TM é a noção de
torção: é a aplicação T : X(M) × X(M) → X(M) definida por:

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ].

Como T é C∞(M)-linear em ambos os argumentos, define um morfismo de
fibrados T : TM ⊕TM → TM , e chamamos a T o tensor de torção. Uma
conexão simétrica é uma conexão ∇ com tensor de torção nula. A seguinte
proposição fornece uma caracterização geométrica do tensor de torção:

Proposição 22.15. Para uma superf́ıcie parametrizada φ : [0, 1] × [0, 1] →
M , a torção de uma conexão ∇ em TM satisfaz:

D

Dx

∂φ

∂y
− D

Dy

∂φ

∂x
= T (

∂φ

∂x
,
∂φ

∂x
).

Demonstração. Imediata, calculando ambos os lados em coordenadas locais.
�

Finalmente, para uma variedade Riemanniana existe uma escolha natural
de conexão:

Proposição 22.16. Seja (M, 〈 , 〉) uma variedade Riemanniana. Existe
uma única conexão em TM simétrica e compat́ıvel com a métrica.

Demonstração. SejamX,Y,Z ∈ X(M) campos vectoriais emM . A condição
de compatibilidade de ∇ com a métrica, fornece:

X · 〈Y,Z〉 = 〈∇XY,Z〉 + 〈Y,∇XZ〉,
Y · 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉 + 〈Z,∇YX〉,
Z · 〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉 + 〈X,∇ZY 〉.

Somando as primeiras duas equações e subtraindo a terceira, obtemos:

X · 〈Y,Z〉 + Y · 〈Z,X〉 − Z · 〈X,Y 〉 = 2〈∇XY,Z〉
− 〈X, [Y,Z]〉 − 〈Y, [Z,X]〉 − 〈Z, [X,Y ]〉,
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onde utilizámos a simetria da conexão. Esta relação mostra que as duas
condições determinam completamente a conexão pela fórmula:

〈∇XY,Z〉 =
1

2
(X · 〈Y,Z〉 + Y · 〈Z,X〉 − Z · 〈X,Y 〉)

+
1

2
(〈X, [Y,Z]〉 + 〈Y, [Z,X]〉 + 〈Z, [X,Y ]〉) .

Por outro lado, é fácil verificar que esta fórmula define uma conexão em
TM , simétrica e compat́ıvel com a métrica. �

A conexão da proposição é conhecida como a conexão de Levi-Civita da
variedade Riemanniana. Define-se curvatura, geodésica, etc., da variedade
Riemanniana, como as noções correspondentes da conexão de Levi-Civita.
É claro que, nesta situação, a métrica fornece informação adicional para
além da conexão. Por exemplo, o Corolário 22.10, no caso de uma variedade
Riemanniana, admite a seguinte versão mais fina:

Teorema 22.17. Seja (M, 〈 , 〉) uma variedade Riemanniana, com tensor
de curvatura nulo: R = 0. Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U que
é isométrica a Rd, com a métrica euclidiana.

Deixamos a demonstração como exerćıcio.

Exerćıcios.

1. Seja ξ um fibrado vectorial sobre M , com conexão ∇. Mostre que:
(a)Os fibrados associados ξ∗ e ∧kξ possuem conexões induzidas por ∇.
(b)Se ψ : N → M é uma aplicação diferenciável, então ψ∗ξ possui uma

conexão induzida por ∇.
Determine as 1-formas de todas estas conexões em termos da 1-forma da
conexão de ∇.

2. Sejam ξ e ξ′ fibrados vectoriais sobre M , com conexões ∇ e ∇′. Mostre que
ξ ⊕ ξ′ possui uma conexão induzida por ∇ e ∇′. Determine a 1-forma desta
conexão em termos das 1-formas das conexões de ∇ e ∇′.

3. Para uma conexão num fibrado vectorial ξ, com 1-forma de conexão ω e
2-forma de curvatura Ω, verifique a equação de estrutura e a identidade de
Bianchi.

4. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial com uma conexão ∇. Para uma
curva diferenciável c : [0, 1] → M , designe o transporte paralelo ao longo de c
por τt : Ec(0) → Ec(t). Mostre que se v = c′(0) ∈ Tc(0)M é o vector tangente a
c, então:

∇vs = lim
t→0

1

t

(
τ−1
t Yc(t) − Yc(0)

)
,

para qualquer secção s ∈ Γ(ξ).

5. Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie g. Mostre que existe
uma única conexão ∇ em TG, que é invariante por translações à esquerda e
à direita, e pela inversão g 7→ g−1. Mostre, ainda, que ∇ satisfaz as seguintes
propriedades:

(a)Para todos os campos invariantes à esquerda X,Y ∈ g:

∇XY =
1

2
[X,Y ].
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(b)A torção de ∇ é nula e a sua curvatura é dada por:

R(X,Y ) · Z =
1

4
[[X,Y ], Z], ∀X,Y, Z ∈ X(G).

(c)A exponencial de ∇ na identidade expe coincide com a exponencial exp :
g → G.

(d)O transporte paralelo ao longo da curva c(t) = exp(tX), X ∈ g, é dado
por:

τt(v) = dLexp( t
2
X) · dRexp( t

2
X) · v, ∀v ∈ TeG.

(e)As geodésicas são as translações dos subgrupos a 1 parâmetro.

6. Seja ξ um fibrado vectorial sobre M com uma métrica Riemanniana 〈 , 〉.
Mostre que ξ possui uma conexão compat́ıvel com a métrica.

7. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial com uma métrica Riemanniana
〈 , 〉. Para uma conexão ∇ em ξ, mostre que as seguintes afirmações são
equivalentes:

(a)∇ é compat́ıvel com a métrica.
(b)O transporte paralelo τt : Ec(0) → Ec(t) ao longo de qualquer curva c, é

uma isometria.
(c)Para toda a base ortonormada de secções trivializantes, a 1-forma da

conexão ω = [ωba] é uma matriz anti-simétrica.

8. Seja (M, 〈 , 〉) uma variedade Riemanniana, com tensor de curvatura nulo:
R = 0. Mostre que, para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U isométrica a
Rd com a métrica euclidiana.

Lição 23. Classes Caracteŕısticas

Nesta lição vamos estudar certas classes de cohomologia que se podem
associar a um fibrado vectorial. Estas classes são invariantes das classes de
isomorfismo de fibrados vectoriais, e caracterizam certas propriedades dos
fibrados, a menos de isomorfismo.

Seja π : E → M um fibrado vectorial. Vamos considerar as formas
diferenciais com valores em E:

Ω•(M ;E) = Ω•(M) ⊗ Γ(E).

Assim, Ωk(M ;E) é o espaço das secções do fibrado vectorial ∧kT ∗M ⊗ E.
Uma forma diferencial de grau k com valores em E é, pois, uma aplicação
k-multilinear alternada:

ω : X(M) × · · · × X(M) → Γ(E).

Em particular, Ω0(M ;E) é o espaço Γ(E) formado pelas secções do fibrado
π : E →M .

Uma conexão ∇ no fibrado vectorial π : E →M determina um operador
d∇ : Ω0(M ;E) → Ω1(M ;E), através da fórmula:

(d∇s)(X) = ∇Xs.

A aplicação d∇ é R-linear e satisfaz:

d∇(fs) = df ⊗ s+ fd∇s.
174



Reciprocamente, todo a aplicação Ω0(M ;E) → Ω1(M ;E), que é R-linear
e satisfaz esta propriedade, define uma conexão. Esta é, pois, uma forma
diferente de pensar nas conexões em E.

Deixamos como exerćıcio verificar que o operador d∇ extende-se, de forma
única, a formas diferenciais com valores em E de qualquer grau:

Proposição 23.1. Existe um único operador d∇ : Ω•(M ;E) → Ω•+1(M ;E)
que é R-linear e satisfaz a identidade de Leibniz:

d∇(ω ⊗ s) = d∇(ω) ⊗ s+ (−1)deg ωω ∧ d∇(s), ∀ω ∈ Ω•(M), s ∈ Γ(E).

Este operador é um diferencial, i.e., d∇ ◦ d∇ = 0, sse a conexão é plana.

Explicitamente, o operador d∇ : Ωk(M ;E) → Ωk+1(M ;E) é dado pela
fórmula:

(23.1) d∇ω(X0, . . . , Xk) =
k+1∑

i=0

(−1)i∇Xi
(ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk).

Por outro lado, d∇ e o tensor de curvatura R∇ da conexão estão relacionados
por:

d∇(d∇s)(X,Y ) = R∇(X,Y )s, ∀X,Y ∈ X(M), s ∈ Γ(E).

No caso em que ∇ é uma conexão plana, a cohomologia determinada pelo
complexo (Ω•(M ;E),d∇) chama-se a cohomologia de M com coefi-
cientes em E e designa-se por H•(M ;E). Em geral, R 6= 0 mas satisfaz a
identidade de Bianchi, o que se traduz nesta linguagem na identidade:

(23.2) d∇R∇ = 0.

Nesta equação, vemos o tensor de curvatura como uma aplicação bilinear
alternada R : X(M) ×X(M) → Γ(End(E)), i.e., é uma 2-forma com valores
em End(E). Por sua vez, em End(E) tomamos a conexão induzida de ∇.

A equação de Bianchi pode ser utilizada para associar à conexão certas
classes de cohomologia. Para isso, precisamos primeiro de recordar algumas
noções elementares sobre a relação entre polinómios homogéneos num espaço
vectorial V e aplicações P : V × · · · × V → R multilineares e simétricas.

Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Vamos designar por I k(G) o
espaço das aplicações P : g×· · ·×g → R que são k-multilineares, simétricas,
e invariantes pela acção adjunta:

P (Ad g ·X1, . . . ,Ad g ·Xk) = P (X1, . . . , Xk), ∀g ∈ G, X1, . . . , Xk ∈ g.

Introduzimos, ainda, o anel de todas as expressões simétricas invariantes:

I(G) =

∞⊕

k=0

Ik(G).

O produto em I(G) é o produto simétrico:

P1P2(X1, . . . , Xk+l) =

1

(k + l)!

∑

σ∈Sk+l

P1(Xσ(1), . . . , Xσ(k))P2(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l)).
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Note que, se P ∈ Ik(G) então a aplicação P̃ : g → R dada por:

P̃ : X 7→ P (X, . . . ,X),

é um polinómio homogéneo, de grau k, e Ad-invariante. Reciprocamente,

todo o polinómio P̃ : g → R, homogéneo de grau k, e Ad-invariante, deter-
mina uma aplicação k-multilinear, simétrica, e Ad-invariante. De facto, se

ξ1, . . . , ξr é uma base para g∗, então um polinómio P̃ : g → R homogéneo
de grau k, escreve-se na forma:

P̃ (X) =

r∑

i1···ik=1

ai1···ikξ
i1 · · · ξik ,

onde os coeficientes ai1···ik são simétricos nos ı́ndices. Este polinómio define
uma aplicação k-multilinear, simétrica, e Ad-invariante, por:

P (X1, . . . , Xk) =

r∑

i1···ik=1

ai1···ikξ
i1(X1) · · · ξik(Xk).

Assim, podemos identificar I(G) como a álgebra dos polinómios em g que são
Ad-invariantes. Sob esta identificação, o produto de polinómios corresponde
ao produto simétrico.

Nesta lição, vamos estar interessados, apenas, no caso G = GL(r), de
forma que g = gl(r) é o espaço vectorial das matrizes r × r. A condição de
invariância reduz-se a:

P (AX1A
−1, . . . , AXkA

−1) = P (X1, . . . , Xk), X1, . . . , Xk ∈ gl(r),

para toda a matriz invert́ıvel A ∈ GL(r). A observação chave é a seguinte:

Proposição 23.2. Seja π : E →M um fibrado vectorial de rank r. Todo o
elemento P ∈ Ik(GL(r)) determina uma aplicação

P : Ω•(M ;⊗k End(E)) → Ω•(M),

que satisfaz:
dP = Pd∇.

Demonstração. Observe que se s1, . . . , sr é um base local de secções de E,
então, dada uma secção A ∈ Γ(End(E)), temos:

Asi =

r∑

j=1

Aji sj,

para certas funções Aji . Assim, para cada P ∈ Ik(GL(r)), podemos definir

P : Γ(⊗k End(E)) → C∞(M) por:

P (A1 ⊗ · · · ⊗Ak) = P ([(A1)
j
i ], · · · , [(Ak)

j
i ]).

Pela condição de invariância, esta definição é independente da escolha de
base local de secções. Como uma forma ω ∈ Ωl(M ;⊗k End(E)) é uma
aplicação l-multilinear alternada ω : X(M) × · · · × X(M) → Γ(⊗k End(E)),
a composição com P determina uma aplicação l-multilinear alternada P ◦ω :
X(M)×· · ·×X(M) → C∞(M), i.e., um elemento P (ω) ∈ Ωl(M). Deixamos
como exerćıcio verificar que:

dP = Pd∇.
176



�

Se ∇ é uma conexão num fibrado vectorial π : E → M , com curvatura
R, então Rk ∈ Ω2k(M ;⊗k End(E)). Logo, se P ∈ Ik(GL(r)), obtemos
um forma diferencial P (Rk) ∈ Ω2k(M). Pela identidade de Bianchi (23.2),
obtemos:

dP (Rk) = P (d∇R
k) = kP (Rk−1d∇R) = 0,

logo P (R) é uma forma diferencial de grau 2k fechada. Esta forma diferencial
é dada, explicitamente, por

P (Rk)(X1, . . . , X2k) =
1

(2k)!

∑

σ∈Sk

(−1)sgn σP (Rσ(1)σ(2) , . . . , Rσ(2k−1)σ(2k)).

onde X1, . . . , X2k ∈ X(M) e Rij ≡ R(Xi, Xj). Pode-se, ainda, verificar que,

se P1 ∈ Ik(GL(r)) e P2 ∈ I l(GL(r)), então:

P1P2(R
k+l) = P1(R

k) ∧ P2(R
l) ∈ Ω2(k+l)(M).

Desta forma, conclúımos que:

Teorema 23.3 (Chern-Weil). Seja ∇ uma conexão num fibrado vectorial
π : E →M , com curvatura R. A aplicação I(G) → H(M) definida por

Ik(G) → H2k(M), P 7−→ [P (Rk)],

é um homomorfismo de anéis. Este homomorfismo é independente da conexão.

Demonstração. Falta, apenas, mostrar que o homomorfismo é independente
das conexões. Para isso, vamos ver que, se ∇0 e ∇1 são duas conexões em
π : E → M , então, para todo o P ∈ Ik(GL(r)), as formas diferenciais
P (Rk∇0

) e P (Rk∇1
) diferem por uma forma exacta.

Para isso, considere a projecção p : M × [0, 1] →M . No fibrado pull-back
p∗E temos uma conexão ∇ definida por:

∇ = t∇1 + (1 − t)∇0, (t ∈ [0, 1]).

Por outro lado, podemos introduzir uma operação de integração ao longo
das fibras: ∫ 1

0
: Ω•(M × [0, 1]) → Ω•−1(M),

através da fórmula:

(

∫ 1

0
ω)(X1, . . . , Xl−1) =

∫ 1

0
ω(

∂

∂t
,X1, . . . , Xl−1)dt.

Assim, define-se a forma de transgressão de Chern-Simons por

(23.3) P (∇0,∇1) ≡
∫ 1

0
P (Rk∇) ∈ Ω2k−1(M).

Temos o seguinte lema:

Lema 23.4. A forma de transgressão de Chern-Simons satisfaz:

dP (∇0,∇1) = P (Rk∇1
) − P (Rk∇0

).

A demonstração é uma aplicação simples de integração por partes, e é
deixada como exerćıcio. Esta fórmula mostra que P (Rk

∇1
) e P (Rk∇0

) definem
a mesma classes de cohomologia. �
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Assim, toda o elemento P define uma classe de cohomologia em H •(M),
a que se chama classe caracteŕıstica do fibrado vectorial ξ = (π,E,M).
Esta classe depende, apenas, da classe de isomorfismo de ξ. Isto é uma
consequência da

Proposição 23.5. Seja ψ : N → M uma aplicação diferenciável e seja
ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial de rank r. Para todo o P ∈ I •(GL(r)),

φ∗P (Rk∇) = P (Rkφ∗∇),

onde ∇ é uma qualquer conexão em ξ.

A demonstração é deixada como exerćıcio.

Resta-nos, pois, determinar expressões simétricas invariantes ou, equiva-
lentemente, polinómios invariantes. Para isso, dada uma matriz A ∈ gl(r),
designamos por σk(A) a função simétrica elementar de ordem k, de forma
que:

det(I + λA) = I + λσ1(A) + · · · + λrσr(A),

para todo o λ ∈ R. Vemos, facilmente, que σk : gl(r) → R é um polinómio
homogéneo de grau k, Ad-invariante.

Definição 23.6. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial de rank r. Para
k = 1, 2, . . . define-se as classes de Pontrjagin de ξ por:

pk(ξ) =
1

(2π)2k
[σ2k(R

2k)] ∈ H4k(M),

onde R é a curvatura de uma conexão ∇ em ξ. Definimos a classe de

Pontrjagin total do fibrado vectorial ξ por:

p(ξ) = 1 + p1(ξ) + · · · + p[r/2](ξ),

onde [r/2] designa o maior inteiro menor ou igual a r/2.

A razão porque não consideramos as classes [σk(R
k)] para k ı́mpar é que

estas classes são zero. A proposição seguinte fornece propriedades básicas
destas classes.

Proposição 23.7. Seja M uma variedade diferenciável. As classes de Pon-
trjagin satisfazem:

(i) p(ξ ⊕ η) = p(ξ) ∪ p(η), para quaisquer fibrados ξ e η sobre M ;
(ii) p(ψ∗ξ) = ψ∗p(ξ), para qualquer fibrado ξ sobre M e aplicação difer-

enciável ψ : N →M ;
(iii) p(ξ) = 1, se ξ é um fibrado que admite uma conexão plana.

A demonstração é imediata da construção das classes de Pontrjagin e do
seu caracter functorial.

Exemplo 23.8.
Seja M = Sd e consideremos o seu fibrado tangente TSd. Temos Sd ↪→ Rd+1

e designamos por ν(Sn) o fibrado normal a Sn. Como

TSd ⊕ ν(Sd) = TSdRd,

esta soma directa é trivial. Por outro lado, o fibrado normal ν(Sn) também é
trivial (porquê?). Pela propriedade (i), conclúımos que p(TSd) = 1.
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A fim de obter exemplos mais interessantes, vamos considerar classes car-
acteŕısticas de fibrados complexos. No caso complexo, temos a seguinte
proposição:

Proposição 23.9. Para uma matriz A ∈ gl(r,C), designe por σi(A) a
função simétrica elementar dos valores próprios de A, de forma que:

det(I + λA) = I + λσ1(A) + · · · + λrσr(A),

para todo o λ ∈ C. Todo o polinómio invariante em gl(r,C) pode ser expresso
como uma função polinomial dos σ1, . . . , σr.

Demonstração. Se A ∈ gl(r,C), seja J = SAS−1 a sua forma canónica de
Jordan. Seja, ainda, Sε a matriz:

Sε =




ε−1 0 · · · 0 0
0 ε−2 0
...

. . .
...

0 ε1−r 0
0 0 · · · 0 ε−r



S.

Se P é um polinómio invariante, então P (A) = P (SεAS
−1
ε ). A matriz

SεAS
−1
ε difere de J , apenas nas entradas não diagonais que são multiplicadas

por ε. Tomando ε pequeno, por continuidade, conclúımos que P (A) depende
apenas dos valores próprios de A. Como P (A) é uma função simétrica poli-
nomial dos valores próprios, conclúımos que é um polinómio das a funções
simétricas elementares σ1(A), . . . , σr(A). �

Vamos considerar um fibrado vectorial complexo ξ = (π,E,M), de forma
que Ep ' Cr, onde r = rank ξ. Um fibrado vectorial complexo ξ, pode ser
visto como um fibrado vectorial real ξ = (π,E,M) de rank 2r, com uma
estrutura complexa, i.e., um morfismo de fibrados vectoriais (reais) J : ξ → ξ
tal que J2 = −id. A estrutura complexa J e a estrutura complexa das fibras
estão relacionadas por:

(a+ ib)v = av + bJ(v), ∀v ∈ E.

Note que, para um fibrado vectorial complexo, podemos definir o homomor-
fismo de Chern-Weil

I(GL(r,C)) → H(M).

Tomando as funções simétricas elementares como elementos σk ∈ Ik(GL(r,C)),
definimos:

Definição 23.10. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial complexo de rank
r. Para k = 1, . . . , r definimos as classes de Chern de ξ por:

ck(ξ) =
1

(2πi)k
[σk(R

k)] ∈ H2k(M),

onde R é a curvatura de uma conexão ∇ em ξ. A classe de Chern total

do fibrado complexo ξ é a soma:

c(ξ) = 1 + c1(ξ) + · · · + cr(ξ) ∈ H(M).

De forma análoga ao caso real temos:
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Proposição 23.11. Seja M uma variedade diferenciável. As classes de
Pontrjagin satisfazem:

(i) c(ξ⊕ η) = c(ξ)∪ c(η), para quaisquer fibrados vectoriais complexos ξ e
η sobre M ;

(ii) c(ψ∗ξ) = ψ∗c(ξ), para qualquer fibrado vectorial complexo ξ sobre M e
aplicação diferenciável ψ : N →M ;

(iii) c(ξ) = 1, se ξ é um fibrado vectorial complexo que admite uma conexão
plana.

Se ξ = (π,E,M) é um fibrado vectorial complexo, então o seu conjugado
é o fibrado vectorial ξ̄ que, como fibrado real, coincide com ξ, mas em que
a estrutura complexa é a oposta: Jξ̄ = −Jξ. Assim, a aplicação identidade

id: ξ → ξ̄ satisfaz:

id(zv) = z̄ id(v), ∀v ∈ E, z ∈ C.

A demonstração da seguinte proposição é deixada como exerćıcio:

Proposição 23.12. Seja ξ = (π,E,M) é um fibrado vectorial complexo.
As classes de Chern de ξ e ξ̄ estão relacionadas por ck(ξ̄) = (−1)kck(ξ) de
forma que:

c(ξ̄) = 1 − c1(ξ) + c2(ξ) − · · · + (−1)rcr(ξ).

Deixamos como exerćıcio verificar que para o fibrado linha (complexo)
canónico sobre P1(C) = S2, que designamos por γ1

1(C), a primeira classe de
Chern é c1(γ

1
1) = −1, onde −1 ∈ H2(P1(C)) é o gerador canónico. Pode-se

mostrar que esta normalização em conjunto com as propriedades (i) a (iii)
acima, determinam completamente as classes de Chern.

Finalmente, as classes de Pontrjagin de um fibrado vectorial real ξ podem
ser obtidas a partir das classes de Chern do fibrado vectorial complexo ξ⊗C,
obtido por complexificação de ξ:

Proposição 23.13. Para um fibrado vectorial real ξ, as suas classes de
Pontrjagin e as classes de Chern do seu complexificado estão relacionadas
por:

pk(ξ) = (−1)kc2k(ξ ⊗ C).

É fácil de ver que a complexificação ξ ⊗C e o seu conjugado são fibrados
vectoriais isomorfos. Assim, pela Proposição 23.12, vemos que ck(ξ⊗C) = 0
se k é ı́mpar. Isto fornece outra explicação para o facto de que as classes de
Pontrjagin são classes em grau 4k, e não estão definidas para grau 2k.

Exerćıcios.

1. Seja ∇ uma conexão num fibrado vectorial π : E → M . Mostre que existe
um único operador R-linear d∇ : Ω•(M ;E) → Ω•+1(M ;E) que satisfaz a
identidade de Leibniz:

d∇(ω ⊗ s) = d∇(ω) ⊗ s+ (−1)degωω ∧ d∇(s), ∀ω ∈ Ω•(M ;E), s ∈ Γ(E).

Verifique que d∇ ◦ d∇ = 0 sse a conexão é plana.

2. Seja π : E → M um fibrado vectorial de rank r. Para um elemento P ∈
Ik(GL(r)), mostre que a aplicação P : Ω•(M ;⊗k End(E)) → Ω•(M), satisfaz:
dP = Pd∇.
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3. Mostre que a forma de transgressão de Chern-Simons, definida por (23.3),
satisfaz:

dP (∇0,∇1) = P (Rk∇1
) − P (Rk∇0

).

4. Seja ψ : N → M uma aplicação diferencial e ξ = (π,E,M) um fibrado
vectorial de rank r. Mostre que, para todo o P ∈ I•(GL(r)),

φ∗P (Rk∇) = P (Rkφ∗∇),

onde ∇ é qualquer conexão em ξ.

5. Seja ξ = (π,E,M) um fibrado vectorial de rank r. Mostre que, se k é ı́mpar,
então [σ2k(R

2k)] = 0, para qualquer conexão ∇ em ξ com curvatura R.
(Sugestão: Escolha uma métrica em ξ e tome uma conexão ∇ compat́ıvel
com a métrica.)

6. Seja ξ = (π,E,M) é um fibrado vectorial complexo. Mostre que as classes
de Chern de ξ e do seu conjugado ξ̄ estão relacionadas por ck(ξ̄) = (−1)kck(ξ).

7. Seja γ1
1(C) o fibrado linha (complexo) canónico sobre P1(C) = S2. Mostre

que c1(γ
1
1) = −1, onde −1 ∈ H2(P1(C)) é o gerador canónico.

8. Mostre que a classe de Chern total do fibrado tangente a Pn(C) é:

c(TPn(C)) = (1 + a)n,

onde a ∈ H2(Pn(C)) é um gerador apropriado.

Lição 24. Fibrados Gerais

É útil considerar fibrados em que a fibra é um espaço fixo (variedade) F
sem propriedades adicionais, generalizando o caso de fibrados vectoriais (em
que as fibras são espaços vectoriais).

Seja, então, π : E →M uma aplicação diferenciável entre duas variedades
diferenciáveis. Uma carta trivializante para π com tipo de fibra F é
um par (U, φ), onde U ⊂ M é um aberto e φ : π−1(U) → U × F é um
difeomorfismo, tal que o seguinte diagrama comuta:

π−1(U)
φ //

π
##F

FF
FF

FF
FF

U × F

π1

||yy
yy

yy
yy

y

U

Neste diagrama, π1 : U × F → U designa a projecção no primeiro fac-
tor. Mais uma vez, se Ep = π−1(p) é a fibra sobre p ∈ U . Definimos um
difeomorfismo φp : Ep → F como sendo a composição:

φp : Ep
φ // {p} × F // F .

Assim, se v ∈ Ep, temos que

φ(v) = (p, φp(v)).

A definição de um fibrado geral é a seguinte:
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Definição 24.1. Seja F uma variedade. Uma estrutura de fibrado com
tipo de fibra F numa variedade M é um terno ξ = (π,E,M), onde π : E →
M é uma aplicação diferenciável, com uma colecção de cartas trivializantes
C = {(Uα, φα) : α ∈ A} com tipo de fibra F , satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

(i) {Uα : α ∈ A} é uma cobertura aberta de M :
⋃
α∈A Uα = M ;

(ii) As cartas são compat́ıveis: Para quaisquer α, β ∈ A e para todo o
p ∈ Uα∩Uβ, as funções de transição gαβ(p) ≡ φpα ◦ (φpβ)

−1 : F → F

são difeomorfismos;
(iii) A colecção C é maximal: se (U, φ) é uma carta trivializante com a

propriedade de que para todo o α ∈ A, as aplicações φp ◦ (φpα)−1 e
φpα ◦ (φp)−1 são isomorfismos lineares, então (U, φ) ∈ C.

Ao terno ξ = (π,E,M) chamamos um fibrado de tipo de fibra F .

Utilizaremos a mesma nomenclatura que para o caso dos fibrados vec-
toriais. Assim, falamos de espaço total, espaço base, e projecção do
fibrado. A uma colecção de cartas que satisfaz (i) e (ii) chamamos um atlas
de fibrado ou trivialização de ξ. Da mesma forma, definimos secção so-
bre um aberto U , e designamos o conjunto das secções sobre U por ΓU(E).
Embora existam sempre secções definidas localmente, um fibrado geral pode
não ter secções globais.

Os fibrados podem ser descritos pelas suas funções de transição: Seja ξ =
(π,E,M) um fibrado com tipo de fibra F . Se (Uα, φα) e (Uα, φα) são cartas
trivializantes, definimos a função de transição gαβ : Uα ∩ Uβ → Dif(F )
por:

p 7→ gαβ(p) ≡ φpα ◦ (φpβ)
−1.

Assim, temos que:

φα ◦ (φβ)
−1(p,v) = (p, gαβ(p) · v).

Os fibrados mais interessantes possuem uma estrutura adicional na fibra e
as funções de transição preservam essa estrutura adicional. Assim, dizemos
que o fibrado possui grupo de estrutura um grupo de Lie G se as funções
de transição são aplicações C∞ com valores no grupo G, e G é um grupo de
transformações de F :

φαβ : Uα ∩ Uβ → G ⊂ Dif(F ).

Vamos usar a abreviação G-fibrado, para um fibrado com grupo de estru-
tura G. Exemplos muito importantes de fibrados com grupo de estrutura
são:

• Fibrados vectoriais: Neste caso a fibra é um espaço vectorial V
e o grupo de estrutura é o grupo das transformações lineares G =
GL(V ). Este foram os fibrados que estudámos nas lições anteriores.

• Fibrados principais: Neste caso a fibra é um grupo de Lie G e
o grupo de estrutura é o mesmo grupo de Lie G, que actua em si
próprio por translações à direita: G × G → G, (h, g) 7→ hg. Neste
caso, G actua no espaço total E, a acção é livre, M coincide com o
quociente E/G, e π : E →M = E/G é a aplicação quociente.
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No que se segue, vamos considerar fibrados com grupo de estrutura um
grupo de Lie G. No entanto, muito dos resultados que obtemos ainda são
válidos no caso G = Dif(F ), com as modificações apropriadas.

A noção de morfismo de G-fibrados é análoga à de morfismos de fibrados
vectoriais, onde substitúımos GL(r) pelo grupo de estrutura G.

Definição 24.2. Sejam ξ = (π,E,M) e ξ ′ = (π′, E′,M ′) dois fibrados
com tipo de fibra F e mesmo grupo de estrutura G. Um morfismo de G-

fibrados é uma aplicação diferenciável Ψ : E → E ′ que transforma fibras
de ξ em fibras de ξ′, i.e., Ψ cobre uma aplicação diferenciável ψ : M →M ′:

E
Ψ //

π

��

E′

π′

��
M

ψ // M ′

e, para cada p ∈M , a aplicação de fibras

Ψp ≡ Ψ|Ep : Ep → E′
q,

onde q = ψ(p), satisfaz:

φ′qβ ◦ Ψp ◦ (φpα)−1 ∈ G,

para quaisquer trivializações {φα} de ξ e {φ′β} de ξ′.

Desta forma, obtemos uma categoria de fibrados com fibra F e grupo
de estrutura G. Também para estes, faremos a distinção entre fibrados
equivalentes e fibrados isomorfos, análoga à distinção já feita no caso dos
fibrados vectoriais.

Exemplos 24.3.

1. Para qualquer fibra F e grupo de estrutura G ⊂ Dif(F ) temos sempre o fi-

brado trivial (π1,M×F,M). As secções deste fibrado podem ser identificadas
com as aplicações diferenciáveis M → F .

2. O 2-toro fornece um fibrado trivial (π1, S1 × S1, S1) com fibra S1 e grupo
de estrutura S1. Este fibrado é um S1-fibrado principal. Um exemplo dum
S1-fibrado principal não-trivial, é dado pela garrafa de Klein (π,K, S1).

3. Seja π : M̃ → M o revestimento universal de uma variedade M . O terno
(π, M̃,M) é um fibrado principal com grupo de estrutura (e fibra) o grupo
fundamental π1(M) (a topologia de π1(M) é a topologia discreta).

A descrição de fibrados pelas suas funções de transição é análoga á de-
scrição de fibrados vectoriais. Assim, se ξ = (π,E,M) é um G-fibrado com
fibra F , as funções de transição

gαβ : Uα ∩ Uβ → G,

relativas a uma trivialização {(Uα, φα)}, satisfazem a condição de cociclo:

gαβ(p)gβγ(p) = gαγ(p), (p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ).
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Dizemos que dois cociclos {gαβ} e {g′αβ} são equivalentes se existem aplicações
λα : Uα → G de classe C∞, tais que:

g′αβ(p) = λα(p) · gαβ(p) · λ−1
β (p), (p ∈ Uα ∩ Uβ).

Mais uma vez, duas trivializações dão origem a G-fibrados equivalentes. Re-
ciprocamente, temos o seguinte análogo da Proposição 19.5. A demonstração
é idêntica ao caso dos fibrados vectoriais.

Proposição 24.4. Seja M uma variedade e G um grupo de Lie que actua
numa variedade F . Dado um cociclo {gαβ} com valores em G, subordinado
a uma cobertura {Uα} de M , existe um fibrado ξ = (π,E,M) com tipo de
fibra F e grupo de estrutura G, que admite trivializações {φα}, para as quais
as funções de transição são {gαβ}. Dois cociclos equivalentes determinam
G-fibrados isomorfos.

Seja ξ = (π,E,M) um fibrado com tipo de fibra F e grupo de estrutura G,
e {gαβ} o cociclo definido por uma trivialização {φα} de ξ. Se H ⊂ G é um
subgrupo, dizemos que o grupo de estrutura de ξ pode ser reduzido
a H se existir um cociclo equivalente {g ′αβ} em que as funções de transição
tomam valores em H:

g′αβ : Uα ∩ Uβ → H ⊂ GL(r).

Os exemplos seguintes ilustram de que forma o grupo de estrutura (e a
redução do grupo de estrutura) está intimamente relacionado com pro-
priedades geométricas do fibrado.

Exemplos 24.5.

1. Um fibrado ξ = (π,E,M) com tipo de fibra F e grupo de estrutura G é
trivial sse o seu grupo de estrutura pode ser reduzido ao grupo trivial {e}.
2. Vimos anteriormente que um fibrado vectorial de rank r é orientável sse
o seu grupo de estrutura pode ser reduzido a GL+(r). De igual forma, um
fibrado admite uma estrutura Riemanniana sse o grupo de estrutura pode ser
reduzido a O(r) (o que, pela decomposição polar, pode sempre ser feito). A
redução do grupo de estrutura a SO(r) corresponde à escolha de uma estrutura
Riemanniana e de uma orientação para o fibrado.

Observação 24.6. Na definição de morfismo de fibrados, a escolha do grupo
de estrutura é fulcral: um G-fibrado pode não ser isomorfo ao fibrado triv-
ial, por um morfismo de G-fibrados, mas pode acontecer que é isomorfo ao
fibrado trivial, por um morfismo de G′-fibrados, onde G′ ⊃ G é um grupo
de estrutura que contém G como subgrupo. Um exemplo é dado num dos
exerćıcios, no final desta lição.

Os fibrados principais destacam-se entre os fibrados gerais, pois temos:

• A todo o G-fibrado ξF = (π,E,M) com tipo de fibra F , podemos
associar um G-fibrado principal ξ = (π, P,M): de facto, fixando
uma trivialização {φα} de ξF , o cociclo {gαβ} toma valores em G.
Como G actua em si próprio por translações à direita, este cociclo
define um G-fibrado com fibra G, que é um G-fibrado principal.
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• A um G-fibrado principal ξ = (π, P,M) e a uma variedade F onde
G actua à esquerda, podemos associar um fibrado ξF = (π,E,M)
com tipo de fibra F e grupo de estrutura G: uma trivialização {φα}
de ξ, determina um cociclo {gαβ} que toma valores em G. Como G
actua em F , este cociclo define um G-fibrado ξF com fibra F .

Para um fibrado principal ξ = (π, P,M) com grupo de estrutura G, um
seu fibrado associado ξF = (πF , E,M) pode, também, ser descrito sem
recorrer a cociclos. O espaço total de ξF é

E = P ×G F,

onde P ×G F designa o espaço quociente para a acção à direita de G em
P × F definida por: (u, f) · g ≡ (u · g, g−1 · f) (recorde-se que G actua à
direita em P e à esquerda em F ). A projecção πF : E → M é dada por:
πF ([u, f ]) = π(u).

De agora em diante, vamos concentrar-nos no estudo dos fibrados princi-
pais. Para estes, temos a seguinte caracterização alternativa:

Lema 24.7. Um fibrado ξ = (π,E,M) é um G-fibrado principal sse existe
uma acção à direita E ×G→ E que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) A acção é livre;
(ii) O quociente E/G é uma variedade, M = E/G e π : E → E/G = M é

a aplicação quociente;
(iii) As trivializações locais (U, φ) são G-equivariantes: φp(g ·v) = g ·φp(v).

A demonstração é deixada como exerćıcio. Vejamos alguns exemplos.

Exemplos 24.8.

1. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão d. O fibrado dos refer-

enciais é o fibrado π : F (M) → M com grupo de estrutura GL(d), em que a
fibra sobre p ∈M é o conjunto das bases ordenadas de TpM :

F (M)p = {(v1, . . . ,vr) : v1, . . . ,vr é uma base de TpM}.
O grupo GL(d) actua à esquerda em F (M): se u = (v1, . . . ,vr) é um refer-

encial e A = (aji ) é uma matriz invert́ıvel, então A · u = (w1, . . . ,wd) é o
referencial dado por:

wi =

d∑

j=1

ajiwj , (i = 1, . . . , d).

Esta acção satisfaz as propriedades do Lema 24.7, logo F (M) é um fibrado
principal com grupo de estrutura GL(d).

Considere-se a acção de GL(d) em Rd por multiplicação de matrizes. Obte-
mos um fibrado associado a F (M) com fibra de tipo Rr, i.e., um fibrado vec-
torial. Deixamos como exerćıcio verificar que este fibrado é canonicamente
isomorfo ao fibrado tangente T (M). Da mesma forma, obtêm-se os fibrados
cotangente, exterior, tensorial, etc., tomando as acções de GL(d) em (Rd)∗,
∧kRd, ⊗kRd, etc.

Mais geralmente, para qualquer fibrado vectorial π : E → M de rank r,
podemos considerar o fibrado dos referenciais F (E), que é um fibrado principal
com com grupo de estrutura GL(r). O fibrado associado a F (E) com fibra Rr,
obtido da acção de GL(r) em Rr por multiplicação de matrizes, é um fibrado
vectorial canonicamente isomorfo ao fibrado original π : E → M . De igual
forma, podemos obter os fibrados associados E∗, ∧kE, ⊗kE, etc.

185



2. Seja E×G→ E uma acção livre e própria de um grupo de Lie G numa var-
iedade E. Então π : E → E/G é um fibrado principal com grupo de estrutura
G. Pelo Teorema 12.4, as condições (i) e (ii) do Lema 24.7 são satisfeitas. A
verificação da condição (iii) foi feita no Exerćıcio 1 da Lição 12.

Por exemplo, seja G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo fechado. Então
a acção à direita de H em G por translações, é uma acção livre e própria.
Assim, obtemos um fibrado principal π : G→ G/H com grupo de estrutura H.

Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal, e F uma variedade com uma
acção à esquerda de G. Qualquer construção functorial no fibrado associado
ξF = (π,E,M) deve poder ser expressa em termos de ξ e F . Como exemplo
deste principio, para as secções de ξF , temos:

Proposição 24.9. Sejam ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal e F uma
variedade com uma acção à esquerda de G. As secções do fibrado associado
ξF = (π,E,M) estão em correspondência biuńıvoca com as aplicações G-
equivariantes h : P → F .

Demonstração. Recordemos que o espaço total do fibrado associado é dado
por:

E = P ×G F = (P × F )/G.

Um elemento v ∈ Ep é, pois, uma classe de equivalência em Pp ×G F , que
pode ser escrita na forma:

v = [(u, hp(u))], ∀u ∈ Pp,

para uma única aplicação hp : Pp → F G-equivariante:

hp(u · g) = g−1 · hp(u).
Assim, uma secção s : M → E pode ser escrita na forma:

s(p) = [(u, h(u))], ∀u ∈ P com π(u) = p,

onde h : P → F é uma aplicação G-equivariante. Reciprocamente, uma
aplicação G-equivariante h : P → F determina, através desta fórmula, uma
secção de ξF . �

Convém generalizar a noção de morfismo para fibrados principais, da
seguinte forma:

Definição 24.10. Sejam ξ ′ = (π′, P ′,M ′) um G′-fibrado principal e ξ =
(π, P,M) um G-fibrado principal. Um morfismo Ψ : ξ ′ → ξ é um par
formado por uma aplicação Ψ : P ′ → P e um homomorfismo de grupos de
Lie Φ : G′ → G, tal que

Ψ(u · g) = Ψ(u)Φ(g),∀u ∈ P ′, g ∈ G′.

Como um morfismo de fibrados principais Ψ : ξ ′ → ξ leva fibras em fibras,
Ψ cobre uma aplicação diferenciável ψ : M ′ →M :

P ′ Ψ //

π′

��

P

π

��
M ′

ψ
// M
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No caso em que Ψ : P ′ → P e Φ : G′ → G são mergulhos, podemos identificar
P ′ e G′ com as suas imagens Ψ(P ′) ⊂ P e Φ(G′) ⊂ G. Dizemos, pois, que ξ ′

é um subfibrado do fibrado principal ξ. No caso em que M ′ = M e ψ =id,
o subfibrado corresponde à redução do grupo de estrutura de G a H. Neste
caso, dizemos que ξ′ é o fibrado reduzido de ξ.

Exerćıcios.

1. Verifique que ξ = (π,E,M) é um G-fibrado principal sse ξ = (π,E,M) é
um fibrado com uma acção à direita E × G → E que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i)A acção é livre;
(ii)O quociente E/G é uma variedade, M = E/G e π : E → E/G = M é a

aplicação quociente;
(iii)As trivializações locais (U, φ) são G-equivariantes:

φp(g · v) = g · φp(v).

2. Demonstre a Proposição 24.4

3. Considere a cobertura de M = S1 pelos abertos:

U± = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} − {(±1, 0)}.
Defina um cociclo {gαβ} relativo a esta cobertura, por

g+−(x, y) =





I se (x, y) ∈ y > 0,

−I se (x, y) ∈ y < 0.

onde I é a matriz identidade 2 × 2. Mostre que:
(a)Este cociclo define um fibrado com fibra S1 e grupo de estrutura S1 =
S0(2) que é isomorfo (como S1-fibrado) ao fibrado trivial.

(b)Este cociclo define um fibrado com fibra S1 e grupo de estrutura Z2 =
{I,−I} que não é isomorfo (como Z2-fibrado) ao fibrado trivial.

4. Mostre que um fibrado principal é trivial sse possui uma secção global.
(Nota: Este exerćıcio é um caso muito particular do próximo exerćıcio.)

5. Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal e H ⊂ G um subgrupo fechado.
Note que o grupo G actua no quociente G/H , de forma que temos um fibrado
associado ξG/H = (π′, P ×G (G/H),M). Mostre que o este fibrado pode ser
identificado com o quociente (π′, P/H,M), onde π′ : P/H →M é a aplicação
induzida por π : P → M no quociente, e verifique que as seguintes afirmações
são equivalentes:

(a)O grupo de estrutura de ξ pode ser reduzido a H .
(b)O fibrado associado ξG/H possui uma secção, i.e., existe uma aplicação

s : M → P/H tal que π′ ◦ s =id.
(c)Existe uma aplicação G-equivariante h : P → G/H .

6. Seja M uma variedade Riemanniana e considere o O(d)-fibrado principal
π : OF (M) →M formado pelos referenciais ortonormados:

OF (M)p = {(v1, . . . ,vr) : v1, . . . ,vr é uma base ortonormada de TpM}.
Mostre que OF (M) é o fibrado reduzido de F (M), que corresponde à redução
do grupo de estrutura de GL(d) a O(d).
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Lição 25. Fibrados Principais

Seja ψ : N → M uma aplicação diferenciável e ξ = (π, P,M) um G-
fibrado principal. Tal como no caso dos fibrados vectoriais, podemos formar
o pull-back ψ∗ξ: é o fibrado principal sobre N , com grupo de estrutura G,
cujo espaço total é dado por:

ψ∗P ≡ {(p, u) ∈ N × P : ψ(p) = π(u)}.
Note queG actua à direita neste espaço: (p, u)·g ≡ (p, u·g). Temos, também,
um morfismo de fibrados principais Ψ : ψ∗ξ → ξ, dado por Ψ(p, u) = u, e
que permite completar o diagrama:

ψ∗P

π̂
���
�

�

Ψ //______ P

π

��
M

ψ // N

O pull-back de fibrados principais satisfaz propriedades análogas às do pull-
back de fibrados vectoriais, tais como propriedade universal, invariância por
homotopia, etc., que deixamos ao cuidado do leitor enunciar (e demonstrar!).

Vejamos, agora, de forma abreviada, a classificação dos fibrados princi-
pais. Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal e E um espaço com uma
acção livre de G. Pela Proposição 24.9, as secções do fibrado associado
ξE = (π, P ×GE,M) estão em correspondência biuńıvoca com as aplicações
G-equivariantes Φ : P → E. Note que esta aplicação cobre uma aplicação
φ : M → E/G:

P
Φ //

π

��

E

��
M

φ
// E/G

Como a acção é livre, a aplicação Φ é injectiva. Note, ainda, que π : E →
E/G é um G-fibrado principal η e que Φ : ξ → η é um morfismo de fibrados
principais. Da propriedade universal dos pull-backs conclúımos que existe
um isomorfismo de fibrados principais:

ξ ' φ∗η.

Assuma, adicionalmente, que E é contráctil. Então quaisquer duas secções
s0, s1 de ξE são homotópicas, logo a classe de homotopia da aplicação φ é
única e independente da escolha da secção. Assim, obtemos:

Teorema 25.1 (Classificação de Fibrados Principais). Seja E um espaço
contráctil com uma acção livre de G. Então as classes de equivalência de
G-fibrados principais estão em correspondência biuńıvoca com as classes de
homotopia de aplicações φ : M → E/G.

O fibrado EG = E costuma-se chamar o fibrado classificante e o quo-
ciente BG = E/G costuma-se chamar o espaço classificante dos fibrados
principais com grupo de estrutura G. Este espaço classificante é único a
menos de tipo de homotopia. Infelizmente, em geral, BG não tem dimensão
finita.
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Exemplos 25.2.

1. Vimos que no caso dos fibrado vectoriais de rank r, o espaço classificante
é a Grassmanniana infinita G̃r(R∞) formada pelos subespaços de R∞ de codi-
mensão r. Como vimos acima, os fibrado vectoriais de rank r são fibrados asso-
ciados a fibrados principais com grupo de estrutura GL(r). De facto, mostra-se
que:

BGL(r) = G̃r(R
∞).

2. A esfera infinita S∞, i.e., o limite directo das esferas de dimensão finita

· · · ⊂ Sd ⊂ Sd+1 ⊂ Sd+2 ⊂ · · ·
pode ser identificada com a esfera unitária em R∞ para o produto interno:

〈(xn), (yn)〉 =

∞∑

n=1

xnyn

(note que, nesta soma, apenas um número finito de termos é não nulo). A
acção natural do grupo Z2 em S∞, é uma acção livre. Como S∞ é contráctil,
conclúımos que EZ2

= S∞ e que:

BZ2
= P∞.

Vimos anteriormente a noção de conexão num fibrado vectorial. Pelo
nosso prinćıpio geral, deve existir uma noção de conexão em fibrados prin-
cipais, pelo menos no caso em que G = GL(r), que determina a conexão no
fibrado associado. De facto, pode-se definir conexões para quaisquer fibrados
principais como iremos ver de seguida.

Definição 25.3. Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal. Uma conexão

de Ehresmann Γ em ξ é uma distribuição H no espaço total P tal que:

(i) H é horizontal: para todo o u ∈ P ,

TuP = Hu ⊕ Tu(Pπ(u));

(ii) H é G-invariante: para todo o g ∈ G e u ∈ P ,

Hug = (Rg)∗Hu,

onde Rg : P → P é a transformação dada por Rg(u) = u · g ≡ ug.

Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal com um conexão Γ. Para
u ∈ P , vamos chamar a Vu ≡ Tu(Pπ(u)) (o espaço tangente à fibra que
contém u) o espaço vertical e a Hu o espaço horizontal. Assim, qualquer
vector tangente v ∈ TuP possui uma decomposição:

v = h(v) + v(v), onde h(v) ∈ Hu, v(v) ∈ Vu.

Como a distribuição da conexão é C∞, qualquer campo vectorial X ∈ X(M)
decompõe-se num campo vectorial horizontal h(X) e num campo vectorial
vertical v(X).

Exemplo 25.4.
Seja M uma variedade diferenciável e ξF = (π,E,M) um fibrado vectorial

sobre M com uma conexão ∇. Consideremos o fibrado ξ = (π, F (E),M) dos
referenciais de ξF : é um fibrado principal com grupo de estrutura GL(r), onde
r = rank ξF . Se u = (v1, . . . ,vr) ∈ F (E) é um referencial, e c : I → M é
uma curva com c(0) = π(u), então os campos vectoriais X1, . . . , Xr ao longo
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de c(t) obtidos por transporte paralelo de v1, . . . ,vr, determinam uma curva
u(t) = (X1(t), . . . , Xr(t)) em F (E). Considerando todas as curvas u(t) obtidas
desta forma, definimos o subespaço:

Hu = {u′(0) ∈ TuF (E) : para todas as curvas u(t)}.

É fácil de ver que a distribuição u 7→ Hu é C∞ e verifica as condições (i) e
(ii) da definição de conexão. Assim, toda a conexão ∇ num fibrado vectorial
determina uma conexão Γ no fibrado dos referenciais.

Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal. A acção de G em P induz
uma acção infinitesimal da sua álgebra de Lie ψ : g → P . Vamos usar a
notação X∗ = ψ(X), para designar o campo vectorial em P determinado
pelo elemento X ∈ g. Este campo é vertical, i.e., h(X ∗) = 0. Para cada
u ∈ P , a aplicação X 7→ X∗

u fornece um isomorfismo linear g ' Vu.
Fixemos uma conexão Γ em P . Chama-se 1-forma da conexão à 1-

forma diferencial ω com valores em g que satisfaz:

ω(v) = X, onde X ∈ g é tal que X∗
u = v(v),

para todo o v ∈ TuP . Note que ω(v) = 0 sse v é um vector vertical, de forma
que ω determina a distribuição. De facto, esta 1-forma caracteriza comple-
tamente a conexão, como mostra a seguinte proposição cuja demonstração
deixamos como exerćıcio:

Proposição 25.5. Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal. Se Γ é uma
conexão em ξ, a 1-forma de conexão ω satisfaz:

(i) ω(X∗) = X, para todo o X ∈ g;
(ii) (Rg)∗ω = Ad(g−1)ω, para todo o g ∈ G.

Reciprocamente, se ω ∈ Ω1(P ; g) satisfaz (i) e (ii), então existe uma única
conexão Γ em P cuja 1-forma de conexão é ω.

Seja Γ uma conexão num G-fibrado principal ξ = (π, P,M). Para definir
a curvatura de Γ, introduzimos a derivada exterior covariante D : Ωk(P ) →
Ωk+1(P ) por:

(Dθ)(X0, . . . , Xk) = (dθ)(h(X0), . . . , h(Xk)), (X0, . . . , Xk ∈ X(P )).

A 2-forma de curvatura de Γ é, então, a forma diferencial Ω ∈ Ω2(P, g)
dada por:

Ω ≡ Dω.

Seja {(Uα, φα)} uma trivialização do G-fibrado principal ξ = (π, P,M). A
trivialização define secções locais sα : Uα → P por sα(p) = φ−1

α (p, e), onde
e ∈ G é a identidade. A 1-forma de conexão ω determina uma famı́lia de
1-formas locais de conexão ωα ∈ Ω1(Uα; g) por:

ωα = (sα)∗ω.

Por seu lado, a 2-forma de curvatura Ω determina 2-formas locais de
curvatura Ωα ∈ Ω2(Uα; g) por:

Ωα = (sα)
∗Ω.
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Exemplo 25.6.
Como vimos no Exemplo 25.4, toda a conexão ∇ no fibrado vectorial π : E →
M determina uma conexão de Ehresmann Γ no GL(r)-fibrado principal dos
referenciais π : F (E) → M . A 1-forma de conexão e a 2-forma de curvatura
de Γ tomam valores na álgebra de Lie gl(r).

Como vimos na Lição 22, uma vez escolhida a trivialização do fibrado vec-
torial π : E → M , a conexão ∇ determina, em cada aberto Uα, uma ma-
triz de 1-formas diferenciais ωα = [ωba] e uma matriz de 2-formas de cur-
vatura Ωα = [Ωba]. Para a trivialização induzida do fibrado dos referenciais
π : F (E) → M , estas matrizes de formas diferencias são, precisamente, as
1-formas locais de conexão e as 2-formas locais de curvatura da conexão Γ.

Tal como no caso de conexões em fibrados vectoriais, temos:

Teorema 25.7. Seja Γ uma conexão num G-fibrado principal ξ = (π, P,M),
com 1-forma de conexão ω e 2-forma de curvatura Ω. Então, são as válidas:

(i) Equação de estrutura: Ω = dω + 1
2 [ω, ω].

(ii) Identidade de Bianchi: dΩ = 0.

Vejamos, agora, a noção de transporte paralelo para uma conexão Γ num
G-fibrado principal ξ = (π, P,M). Se X ∈ X(M) é um campo vectorial na

base M , existe um único campo vectorial X̃ ∈ X(P ) no espaço total, tal
que:

(a) X̃ é horizontal: h(X) = 0;

(b) X̃ é π-relacionado com X.

A X̃ chama-se o levantamento horizontal de X. A proposição seguinte
enumera as principais propriedades dos levantamentos horizontais, e é ime-
diata das definições:

Proposição 25.8. Seja X,Y ∈ X(M) e f ∈ C∞(M). Então:

(i) X̃ + Ỹ é o levantamento horizontal de X + Y ;

(ii) (π∗f)X̃ é o levantamento horizontal de fX;

(iii) h([X̃, Ỹ ]) é o levantamento horizontal de [X,Y ].

Pela propriedade (iii), o campo vectorial

[X̃, Ỹ ] − [̃X,Y ],

é vertical. De facto,temos a seguinte interpretação geométrica da curvatura,
cuja demonstração deixamos como exerćıcio:

Teorema 25.9. Seja Γ uma conexão num G-fibrado principal ξ = (π, P,M),
com 2-forma de curvatura Ω ∈ Ω2(P ; g). Para toda a secção s : U → P ,
definida num aberto U ⊂M , temos que:

(s∗Ω)(X,Y )∗ = [X̃, Ỹ ] − [̃X,Y ].

Uma conexão plana é uma conexão para a qual a curvatura é nula:

Ω ≡ 0. Como os levantamentos horizontais X̃ de campos X ∈ X(M) geram
a distribuição horizontal da conexão, obtemos:

Corolário 25.10. Uma conexão é plana sse a distribuição horizontal é in-
tegrável.
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Para definirmos o transporte paralelo precisamos de fazer levantamentos
horizontais de curvas c : I →M de classe C1: uma curva u : I → P de classe
C1 diz-se um levantamento horizontal da curva c(t), se π(u(t)) = c(t) e
u(t) é uma curva horizontal (i.e., é tangente à distribuição horizontal).

Proposição 25.11. Seja Γ uma conexão num G-fibrado principal ξ =
(π, P,M). Se c : I → M é uma curva de classe C1 e u0 ∈ π−1(c(0)) existe
um único levantamento horizontal u : I → P de c(t) tal que u(0) = u0.

Demonstração. Pela trivialidade local do fibrado, podemos levantar c(t)
numa curva v : I → P , tal que v(0) = u0 e π(v(t)) = c(t). O levanta-
mento horizontal u : I → P , caso exista, é da forma:

u(t) = v(t)g(t),

onde g : I → G é uma curva de classe C1 em G tal que g(0) = e. Se ω é a
1-forma de conexão, diferenciando esta relação, vemos que:

ω(u̇(t)) = Ad(g(t)−1)ω(v̇(t) + g(t)−1ġ(t),

onde t 7→ g(t)−1ġ(t) ≡ dg(t)Lg(t)−1 ġ(t) é uma curva na álgebra de Lie g. A
curva u(t) é horizontal sse

g(t)−1ġ(t) = −Ad(g(t)−1)ω(v̇(t).

A proposição segue-se do lema seguinte, cuja demonstração deixamos como
exerćıcio:

Lema 25.12. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Se t 7→ X(t)
é uma curva cont́ınua em g, então existe uma única curva g : I → G de
classe C1, com g(0) = e, que satisfaz:

g(t)−1ġ(t) = X(t), (t ∈ [0, 1]).

�

Assim, dada uma curva c : I → M , podemos definir o transporte par-
alelo τt : Pc(0) → Pc(t) por:

τt(u0) = u(t),

onde u(t) é o único levantamento horizontal u : I → P de c(t) tal que
u(0) = u0. Note que podemos definir o transporte paralelo ao longo de
curvas seccionalmente C1, fazendo o transporte paralelo sucessivamente ao
longo das suas componentes de classe C1.

O transporte paralelo é um isomorfismo das fibras, pois temos:

Proposição 25.13. O transporte paralelo ao longo de uma curva c : I →M
seccionalmente C1 comuta com a acção de G:

τt ◦Rg = Rg ◦ τt, ∀g ∈ G.

Temos, ainda, que:

(i) τ1 é um isomorfismo com inverso o transporte paralelo ao longo da
curva c̄(t) ≡ c(1 − t).

(ii) Se c1 e c2 são curvas seccionalmente C1 e c1(1) = c2(0), então o
transporte paralelo ao longo da concatenação c1 · c2 é a composição dos
transportes paralelos.
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Demonstração. Para a primeira afirmação, basta observar que Rg leva cur-
vas horizontais em curvas horizontais. O resto é óbvio. �

Assim, se Γ é uma conexão num G-fibrado principal ξ = (π, P,M), pode-
mos definir o grupo de holonomia de Γ com ponto base p0 ∈ M , como
sendo o conjunto dos isomorfismos τ1 : Pp0 → Pp0 obtidos por transporte
paralelo ao longo de curvas c : I → M com c(0) = c(1) = p0. Designamos
este grupo por Φ(p0).

Fixando um ponto u0 ∈ π−1(p0), um elemento τ ∈ Φ(p0) é da forma
τ(u) = u0g, para algum elemento g ∈ G. Desta forma, obtemos um
isomorfismo entre Φ(p0) e um subgrupo Φ(u0) ⊂ G. Dados dois pontos
u0, u

′
0 ∈ π−1(p0) existe um elemento g0 ∈ G tal que u′0 = u0g0, logo

Φ(u′0) = g0Φ(u0)g
−1
0 .

Assim, os subgrupos Φ(u), para u ∈ π−1(p0) são todos conjugados. Pode-se,
ainda, mostrar o seguinte resultado fundamental:

Teorema 25.14 (Ambrose-Singer). Seja Γ é uma conexão num G-fibrado
principal ξ = (π, P,M). Para qualquer u ∈ P , designe por P (u) ⊂ P o
conjunto dos u′ ∈ P que podem ser unidos a u por uma curva horizontal. O
grupo de holonomia Φ(u) é um subgrupo de Lie de G, com álgebra de Lie:

{Ωu′(v,w) : v,w ∈ Hu′ , u
′ ∈ P (u)} ⊂ g.

Seja ξ = (π, P,M) um G-fibrado principal e ρ : G → GL(r) uma rep-
resentação de G, de forma que temos uma acção linear de G em Rr. O
fibrado associado ξRr = (π,E,M) é, pois, um fibrado vectorial. O trans-
porte paralelo em ξ induz uma operação de transporte paralelo em ξRr como
passamos a explicar.

Se c : I →M é uma curva seccionalmente de classe C 1, um levantamento
horizontal de c(t) no fibrado associado é, por definição, uma curva v(t) ∈ E
da forma:

v(t) = [(u(t),v)] ∈ P ×G Rr ≡ E,

onde u(t) é um levantamento de c(t) em P . É fácil de ver que, para qualquer
v0 ∈ Ec(0), existe um único levantamento horizontal v(t) de c(t) tal que
v(0) = v0. Pelo procedimento usual, obtemos o transporte paralelo ao
longo de c(t), agora, no fibrado associado: τt : Ec(0) → Ec(1).

Seja s um secção do fibrado associado. Se v ∈ TpM seja c : I → M
uma curva de classe C1 tal que c(0) = p e ċ(0) = v. Definimos a derivada
covariante ∇vs de s na direcção de v por:

∇vs ≡ lim
t→0

1

t

[
τ−1
t (s(c(t)) − s(p)

]
∈ Ep.

Se X ∈ X(M) é um campo vectorial, então definimos a derivada covariante
duma secção s ao longo de X, como sendo a secção dada por:

(∇Xs)(p) ≡ ∇Xps.

Como não poderia deixar de ser, temos:
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Proposição 25.15. A derivada covariante ∇ : X(M)×Γ(E) → Γ(E) asso-
ciada à conexão Γ em ξ define uma conexão ∇ no fibrado vectorial associado
ξRr . Reciprocamente, toda a conexão ∇ no fibrado vectorial associado ξRr

define uma conexão Γ no fibrado principal ξ. Estas correspondências são
inversas uma da outra.

A correspondência entre conexões num fibrado principal e no fibrado vec-
torial associado, sugere que a teoria de classes caracteŕısticas para fibra-
dos vectoriais, que estudámos na Lição anterior, deve-se generalizar a fi-
brados principais. De facto, se Γ é uma conexão num G-fibrado principal
ξ = (π, P,M), então definimos o homomorfismo de Chern-Weil

Ik(G) → H2k(M), P 7→ [P (Ωk)],

de forma análoga ao que fizemos no caso de fibrados vectoriais. Mais uma
vez, este homomorfismo é independente da conexão e pode, então, ser uti-
lizado para construir classes caracteŕısticas.

Por exemplo, se ξ é um fibrados principal com grupo de estruturaGL(r,R)
as classes de Pontrjagin de ξ obtêm-se tomando os polinómios simétricos
elementares:

pk(ξ) ≡
1

(2π)2k
[σ2k(Ω

2k)] ∈ H4k(M).

De igual forma, se ξ é um fibrados principal com grupo de estruturaGL(r,C)
as classes de Chern de ξ obtém-se tomando

ck(ξ) ≡
1

(2iπ)k
[σk(Ω

k)] ∈ H2k(M).

Na verdade, esta é a abordagem geométrica às classes caracteŕısticas. Ex-
iste também uma abordagem topológica, que recorre à classificação de fibra-
dos principais. Para um grupo de Lie G, definem-se, primeiro, certas classes
de cohomologia naturais no espaço classificante BG, e que correspondem a
classes caracteŕısticas universais do fibrado classificante EG → BG. Para
um fibrado principal ξ = (π, P,M) com grupo de estrutura G, definem-se
as classes caracteŕısticas tomando os pull-backs pela aplicação classificante
ψ : M → BG das classes caracteŕısticas do espaço classificante. Isto per-
mite precisar as classes caracteŕısticas, pois elas são agora classes nos grupos
abelianos H•(M,Z), em vez de classes nos espaços vectoriais H •(M) (i.e.,
podem ter torção).

Exerćıcios.

1. Seja G um grupo de Lie compacto, não trivial. Mostre que não existe uma
variedade (de dimensão finita) contráctil, com uma acção livre de G.

2. Seja G = S1. Mostre que EG = S∞ e que BG = CP∞.

3. Seja Γ uma conexão num G-fibrado principal ξ = (π, P,M), com 2-forma de
curvatura Ω ∈ Ω2(P ; g). Para toda a secção s : U → P , definida num aberto
U ⊂M , mostre que:

(s∗Ω)(X,Y )∗ = [X̃, Ỹ ] − [̃X,Y ].
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4. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Se t 7→ X(t) é uma curva
cont́ınua em g, mostre que existe uma única curva g : I → G de classe C1, com
g(0) = e, que satisfaz:

g(t)−1ġ(t) = X(t), (t ∈ [0, 1]).

5. Demonstre a correspondência entre conexões em fibrados vectoriais e conexões
em fibrados principais dada pela Proposição 25.15.

6. Forneça os detalhes da construção do homomorfismo de Chern-Weil no caso
dos fibrados principais.
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