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PREFACIO

Estas sao notas da cadeira de Geometria Diferencial da Licenciatura em
Matematica Aplicada e Computacao e do Mestrado em Matematica Apli-
cada do IST, leccionada por mim nos anos lectivos 2002/2003 e 2003,/2004.
Este cadeira funciona no 4° ano da licenciatura, e pressupoe conhecimentos
bésicos de algebra, analise e topologia, para além de um curso introdutério
de geometria Riemanniana.

O meu objectivo, ao escrever estas notas, foi o de fornecer uma versao
escrita das aulas leccionadas. Isto possibilita aos alunos dedicarem mais
atengao as aulas, sem se preocuparem em escrever 0s seus apontamentos, e,
simultaneamente, fornece um guia para a matéria leccionada. Estas notas
nao substituem a consulta da literatura recomendada. Pelo contrario, pre-
tendem ser um estimulo para os alunos consultarem as excelentes referéncias
que constituem a literatura recomendada. Como nao podia deixar de ser,
estas notas seguem, frequentemente, as exposicoes de algumas dessas obras.

Cada uma das Ligbes que constituem estas notas corresponde, de facto,
a uma aula do curso (duragao aproximada de 1h30m). No entanto, existem
ligoes que incluem mais material do que outras, o que reflecte os diferentes
ritmos impostos em cada aula. Os exercicios no final de cada Licao sao parte
integrante do curso, e nunca é demais insistir que a Matemaética se aprende
praticando. Estes exercicios contém, frequentemente, resultados que foram
referidos (mas nao demonstrados) nas aulas, e que sdo utilizados mais tarde.
O grau de dificuldade dos exercicios ndo € homogéneo.

Sendo esta a primeira versdo das notas, elas contém demasiados erros
e omissoes. Alguns deles foram detectados pelos alunos que frequentaram
a cadeira, e que também fizeram criticas ao texto. Estou particularmente
grato aos alunos Ana Rita Pires, Miguel Negrao, Miguel Olmos, Ricardo
Inglés e Ricardo Joel, bem como ao meu colega José Natdrio. O autor
agradece que lhe seja comunicado quaisquer erros, bem como sugestoes para
melhorar estas notas.

Rui Loja Fernandes
rfern@math.ist. utl.pt
Departamento de Matematica, IST
Lisboa, 19 de Dezembro de 2003






PARTE I. Fundamentos de Variedades Diferenciaveis

A nogao de variedade diferencidvel formaliza o conceito de um espago que
localmente é como um espago euclidiano, quer do ponto de vista topolégico,
quer do ponto de vista da sua estrutura diferenciavel. Esta nocao é uma
abstraccao das nocGes usuais de curva e superficie em R"™. A geometria
diferencial ocupa-se do estudo das variedades diferencidveis. Veremos que,
por um lado, muitas das construcoes da andlise infinitesimal (i.e., do calculo)
podem ser extendidas do espaco euclidiano a qualquer variedade. Por outro
lado, a andlise global em variedades requer técnicas e métodos novos, e
mesmo as questoes mais elementares resultam muitas vezes em problemas
em aberto.

Nesta primeira série de licoes pretendemos introduzir alguns conceitos el-
ementares, que estao na base da geometria diferencial, e que nos ajudarao a
ficar familiarizados com a nocao de variedade. Os conceitos e ideias princi-
pais a reter sao:

e Na Licao 1: espaco localmente euclidiano e variedade diferencidvel
(os nossos objectos). Aplicagao diferencidvel (os nosso morfismos).
Partigcao da unidade (uma técnica de “colagem”).

e Na Licao 2: vector tangente, espaco tangente (0s objectos infinitesi-
mais) e diferencial (os morfismos infinitesimais).

e Na Ligao 3: classes importantes de aplicacoes diferenciaveis: imersoes,
submersoes e difeomorfismos locais. Subvariedades (os sub-objectos).

e Na Licao 4: variedades mergulhadas. O Teorema de Whitney, que
mostra que toda a variedade é mergulhada nalgum R".

e Na Licao 5: folheagdes (uma particdo de uma variedade em subvar-
iedades), generalizagdo muito 1til da nocao de variedade.

e Na Ligao 6: quocientes de variedades.






LIGAO 1. VARIEDADES E APLICAGOES DIFERENCIAVEIS

Recordemos que R? = {(xl,...,a:d) cxl L at e IR{} designa o espaco

euclidiano de dimensao d. Vamos adoptar a convengao de designar também
por z¢ : RY — R a funcdo coordenada i. Um espaco localmente euclid-
iano de dimensao d é um espago topolégico M em que cada ponto p € M
possui uma vizinhanca U C M homeomorfa a um aberto de R¢.

M

A\

Rd

Ao homeomorfismo ¢ : U — R? chamamos um sistema de coorde-
nadas ou carta, s funcdes ¢' = 2% o0 ¢ chamamos fungoes coordenadas,
e designamos o sistema de coordenadas abreviadamente por (U, ¢). Muitas
vezes escrevemos x' em vez de ¢', e denotamos o sistema de coordenadas
por (U,z',...,2%). Um sistema de coordenadas (U, ¢) diz-se centrado num
ponto p € M se ¢(p) = 0.

Definigio 1.1. Uma estrutura diferencidvel de classe C* (1 < k < oo)
num espaco localmente euclidiano M de dimensdo d, € uma colec¢do de
sistemas de coordenadas C = {(Uy, ¢o) : @ € A} que satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) {Uq : v € A} € uma cobertura aberta de M, i.e., |Jycq Ua = M;
(ii) As fungoes de transicdo ¢, o qbgl sio de classe C* para quaisquer
a,BeA;
(i1i) A colec¢ao C € mazximal: se (U, @) € um sistema de coordenadas com

a propriedade de que ¢ o ¢,' € o 0 ¢! sdo de classe C* para todo o
a € A, entao (U,¢) €C.

A um par (M,C) chamamos uma variedade diferencidvel de dimensdo d.

A uma colecgao de sistemas de coordenadas que satisfaz (i) e (ii) chamamos
um atlas. Para todo o atlas Co = {(Un, o) : @ € A}, existe um tunico at-
las maximal (i.e., uma estrutura diferenciavel) C que o contém: basta tomar
para C a colecgao de todos os sistemas de coordenadas (U, ¢) tais que ¢pog¢?
e ¢ 0 ¢~ ! sdo de classe CF.

Podemos ainda considerar wvariedades analiticas, em que as funcgoes de
transicao sao analiticas, ou variedades compleras, modeladas no espago eu-
clidiano R?¢ ~ C%, em que as funcdes de transicdo sdo funcoes holomorfas.
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Nesta notas, vamos concentrar-nos no estudo de variedades diferenciaveis
de classe C'*°, que chamaremos variedades regulares, variedades suaves, ou
simplesmente variedades. Vejamos alguns exemplos simples.

EXEMPLOS 1.2.

1. A estrutura diferencidvel standard do espago euclidiano R? € a colecgio
de coordenadas mazximal que contém o sistema de coordenadas (R%), onde
i:R?*— R € a aplicacdo identidade.

2. A esfera d-dimensional € o conjunto

d+1

S? = {z e R4 : Z(wZ)Q =1}

i=1

A esfera S* ¢ RY, com a topologia relativa, é um espaco localmente euclidiano:
se N =1(0,...,0,1) ¢ S =(0,...,0,—1) designam os pdlos norte e sul, entio
obtemos dois sistemas de coordenadas (S* — {N},7n) e (S* — {S},7s), onde
TN e mg designam as projecgoes estereograficas por N e S.

S

As fungées de transigdo para estes sistemas de coordenadas sdo C*°. A
estrutura diferencidvel standard na esfera obtém-se considerando a colecgao de
coordenadas maximal que contém estes dois sistemas de coordenadas.

8



3. O espago projectivo d-dimensional € o conjunto
P? = {L C R™L: L € uma recta pela origem} .

Podemos identificar P4 com o quociente R4t — {0}/ ~, onde ~ ¢ a relagdo
de equivaléncia:

(°,..., 2% ~ (10, ..., y?Y) se e s se (2°,...,29) = \(3°,...,y%),

para algum nimero real X € R com A # 0. O espago P?, com a topologia
quociente, € um espacgo localmente euclidiano de dimensdao d: designando por

[0 : --- 1 29 a classe de equivaléncia de (2°,...,2%) € R, para cada
a=0,...,n temos um sistema de coordenadas (Uy, o) onde:
Uog = {[2°: 2% : 2% £ 0},
0 a d
d d x x x
bo Uy —RE 20 iz ]H(x—a,,x—a,,x—a)

(o sinal @ significa que omitimos o termo a). As fungdes de transi¢io para
estes sistemas de coordenadas sao C*°. A estrutura diferencidvel standard no
espaco projectivo obtém-se considerando a colecgao de coordenadas mazimal
que contém estes sistemas de coordenadas.

4. Se M € uma variedade d-dimensional com estrutura diferencidvel C e U C
M ¢é um aberto, entao U € uma variedade d-dimensional com estrutura dife-
rencidvel

CU = {(Uoz N U7 (baanﬂU) : (U7 (ba) € C} .

5. Se M e N sao variedades diferencidveis, entao o produto cartesiano M x
N € uma variedade diferencidvel: em M x N consideramos a colec¢ao maximal
que contém os sistemas de coordenadas da forma (Uy X Vg, ¢ X 93), onde
(Ua, 9a) € (Va,103) sao sistemas de coordenadas das estruturas diferencidveis
de M e N, respectivamente. Deve ser claro que dim M x N = dim M +dim N.
De forma andloga, se M, ..., My sao variedades diferencidveis de dimensées
di,...,di podemos definir uma estrutura diferencidvel no produto cartesiano
My X -+ X My, de dimensao dy + - - -+ dy. Por exemplo, o toro d-dimensional
T¢=S! x ... xS! e 0s cilindros R* x S sdo variedades diferencidveis.

Adoptamos, daqui em diante, a seguinte convengao:

Todas as variedades sao Hausdorff e possuem uma base de
abertos contdavel.

Deve-se observar que é, por vezes, interessante estudar variedades nao-
Hausdorff. Estas surgem naturalmente, por exemplo, no estudo de quo-
cientes, como veremos mais tarde na Licdo 6. As variedades que nao pos-
suem uma base de abertos contavel correspondem a situacoes bastante mais
patolégicas, como ilustramos no préximo exemplo.

ExEmpPLO 1.3.

Seja M = R? com a topologia gerada pelos conjuntos da forma U x {y}, onde
U CR éabertoey € R. O espago M € localmente euclidiano, com sistemas de
coordenadas (U x {y}, ¢,), onde ¢y(x,y) = x. Como as fun¢ées de transicdo
sio de classe C™, obtemos uma estrutura diferencidvel de dimensdo 1 em R?
e distinta da usual. Esta variedade nao tem uma base contavel de abertos.
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Definigao 1.4. Sejam M e N wvariedades diferencidveis.
(i) Uma aplicagao f : M — R diz-se uma fungdo diferencidvel se
fog™! € de classe C™, para todos os sistemas de coordenadas (U, ¢).
(i) Uma aplicagao ¥ : M — N diz-se uma aplicagdo diferencidvel se
ToWoo¢ ! éde classe C*, para todos sistemas de coordenadas (U, ¢)

de M e (V,7) de N.

A uma aplicagao diferencidvel ¥ : M — N bijectiva, com inversa difer-
encidvel, chamamos um difeomorfismo.

Para verificar se uma aplicagdo ¥ : M — N ¢ diferencidvel basta verificar
se, para cada p € M, existem sistemas de coordenadas (U, ¢) de M e (V,7)
de N, com p €U e ¥(p) €V, e tais que 7o ¥ o ¢! é de classe C°.

O conjunto das aplicagoes diferenciaveis entre duas variedades M e N
serd designado por C*°(M;N). No caso N = R, o conjunto das fungoes
diferenciaveis f : M — R sera designado por C*°(M) em vez de C*°(M;R).

ExXEMPLOS 1.5.

1. Claramente, a composicao de duas aplicacoes diferencidveis € uma aplicacao
diferencidvel e a aplicagcao identidade M — M € diferencidvel. As variedades
e as aplicacoes diferencidveis formam pois a categoria diferencidvel.

2. Qualquer funcio F : U — R de classe C*>® num aberto Rt 5 U > S¢
induz, por restricdo, uma funcio f : S* — R de classe C*>. Reciprocamente,
toda a funcdo f : ST — R de classe C* ¢ a restricio de wma func¢io F : U — R
de classe C™ definida num aberto R4+ 5 U > S,

3. A aplicacdo 7 : S* — P?¢ definida por:

a(z® .. 2 =202,

¢ uma aplicagio diferencidvel. Qualquer func¢io F : ST — R de classe C™, que
seja invariante por inversio F(—z) = F(z), induz uma funcdo f: P4 — R de
classe C*°. A funcao f € a unica funcdo que torna comutativo o diagrama:

sd _”>Pd

N

R

Reciprocamente, toda a funcdo em C>(P9) ¢ desta forma.

Se M ¢é uma variedade e f € C°°(M), definimos o suporte de f como
sendo o conjunto fechado

sup f = f~H(R - {0}).
Recordemos ainda que uma colecgao {S, : « € A} de subconjuntos de M diz-

se localmente finita se, para todo o p € M, existe uma vizinhancap € O C M
tal que O N S, # () para apenas um nimero finito de o € A.

Definicao 1.6. Uma particao da unidade numa variedade M € uma
colec¢do {¢; :i € I} C C°(M) que satisfaz:
(i) a colecg¢ao de suportes {sup ¢; : i € 1} é localmente finita;
(ii) ¢i(p) >0 e >, di(p) = 1 para todo o p € M.
10



As partigoes da unidade sdo utilizadas para “colar” propriedades locais
(i.e., que se verificam em dominios de coordenadas), dai resultando pro-
priedades globais da variedade.

Uma partigao da unidade {¢; : ¢ € I} diz-se subordinada a uma cobertura
{Uy : v € A} de M se, para cada i € I, existe um « € A tal que sup ¢; C U,,.

Teorema 1.7 (Existéncia de Parti¢oes da Unidade). Seja M wma varieda-
de diferencidvel e {U, : o« € A} uma cobertura aberta de M. Entdo existe
uma particio da unidade contdvel {¢;:1=1,2,...}, subordinada a cober-
tura {U, : a € A}, com sup ¢; compacto para todo o i.

Demonstracdo. Necessitamos dos seguintes factos, cuja demonstragao deix-
amos como exercicio:

(a) Toda a cobertura aberta de uma variedade M possui um refinamento
aberto, contavel, localmente finito, e com fecho compacto.

(b) Toda a cobertura aberta de uma variedade M possui uma sub-cobertura
contavel.

(c) Existe uma funcido ¢ € C®(RY) tal que ¢p(z) = 1, se = € B1(0), e
¢(z) =0, se z € Ba(0)°.

Por (a), podemos supor que a cobertura {U, : a € A} é localmente finita,

contavel, e que os U, sao compactos. Dado p € U,, podemos escolher
um sistema de coordenadas (V,, ) centrado em p, com V), C U,, e tal que

By(0) € 7(V},). Se ¢ é a fungao de (c), definimos:

¢or, em V),

wp =
0, em M — V).

Observe-se que a funcao 1, assume o valor 1 num aberto W,, C V,, contendo
p. Como {W,, : p € M} é uma cobertura aberta de M, por (b), existe uma
sub-cobertura contavel {W, ,Wp,,...}, que ainda cobre M. A cobertura
{Vo1, Vs, ...} é localmente finita, subordinada & cobertura {U, : o € A}, e
com 0s Vm compactos.

Assim, a funcéo

+oo
Y= Z Vpis
i=1
estd bem definida, é C*°, e ¢(p) > 0 para cada p € M. Se definirmos:
U,
¢i = =+,
(G
entao as fungoes {¢1, P2, . .. } formam uma parti¢ao da unidade, subordinada
a cobertura {U, : a« € A}, e com sup ¢; compacto para todo o i € I. O

Se ndo exigirmos que os suportes sejam compactos podemos obter uma
particao da unidade com o mesmo conjunto de indices:

Coroldrio 1.8. Seja M uma variedade diferencidvel e {Uy : oo € A} uma
cobertura aberta de M. Entao existe uma particio da unidade {¢o : o € A}
tal que sup ¢, C U, para todo o o € A.

11



Demonstracao. Pelo teorema existe uma particao particao da unidade con-
tavel {1; : i =1,2,...} subordinada & cobertura {U, : « € A}. Para cada i
escolhemos um o = « (i) tal que sup; C Uq(i)- Entao vemos que as fungoes

> a(i)=a Vis se {itali) =a} # 0,
¢o¢ =

0 caso contrario,

formam uma particdo da unidade, com sup ¢, C U,, paratodooa € A. [

Corolario 1.9. Seja FF C O C M, com O aberto e F fechado. Fxiste uma
fungio ¢ € C°(M) tal que:

(i) 0 < ¢(p) <1 para todo o p € M;

(i) (p) =1 sep € F;
(#ii) sup ¢ C O.

Demonstragao. Os abertos {O, M — F'} formam uma cobertura aberta de
M. Pelo coroldrio anterior, existe uma particao da unidade {¢,1} com
supp C O e supyp C M — F. A funcao ¢ satisfaz (i)-(iii). O

EXERCICIOS.

1. Mostre que uma variedade é um espago normal. Conclua que uma variedade
é metrizavel.

2. Mostre que uma variedade é um espago localmente compacto.

3. Mostre que uma variedade é localmente conexa por arcos, e que uma var-
iedade conexa é conexa por arcos.

4. Mostre que toda a cobertura aberta de uma variedade M possui uma sub-
cobertura contéavel.

5. Mostre que toda a cobertura aberta de uma variedade M possui um refina-
mento aberto, contavel, localmente finito e com fecho compacto.

6. Mostre que existe uma funcio ¢ € C*°(R?) tal que 0 < ¢(z) < 1 e:

1 se |z] <1

¢(z) =

0 se |z] > 2

12



7. Complete os detalhes do Exemplo 1.2.2 da esfera S? (calcule as funcdes de
transigdo para as projecgoes estereograficas e verifique que sao C'*).

8. Complete os detalhes do Exemplo 1.2.3 do espaco projectivo P4 (calcule as
fungoes e verifique que sdo C°). Mostre ainda que:
(a)P! é difeomorfo a S!;
(b)P4 — P4=1 § difeomorfo ao disco aberto D" = {z € R? : ||z|| < 1}
(identifique P4~ com o subconjunto {[z° : ---: 2] : 2¢ = 0} C P9).

9. Seja M C R™ um subconjunto que satisfaz a seguinte propriedade: para
cada p € M, existe um aberto U C R™ que contém p e um homeomorfismo v :
V — MNU, onde V C RF é um aberto, tal que ¢ é uma aplicaco diferencidvel
e para todo o ¢ € V a derivada 1'(q) : R¥ — R™ §é injectiva. Mostre que M
é uma variedade de dimensao k. Diz-se que M é uma k-superficie em R" e
que Y é uma parametrizagao de M. No caso k = 1, dizemos que M é uma
curva, no caso k = 2 dizemos que M é uma superficie, e no caso k =n — 1
dizemos que M é uma hipersuperficie.

10. Seja M C R™ um subconjunto que satisfaz a seguinte propriedade: para
cada p € M, existe um aberto U C R" que contém p e um difeomorfismo
® : U — V para um aberto V' C R”, tais que:

CID(UQM):{qGV:qu:---:q”:O}.

Mostre que M é uma variedade de dimensao k (de facto, M é uma k-superficie
em R"; cf. exercicio anterior).

L1¢AO 2. ESPAGO TANGENTE E DIFERENCIAL

O espaco tangente a R% num ponto p € R? é definido como sendo o
conjunto

TR = {(p,l_f) L Te Rd}.

Rd

y
p

Este espaco tangente admite uma estrutura de espago vectorial real, em
que a adicao é definida por:

(p7 171) + (p7172) = (pvgl + 772)7
13



e a multiplicacao por escalares é dada por:
Ap, V) = (p, AD).

E claro que temos um isomorfismo natural Tde ~ R? mas, em muitas
situacoes, é preferivel pensarmos em Tde como o conjunto dos vectores
com origem em p.

Esta distingdo é ainda mais clara no caso de uma k-superficie S C R"
(cf. Exercicio 9 da Ligao 1). Neste caso, podemos definir o espago tangente
a S num ponto p € S, como sendo o subespaco T,,S C T,R", formado

pelos vectores tangentes (p, ¥), para os quais existe uma curva diferencidvel
c:(—g,e) = R" comc(t) € S, ¢(0) =ped(0)=70.

A

Rd

-y

Observe ainda que um vector tangente (p,?) actua nas fungoes difer-
enciaveis definidas numa vizinhanca de p. De facto, se f : U — R é uma
funcao diferencidvel num aberto U que contém p, podemos escolher uma
curva diferencidvel ¢ : (—e,e) — U, com ¢(0) = p e ¢/(0) = ¥, e definimos:

(0, 7)) = 57 0 cl0).

Esta operacao nao depende da escolha de c¢. De facto, esta definigdo nao é
mais que a derivada direccional de f em p na direccao v.

Vamos agora definir o espaco tangente a uma variedade diferenciavel M
num ponto p € M. E possivel fornecer varias descrigoes distintas deste
espaco tangente, e que correspondem a diferentes pontos de vista, todos eles
luteis. Fornecemos aqui trés descrigoes, ficando como exercicio mostrar que
estas sao todas equivalentes.

Descrigao 1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao d, com estru-
tura diferencidvel C = {(U,, ¢o) : @ € A}. A cada ponto p € M, gostariamos
de associar uma cépia de R%, sendo que cada elemento ¥ € R? devers repre-
sentar um vector tangente. E claro que se p € U,, o sistema de coordenadas
$q fornece uma identificacdo de uma vizinhanca de p com R?. Diferentes sis-
temas de coordenadas fornecem identificacGes distintas, estando estas iden-
tificacOes relacionadas pelas fungoes de transicao.

Assim, vamos considerar triplos (p,a,7) € M x A X R¢, e no conjunto
destes triplos tomamos a seguinte relagao de equivaléncia:

[p,a,ﬁ] = [q,ﬁ,u_;] sse bp=gq ¢ (gbaogbgl),(p)-w:ﬁ.
14
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Um vector tangente a M num ponto p € M é uma classe de equivalén-
cia [p, a, 9], e o conjunto dos vectores tangentes em p é o espago tangente
em p:

T,M = {[p,a,ﬁ] ca€e A ve Rd}.

Deixamos como exercicio simples verificar que T),M possui uma estrutura
natural de espago vectorial, e que temos ainda um isomorfismo T),M ~ R?,
mas este isomorfismo depende agora do sistema de coordenadas utilizado.

Descricao 2. Fixemos p € M. Para esta segunda descricao, vamos consid-
erar curvas diferencidveis ¢ : (—e,e) — M, com ¢(0) = p. Vamos ainda
identificar duas curvas ¢ e ¢z se, para algum sistema de coordenadas (U, ¢)
com p € U, temos

Spoe)(0) = H(B0e)0).

E claro que, se esta condicdo se verifica para um sistema de coordenadas,
entao também se verifica para todos os outros sistemas de coordenadas da
estrutura diferenciavel.

M .\¢

Rd .
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Chamamos entao vector tangente num ponto p € M a uma classe de
equivaléncia de curvas [¢]. O conjunto dos vectores tangente a M num ponto
p formam o espago tangente T,/ no ponto p. Mais uma vez, deixamos
como exercicio simples verificar que o espago tangente possui uma estrutura
de espago vectorial, e que T}, M é isomorfo a R? (um isomorfismo que depende
da escolha de um sistema de coordenadas).

Descricao 3. As duas descrigbes anteriores utilizam sistemas de coorde-
nadas. A vantagem da descricdo seguinte é que nao recorre a sistemas de
coordenadas. Esta serd a nossa descricao definitiva do espaco tangente e
deixamos como exercicio verificar que todas estas descrigoes sao equivalentes.

Mais uma vez fixamos um ponto p € M e consideramos fungoes diferen-
ciaveis definidas numa vizinhanca de p. Dadas duas funcoes diferencidveis
f:U—-Reg:V — R, onde U e V sao abertos contendo p, dizemos
que elas definem o mesmo germe em p, se existe um aberto W C U NV
contendo p e tal que

flw = glw.

Designamos por G, o conjunto dos germes no ponto p. Este conjunto pos-
sui uma estrutura de dlgebra sobre R, ja que se define adicao, produto, e
multiplicacao por escalares, de forma dbvia:

]+ 19l = [f + 9],
[f1lg] = [f4],
AlfT = [A S

Observe-se, ainda, que faz sentido falar no valor de um germe [f] € G, no
ponto p, nomeadamente f(p). Por outro lado, nao faz sentido falar no valor
de [f] € G, em pontos ¢ # p.

Definigao 2.1. Um wvector tangente num ponto p € M é uma derivagdo
linear de Gy, i.e., € uma aplicagdo v : G, — R, tal que:

(1) v(If]1+ Mgl) = v([f]) + Av(lg]);
(ii) v([fllg]) = v([fDgp) + f(p)v(lg);

Chama-se espago tangente ao conjunto dos vectores tangente no ponto p
e designa-se por T, M.

O espago tangente possui uma estrutura natural de espago vectorial real,
pois se vi,va € T, M sao derivagoes lineares, entao vi + Avy também ¢ uma
derivacao linear, para todo o ntimero real A € R.

ExXEMPLO 2.2.

Seja (U,¢) = (U,xt,... 2%) um sistema de coordenadas em M com p € U.
Definimos os vectores tangentes % » € T,M, 1 =1,...,d, como sendo as
derivagoes

9 _O(fooh)
py p([f]) = o

#(p)

621' » corresponde a direcgcao obtida variando a

coordenada i e congelando todas as outras coordenadas
16
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Para verificar que a dimensao de T),M ¢ igual a dim M, vamos considerar
os germes de fungoes que se anulam em p

My ={[f] € Gp: f(p) =0},

E f4cil verificar que M, C G, é um ideal maximal de G,. Definindo as
poténcias
My =My M,,
—_——
k
obtemos uma torre de ideais:

GpOMDM2D - DMED ..

Observe que o ideal ./\/l’; nao é mais que o conjunto dos germes de fungoes
que sdo zero em p até ordem k: se [f] € ./\/l]; e (U,¢) é um sistema de
coordenadas centrado em p, entdo a funcio f o ¢~ ! tem todas as derivadas
em p, de ordem menor ou igual a k, nulas.

Teorema 2.3. O espago tangente T,M € isomorfo a (My/M2)* e tem
dimensdao dim M.

Demonstragao. Observe que, se [¢] € G, é o germe da fungdo constante
f(z) = ¢, entdo v([c]) = 0, para todo o vector tangente v € T),M. De facto,
temos que

v([e]) = ev([1]),
e que
v([1]) = v([1[1]) = Tv([1]) + 1v([1]) = 2v([1]),
logo v([1]) = 0. Assim, se [f] € G, e ¢ = f(p), vemos que

v([f]) = v([f1 = [e]),

donde v fica completamente determinado pelos valores que toma em M,,.
Por outro lado, as derivacoes anulam-se nos germes de ./\/112,, pois se f(p) =
g(p) =0, entao

v([f1lg]) = v([fDg(p) + f(p)v(lg]) = O.

Assim, todo o v € T, M determina uma transformacao linear M, — R,
que é zero em ./\/112,. Reciprocamente, dada uma transformacao linear L €
(Mp/M2)*, definimos v : G, — R por

v([f]) = L(f = [ ()

E claro que v é um transformacao linear, e verificamos facilmente que é uma
. ~ , . 2\ %
derivagao. Conclufmos, pois, que T, M =~ (M, /M3)*.
Para verificar a dimensao de 7, M, consideramos um sistema de coorde-
nadas (U, $1, oo ,xd) centrado em p, e mostramos que os vectores tangentes

% GTPM7 Z.Zl,...7d,
P
formam uma base para T,M. Se f : U — R ¢ uma funcao diferencidvel,

entdo fo ¢! : R — R é uma funcio diferencidvel numa vizinhanca da
17



origem. Esta fungdo admite a expansao:

fool(z) = Z 0)z" —i—Zg,j )a'ad,

onde os g;; sao fungoes diferencidveis numa vizinhanca de origem. Assim,
compondo com ¢, obtemos a seguinte expansao valida para qualquer g € U:

d o) -1 . .
> 20 i+ Y by @ o)
i=1 1,J

onde h;; € C*(U). Concluimos que, para qualquer vector tangente v &

T,M,

#(p)

d o o1 '
e A Ak A )

-1 #(p)

.

ou seja que:

d
V= |
i=1

onde a’ = v([z!]). Isto mostra que os (9/9x")|, € T,M formam um conjunto
gerador. Deixamos como exercicio verificar que sao linearmente indepen-
dentes. O

Daqui em diante, se v € T,M e f é uma funcao diferencidvel definida
numa vizinhanca de p, definimos

v(f) = v(lf)-

E claro que v(f) = v(g), se f e g coincidem numa vizinhanca de p, e que

v(f+2Ag) =v(f) +Av(g), (AER),
v(fg) = fp)v(g) +v(f)g(p),

onde f + Ag e fg estao definidas na intersec¢ao dos dominios de f e g.

A demonstracio do Teorema 2.3 mostra que, se (U, ¢) = (U, z!,... ,xd) é
um sistema de coordenadas em p, entao qualquer vector tangente v € T}, M
pode ser escrito na forma

; 0
v:Za Bxip

i=1

Os a' = v(z") sdo as componentes do vector tangente v no sistema de

coordenadas (U, z!,..., z%). Introduzindo a notacao
Of | _0fod™
0zt |, O* o(p)
temos, ainda, que
d
i Of
f) - ; a 8.%'Z » .
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Por outro lado, se (V,y',...,y?) é outro sistema de coordenadas, segue-se
que

8yJ yJ 8xl

d
=1
Assim, neste sistema de Coordenadas temos

d
.0
=25

=1

com b = v(y’),

p

onde as novas componentes b’ estao relacionadas com as componentes a’
pela férmula de transformacao:

d
(2.1) a =Y

J=1

.

Q

X
yJ

o)

p

Uma aplicagao diferenciavel entre duas variedades induz uma transformacgao
linear entre os espacos tangentes respectivos:

Definigao 2.4. Seja ¥ : M — N wuma aplicagao diferencidvel. Chama-se
diferencial de ¥ em p € M a transformagao linear d,¥ : T,M — Ty,) N
definida por

Y (V)(f) =v(fo V),
onde f € qualquer funcdo diferencidvel definida numa vizinhanca de p.

Se (U,z',...,2%) é um sistema de coordenadas em p e (V,y',...,y¢) é
um sistema de coordenadas em ¥(p), obtemos

au. 2| Z M‘ 9
P | = 4 . .
ozt |y, j=1 0", 0y L)
A matriz das derivadas parciais B(Zggp) chamamos matriz jacobiana da

transformagao ¥ em relagdo aos sistemas de coordenadas escolhidos.
A proposicao seguinte segue-se imediatamente das definigdes e do resul-
tado correspondente para aplicacoes R — Re:

Proposicao 2.5 (Regra da Cadeia). Se W : M — N e ® : N — P sdo
aplicagoes diferencidveis, entdo a sua composta PoW ¢é diferencidvel, e temos

dp(® 0 V) = dy(y® o V.

E igualmente facil verificar o seguinte resultado, que generaliza um resul-
tado bem conhecido:

Proposicao 2.6. Se uma aplicagao diferencidvel ¥ : M — N tem diferen-
cial nulo num aberto conexo U C M, entdo ¥ é constante em U.

Um caso especial muito importante é o do diferencial de uma funcao
f:+ M — R. Neste caso, o diferencial ¢ uma aplicagao linear d, f : T,M —
TR, e como temos uma identificagao canénica TR ~ R, o diferencial é
um elemento do espaco vectorial dual de T,,M.
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Definigao 2.7. Chama-se espag¢o cotangente a M num ponto p ao espago
vectorial Ty M dual do espago tangente T, M :

TyM ={w:TyM — R, com w linear} .

E claro que podemos definir dpf € Ty M mesmo que f seja uma fungao
diferencidvel definida apenas numa vizinhanca de p. Por exemplo, uma vez
fixado um sistema de coordenadas (U, z!,... ,xd) em p, obtemos elementos

{dpxl, o ,dpxd} C T,y M.

E, ainda, facil verificar que

.0 1 se i =17,
Top 0 sei#j
Logo:
Lema 2.8. {d,z!,...,d,z?} ¢ a base dual da base {%‘p,..., %‘p}.
Assim, uma vez escolhidas coordenadas locais (U, z1, ... ,xd) em p, todo
o elemento w € T M pode ser escrito na base {dpxl, . ,dpxd}:
d
w= Zaidpxz, com a; = w(ﬁ/&rz‘p).
i=1
Se (V,y!,... 7yd) é outro sistema de coordenadas, temos que

d
w= Z b;dpa?, com b; = w(@/@yj{p),
i=

e verifica-se facilmente que
d

o’
(2.2) a=Y %

Jj=1

j
P
Esta férmula de transformagao de componentes de elementos de T,y M deve
ser comparada com (2.1), a férmula correspondente para elementos de T, M.
Como veremos adiante, é 1til considerar a familia de todos os espagos
tangentes (ou cotangentes) a M. Assim, definimos o fibrado tangente e o
fibrado cotangente de M por

™M= |)T,M, TM=|]T;M
peEM peEM

Temos projeccgoes naturais w: TM — M e w:T*M — M, que a um vector
tangente v € T,M e a um covector w € T; M associam o seu ponto base
m(v) =p=m(w). A designagao “fibrado” vem do facto que podemos pensar
em T'M (ou T*M) como um conjunto de fibras (os espagos T, M ou Ty M),
justapostos uns com os outros, e formando uma variedade:
Proposicao 2.9. TM e T*M possuem estruturas naturais de variedades
diferencidveis de dimensao 2dim M, tais que as projec¢oes na base sao apli-
cacgoes diferencidveis.
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Demonstracdo. Consideramos o caso de T'M, deixando a demonstragao de
que T*M é uma variedade como exercicio.

Seja C = {(Uq, ¢a) : @« € A} a estrutura diferencidvel de M. Para cada
sistema de coordenadas (Uy, o) = (Uy, zt, ..., 2"), definimos a aplicagio
bo : 71 (U,) — R* por

an(v) = (;L‘l(ﬂ'(v))’ s ,xd(ﬂ'(v)), dw(v)xl(v)7 s 7d7r(v)xd(v))'
Verificamos, facilmente, que:

(a) A coleccao {&;1(0) : O C R?? aberto,a € A} é uma base para uma

topologia de T'M, que faz de TM um espaco localmente euclidiano,
Hausdorff, e que satisfaz o segundo axioma.
(b) Para quaisquer sistemas de coordenadas (Ua, ¢n) € (Ug,¢g) de M, a

funcdo ¢s o ¢! é de classe C°.
Assim, se tomarmos a coleccdo maximal de sistemas de coordenadas com-
pativeis com a coleccao {(W_l(Ua), gz;a) fa € A}, obtemos uma estrutura de

variedade em T'M. Para esta estrutura, temos que dim7TM = 2dim M, e a
aplicacao w : TM — M é diferencidvel. O

Se V¥ : M — N éuma aplicagao diferenciavel, escrevemos dV : TM — TN
para representar a aplicacao entre fibrados tangentes definida por

d¥(v) = dr)¥(v).

A esta aplicacio chamamos ainda o diferencial de ¥. Deixamos como
exercicio verificar que dV¥ : TM — TN é uma aplicacao diferencidvel entre
as variedades diferencidaveis TM e T'N.
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Se f: M — R é uma funcao diferenciavel e (U,z',...,2%) é um sistema
de coordenadas em p, entao d,f € Ty M e, pela defini¢ao, obtemos:

0

of
Wl ag| =

= 53
» ox

p

Concluimos, pois, que a expressao para o diferencial nas coordenadas locais
(... 2% &

d
(9f‘ dz’.

dfl, —
flu 2 oo

Observe que nesta féormula todos os termos estao bem definidos (ao contrério
de algumas manipulacoes classicas com expressoes do tipo df, que podem
ser encontradas nalguns livros de texto).

EXERCICIOS.

1. Mostre que as trés descrigoes de vectores tangentes fornecidas nesta ligao
sao equivalentes.

2. Considere em R? as coordenadas cartesianas usuais (x,y, z). As coordenadas
esféricas (U, ¢), onde U = R3 — {(2,0,2) : 2 > 0} e ¢ = (1,0, ), sdo definidas,
como ¢é usual, por

or(z,y,2) = /22 +y? + 22 é a distancia & origem;

of(x,y,z) é a longitude , i.e., o angulo em |0, 27 entre o vector (x,y,0) e

o eixo Ox;
epo(x,y,2) é a co-latitude, i.e., o Angulo em |0, 7| entre o vector (x,y,z) e
o eixo Oz.
Calcule:

(a)As componentes do vectores tangentes a R3 %, %, % em coordenadas
cartesianas;

(b)As componentes do vectores tangentes a R3 8%7 a%, % em coordenadas
esféricas.

3. Considere uma k-superficie M C R™ (Exercicio 9 da Ligao 1). Mostre que,
se ) : V — MNU é uma parametrizagao de uma vizinhanca de p € M, entao o
espago tangente T, M pode ser identificado com o subespago v¥’(q)(R¥) C R™.

4. Seja (U,atl,...,xd) um sistema de coordenadas locais na variedade M.
Mostre que os vectores tangentes

0 )
Ori e T,M, 1=1,...,d,

p

sao linearmente independentes.

5. Mostre que T*M possui uma estrutura natural de variedade diferencidvel de
dimensao 2dim M, tal que a projeccao na base é uma aplicacao diferenciavel.

6. Verifique que, se M e N sao variedades diferencidveis e ¥ : M — N é uma
aplicagao diferencidvel, entao dW¥ : TM — TN é uma aplicacao diferencidvel.
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Li¢AO 3. IMERSOES E SUBVARIEDADES

As propriedades do diferencial de uma aplicagdo entre variedades re-
flectem as propriedades locais da aplicagdo. A seguinte definicao distingue
os tipos principais de aplicagoes diferenciaveis:

Definicao 3.1. Seja ¥V : M — N wuma aplicagao diferencidvel.

(a) ¥ diz-se uma imersdo se dpyV : TyM — Ty, N € injectiva, para todo
op€ M;

(b) ¥ diz-se uma submersao se dpV : T,M — Ty,)N € sobrejectiva, para
todo o p € M;

(a) ¥ diz-se uma étale’ se dy¥ : T,M — Ty, N é um isomorfismo, para
todo o p e M.

As imersoes, submersoes, e étales, possuem formas candnicas locais. To-
das elas sao casos especiais do seguinte resultado geral:

Teorema 3.2 (Teorema do Rank). Seja ¥ : M — N € uma aplicagio
diferencidvel e p € M. Se a aplicagio dgW : TyM — Ty)N tem rank
constante r, para todo o ¢ numa vizinhanca de p, entao existem coordenadas
locais (U, ¢) = (U,x',... 2% centradas em p e coordenadas locais (V,1) =
(V,yl, ..., y°) centradas em V(p), tais que:

YoWoo Hat,...,zd) = (z!,...,2",0,...,0).

Demonstragio. Seja (U, &) e(V, 15) coordenadas locais centradas em p e em
U(p), respectivamente. A aplicacao

YoVod:p(UNV)—=(UNV)
é uma aplicacao de uma vizinhanca de zero em R? numa vizinhanca de zero

em R€, cujo diferencial tem rank constante. Assim, basta considerar o caso
em que ¥ : R — R® é uma aplicacio

(ml, ... ,zd) — (\Ill(x), U (),

com diferencial de rank constante numa vizinhanga da origem.
Designando por r o rank de d¥, podemos entao assumir, eventualmente
apés um reordenamento das coordenadas, que

owi"
det [ 4 ] (0) # 0.
ot iie1
Segue-se, do Teorema da Funcdo Inversa, que a aplicacio ¢ : R? — R?
definida por

1 d 1 r r41 d
(... 2% = (U (z),..., 0" (x),2" ", ..., z%,
¢ um difeomorfismo numa vizinhanga da origem. E facil de ver que:
—1/,.1 d 1 r
Voo™ (z,...,2%) = (z,...,2" %, ... %).
lUsamos este termo provisoriamente. Veremos mais adiante que uma étale nao é mais

que um difeomorfismo local (ver Corolério 3.5).
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Se ¢ é um ponto qualquer do dominio de ¥ o ¢!, calculamos a matriz
jacobiana desta transformagao:

Oxt

(Woog 1 (g) = [ {: | a(\woq?l)(q) ] ;

onde I, é a matriz identidade r X r e no canto inferior direito i, 7 > r. Como
esta matriz tem rank precisamente 7, concluimos que

oW ogp™1) o
T(Q):O, Se ’L,j>7”.
Ou seja, as componentes W o1, para j > r, ndo dependem de 2”11, ..., z%:

Wop Ha)=Vogl(zh,...,2"), sej>r
Assim, se considerarmos a aplicagao ¥ : R¢® — R€ dada por
7/’(917 e 7ye) = (917 e 7yr7yr+1 - \I/T+1 © ¢_1(y)7 s 7ye —¥co ¢_1(y))7

temos, por um lado, que ¥ é um difeomorfismo numa vizinhanca da origem,
pois a sua matriz jacobiana é dada por

I 0
/ O — T ,
¥ = |
donde é nao singular. Por outro lado, verificamos facilmente que
YoWop Nat,. .., zh) = (z4...,2",0,...,0).
O

Um corolério imediato é que uma imersao de uma variedade de dimensao
d numa variedade de dimensao e é, localmente, como a inclusio R* — RE:

Corolario 3.3. Se ¥V : M — N € uma imersdo, entdo, para todo o p €
M, existem coordenadas locais (U,¢) = (U,x',... 2%) centradas em p e
coordenadas locais (V,v) = (V,yl,... y¢) centradas em ¥(p), tais que:

YoWog Hat,. .. ,2%) = (a1, ... ,2%,0,...,0).

De igual forma, obtemos que uma submersao de uma variedade de di-
mensao d numa variedade de dimensao e é, localmente, como a projeccdo
R? — R
Corolario 3.4. Se ¥ : M — N € uma submersdo, entdo, para todo o
p € M, existem coordenadas locais (U,¢) = (U,z',...,x%) centradas em p e
coordenadas locais (V,v) = (V,yl,... y¢) centradas em ¥(p), tais que:

YoWoo Hat,. .. 2d) = (a!,...,29.

Visto que uma étale nao é mais que uma aplicacao que é, simultaneamente,
uma imersao e uma submersao, combinando estes dois resultados vemos que
uma étale é a mesma coisa que um difeomorfismo local:

Corolario 3.5. Se ¥ : M — N ¢é uma étale, entao, para todo o p € M,
existem existem coordenadas locais (U,¢) = (U, z',...,x%) centradas em p
e coordenadas locais (V,v) = (V,y',...,y?) centradas em W(p), tais que:

YpoWop Nat,. .., zh) = (4, ..., z%).

Vejamos agora os sub-objectos da categoria diferencidvel:
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Defini¢ao 3.6. Uma subvariedade de uma variedade M é um par (N, ®),
onde N ¢ uma variedade e ® : N — M € uma imersdo injectiva.

Por vezes, usa-se o termo subvariedade imersa para acentuar que @ :
N — M é uma imersdao. Quando ® : N — M é um mergulho, i.e., quando
® : N — ®(N) é um homeomorfismo, onde em ®(N) C M tomamos a
topologia relativa, dizemos que (N, ®) é uma subvariedade mergulhada.

ExempLO 3.7.

A figura sequinte ilustra vdrias imersoes de N = R em M = R2. Observe

que (R, ®1) é uma subvariedade mergulhada de R?, enquanto que (R, ®3) ¢

uma subvariedade imersa de R?. Por seu turno, ®3 é uma imersdo que nao €
injectiva, logo (R, ®3) ndo é uma subvariedade de R?.

L D XD
\qn ' 3, / ®,

R

A forma canénica para imersoes (Corolario 3.3), implica imediatamente a
Proposicao 3.8. Seja (N, ®) uma subvariedade de dimensao d de uma
variedade M. Para todo o p € N, existe um sistema de coordenadas local
(V,z',...,2°) de M centrado em ®(p), e uma vizinhang¢a U de p, tal que

o) ={ge v att(g) = =a*(¢) = 0}.
M
D
=
\(@ \¢
U
N Re—¢

Rd

Note-se que (na notacao da proposicao) em geral ®(N) NV # ®(U),
e portanto podem existir outros pontos em ®(N) NV que nao pertencem
a fatia {qg € V : 2% (¢q) =--- =2°(q) = 0}. No entanto, quando (N, ®) é
uma subvariedade mergulhada temos:
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Corolario 3.9. Seja (N, ®) uma subvariedade mergulhada, de dimensao d,
de uma variedade M. Para todo o p € N, existe um sistema de coordenadas
(V,xl ... 2% de M centrado em ®(p), tal que:

@(N)HV:{qEV:a:d'H(q):---:xe(q):O}.

Demonstracao. Fixe-se p € N e escolha-se um sistema de coordenadas
(V' 2l ... 2°) em ®(p) e uma vizinhanca U de p como na proposicao. Como
(N, ®) é uma subvariedade mergulhada, ®(U) é um aberto de ®(N) para a
topologia relativa, logo existe um aberto V' C M tal que ®(U) = V'NP(N).
Tomando V = V' N V" e as restricdes de z° a V, obtemos um sistema de
coordenadas (V,x!,... ) tal que:

@(N)OV:{qGV:de(q):~~~::ve(q):0}.
U

Se (N,®) é uma subvariedade de M e ¥ : P — M é uma aplicagao
diferenciavel tal que ¥(P) C ®(N), entao, como ¢ ¢ injectiva, ¥ factoriza-
se por uma aplicagao ¥ : P — N, i.e., temos o diagrama comutativo:

W
P——M
N
N
®
TN T
N
Em geral, a aplicacao U ndo ¢ diferencidvel.

ExEMPLO 3.10.
Considere as sequintes duas imersdes injectivas ®; : R — R?, i = 1,2, cujas
imagens em R? coincidem (o oito deitado):

R? R?
(] 1 (I)Z
R R

Como ®1(R) = ®5(R), temos aplicagoes induzidas &1 : R — R e &5 : R —
R. F facil verificar que ®1 e ®2 nao sdo continuas, logo nao sao diferencidveis.

A proposicao seguinte mostra que o que pode falhar é precisamente a
continuidade:
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Proposicao 3.11. Seja (N, ®) uma subvariedade de M, ¥ : P — M uma
aplicagao diferencidvel tal que ¥(P) C ®(N), e ¥V : P — N a aplicagdo
induzida.

(i) Se U € continua entio € diferencidvel.

(ii) Se ® € um mergulho entao ¥ € continua (logo diferencidvel).

Demonstracdo. Suponha-se que U ¢ continua. Para todo o p € N, escolhe-
mos U C N e (V,¢) = (V,z!,...,2°) como na Proposicdo 3.8, e definimos
a aplicacao diferencidvel ¢y = Topo ® : U — R% onde 7 : R® — R?
é a projeccao (z',...,2°) — (z',...,2%). O par (U,9) é um sistema de
coordenadas de N centrado em p. Por outro lado, vemos que

¢o\il:7ro¢o<l>o\i/:7ro¢)o\11,

é diferencidvel no aberto W~!(U). Como os abertos W~(U) cobrem P,
concluimos que ¥ é diferencidvel, e que (i) se verifica.
Se ® é um mergulho, entdo todo o aberto U C N é da forma ®~1(V),

onde V. C M é um aberto. Assim, U~1(U) = U~ 1Hd1(V)) = T 1(V) é

aberto. Concluimos pois que ¥ é continua e que (i) também se verifica. O

Estes comentérios justificam a seguinte definicao:

Definigao 3.12. Uma subvariedade inicial de M ¢é uma subvariedade
(N, ®) tal que toda a aplicagdo diferenciqvel ¥ : P — M com W(P) C ®(N)
factoriza-se por uma aplicagio ¥ : P — N diferencidvel:

P—2Lo M

Existem subvariedades iniciais, que nao sao mergulhadas. Deixamos aqui
um exemplo simples, e veremos outros exemplos importantes mais tarde.

ExEmMPLO 3.13.
No 2-toro T? = S' x S! temos uma familia de subvariedades (R, ®,), depen-
dendo de um parametro a € R, definidas por:

(I)a(t) _ (eit’eiat).

Se a = m/n € racional esta curva é fechada e, portanto, é uma variedade
mergulhada (uma espiral fechada que dd m voltas na direcgao de um dos ciclos
geradores e n voltas na direcgao do outro ciclo).

Se a € irracional, esta curva € densa no toro, logo € uma variedade imersa.
Neste caso, dada uma aplicacdo v:P - R, tal que a composta ®, o U ¢
C*, vemos imediatamente que U: P — R € continua. Pela Proposicao 3.11,
concluimos que U ¢ C>. Assim, (N, ®,) é uma variedade inicial.

Quando pensamos numa subvariedade de M pensamos usualmente num
subconjunto de M. Para justificar até que ponto isto é valido, introduzimos
a seguinte relagao de equivaléncia:
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Definigao 3.14. Dizemos que (N1, ®1) e (N3, ®2) sio subvariedades equiv-
alentes de M se existir um difeomorfismo ¥ : Ny — N5 tal que o diagrama
sequinte comuta:

N =2

N
N
WA T%
Q

Ny

Se (N, ®) é uma subvariedade de M, podemos considerar ®(N) C M com
a tinica estrutura de variedade, tal que ® : N — ®(N) é um difeomorfismo.
Para esta estrutura diferencidvel em ®(N), a inclusao i : ®(N) — M é uma
imersao injectiva, e o diagrama seguinte comuta

N—2

Assim, toda a subvariedade (N, ®) possui um tnico representante (A, 1),
onde A C M é um subconjunto e i : A — M ¢ a inclusao. Dizemos, entao,
que o subconjunto A C M é uma subvariedade.

ExeEmpPLO 3.15.
Se A C M € um subconjunto, em geral, ndo existe uma estrutura diferencidvel
em A, tal que a inclusao i : A — M € uma imersao. E o que se passa, por
exzemplo, com o subconjunto A = {(z,|z|) : z € R} de R? (exercicio).

Por outro lado, se existir uma estrutura diferencidvel em A, tal que a in-
clusao i : A — M € uma imersao, ela pode nao ser unica. Eo que se passa,
por exemplo, com o subconjunto de R? em forma de oito do Exemplo 3.10.

Proposigao 3.16. Seja A C M um subconjunto de uma variedade difer-
encidvel ei: A — M a inclusao. Entdo:

(i) Fizada uma topologia em A, existe no mdzximo uma estrutura difer-
encidvel para esta topologia tal que (A,i) é uma subvariedade de M.

(ii) Se, para a topologia relativa em A, existe uma estrutura diferencidvel
tal que (A,7) é uma subvariedade de M, entdo esta € a unica topologia
em A para a qual existe uma estrutura diferencidvel tal que (A,i) é
uma subvariedade de M .

Demonstragao. Observe que (i) segue-se imediatamente da Proposi¢ao 3.11
(i). Por outro lado, para verificar (ii), seja (IV,®) uma subvariedade com
®(N) = A, e considere-se o diagrama:

N —2-

N,
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Como A possui a topologia relativa, pela Proposicao 3.11 (ii), d ¢ difer-
enciavel. Assim, ® é uma imersao bijectiva, logo é um difeomorfismo (ex-
ercicio). Concluimos que (N, ®) é equivalente a (A4,1), e (ii) segue-se. O

Se (N,®) é uma subvariedade de M, entdo, para qualquer p € N, a
aplicagao d,® : T,N — T M ¢é injectiva. Assim, podemos identificar
o espago tangente 7, N com a imagem d,®(7,N), que é um subespaco de
Ty(pyM. Daqui em diante usamos esta identificagao, de forma que T), N serd
sempre visto como um subespago de Tg,) M.

EXERCICIOS.

1. Mostre que o conjunto {(z,|z|) : € R} nao é a imagem de uma imersao
®:R — R2.

2. Mostre que existe um difeomorfismo ¥ : TS? — S? xR3, que torna o seguinte
diagrama comutativo:

TS} ———> % x R

onde 7 : S x R? — S? é a projeccdo no primeiro factor, e tal que a restricio
U T,S? — R? é linear.

3. Seja {yl, e ,ye} um conjunto de funcoes diferencidaveis de uma variedade
M. Mostre que:
a)Se {dpyl, . ,dpye} C T, M ¢ linearmente independente, entao as fungoes
{yl, e ,ye} sao parte de um sistema de coordenadas em p.
(b)Se {dpyl, e 7dpye} C T, M ¢é um conjunto gerador, entao um subcon-
junto de {yl, . ,ye} é um sistema de coordenadas em p.
c)Se {dpyl, e 7dpye} C T;M é uma base, entao as fungoes {yl, e ,ye}
formam um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p.

4. Mostre que uma submersao é uma aplicagao aberta. O que pode dizer sobre
uma imersao?

5. Seja @ : P? — R? a aplicacdo definida por
1

m(yz,xz, I‘y)

(I)([CE, Y, Z]) =
Mostre que ® é uma aplicacao diferenciavel e verifique que é uma imersao,
excepto em exactamente 6 pontos. Esboce a imagem de ®.

6. Seja M uma variedade, A C M, ei: A — M a inclusao canénica. Mostre
que (A4, 1) é uma subvariedade de M, mergulhada, de dimenséo d sse, para cada
p € A, existe um sistema de coordenadas (U, x!, ..., 2¢) centrado em p tal que

ANU={peA:a*(p)=---=2°@p) =0}.

7. Mostre que um subconjunto M C R™ é uma k-superficie sse é uma subvar-
iedade mergulhada.
29



8. Dizemos que um subconjunto S de uma variedade M tem medida nula se,
para todo o sistema de coordenadas (U, ¢) de M, o conjunto ¢(S NU) C R?
tem medida nula. Mostre que, se ® : N — M é uma imersao, entao:

(a)® leva conjuntos de medida nula em conjuntos de medida nula;

(b)Se dim N < dim M entao ®(N) tem medida nula.

9. Mostre que, se (N, ®) é uma subvariedade de M, com ® : N — M uma
aplicagdo prépria (i.e., ®71(K) C N é compacto, sempre que K C M é
compacto), entdo N é uma subvariedade mergulhada. Conclua que se N é
compacta, entao N é uma subvariedade mergulhada.

10. Mostre que uma imersao bijectiva ® : N — M é um difeomorfismo. Se N
nao possui uma base contavel, mostre que isto pode ser falso.

11. Seja m : M — M um revestimento de uma variedade diferencidvel M.
Mostre que existe uma tnica estrutura de variedade diferenciavel em M para
a qual a aplicagao de revestimento é um difeomorfismo local.

LIGAO 4. MERGULHOS E O TEOREMA DE WHITNEY

Definicao 4.1. Seja ¥V : M — N uma aplicacdo diferencidvel.
(i) p € M diz-se ponto regular de ¥ se d,V : T,M — Ty N € sobre-
jectiva. Caso contrdrio, dizemos que p € ponto singular de V;
(ii)) ¢ € N diz-se valor regular de V se todo o p € W~1(q) é um ponto
reqular. Caso contrdrio, dizemos que q € valor singular de V.

O seguinte exemplo justifica o uso dos termos “regular” e “singular”.

EXEMPLO 4.2.
Considere a aplicacio ¥ : R? — R definida por:

D(z,y) =2 —y*.
A matriz jacobiana desta aplicacdo € dada por:
O(z,y)" = [22 2y].

Os pontos (x,y) # (0,0) sdo pontos regqulares de ¢, enquanto que (0,0) € um
ponto singular. Portanto, 0 € um valor singular de ® e todos os outros valores
sao requlares.

Se considerarmos um valor reqular ¢ # 0, o conjunto de nivel ®~1(c) é uma
subvariedade de R? (uma hipérbole). Por outro lado, para o valor singular 0,
vemos que ®~1(0) € a unido das duas rectas x = 4y, que ndo é uma variedade
(na origem (0,0) as rectas cruzam-se).

30



De facto, para valores regulares, os conjuntos de nivel sdo sempre subvar-
iedades:

Teorema 4.3. Seja ¥ : M — N wuma aplicacdo diferencidvel e ¢ € N
um valor regular. Entdo ¥~'(q) C M ¢ uma subvariedade mergulhada de
dimensao dim M — dim N'.

Demonstracdo. Se ¢ € N é um valor regular de W, entao existe um aberto
U-1(qg) ¢ O C M tal que ¥|p é uma submersdo. Assim, para qual-

quer p € ®~1(q), existem coordenadas (U, z",...,2%) em p e coordenadas
(V,y!,...,y°) em g, tais que nestas coordenadas ¥ é representada pela pro-
jeccao

RY - R®: (z!,...,2%) — (21,...,2°).

Temos entao que

\Ifl(q)ﬂU: {pGU:xl(p):--- :a;e(p):O}.
Assim, por um exercicio da Licdo 4, ¥~1(¢) é uma subvariedade mergulhada
de dimensao d — e = dim M — dim N. O

Se N C M é uma subvariedade, chamamos codimensao de N ao in-
teiro dim M — dim N. Se pensarmos num conjunto com um sé ponto como
uma variedade de dimensao 0, o resultado anterior afirma que, se ¢ é um
valor regular de ¥, entdo ¥~ !(¢) é uma subvariedade mergulhada com
codim ¥~1(q) = codim {¢}. Este resultado admite a seguinte generalizacio:

Teorema 4.4. Seja ¥V : M — N uma aplicagao diferencidvel e Q C N
uma subvariedade mergulhada. Suponha-se que, para todo o p € ¥~1Q),
verifica-se

Entdo ¥~1(Q) C M ¢ uma subvariedade mergulhada e codim ¥ ~—1(Q) =
codim Q.

Demonstracdo. Seja po € ¥1Q) e g = ¥(pp). Como Q C N é uma
subvariedade mergulhada, existem coordenadas (V,y!,...,y?) para N em
qo, tais que

QNV = {qu:yl“(CJ) = =y%g) 20},
onde [ = dim Q. Considere-se a aplicacdo ® : ¥~1(V) — R% dada por
d=(ytltow, . ..  yloW).

Temos que U = ¥~1(V) é um aberto de M contendo pg e ¥~ 1(Q)NU =
®~1(0). Se verificarmos que 0 é um valor regular de ®, entdo segue-se que,
para todo o pg € ¥1(Q), existe um aberto U C M tal que ¥~1(Q)NU é
uma subvariedade mergulhada de M, com codimensao d —[ = codim Q). Isto
mostra que ¥~1(Q) é uma subvariedade mergulhada de M.

Observe-se que ® = 7o ¥, onde 7 : R* — R%! § a projeccio nas tltimas
d — | componentes. E claro que 7 ¢ uma submersao, e que kerd,m = T,Q),
para ¢ € Q NV. Por (4.1), segue-se que d,® = dy 7 - d, ¥ é sobrejectiva,
para todo o p € ¥~1(Q)NU = &71(0), i.e., 0 é um valor regular de ®. [
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Quando a condigao (4.1) é satisfeita, dizemos que ¥ é transversal a
subvariedade Q C N, e escrevemos ¥ M ). Um caso especial que justifica
este nome, é o caso em que M C N é uma subvariedade e ¥ : M —
N é a inclusdo. Neste caso, ¥~1(Q) = M N Q é a interseccio das duas
subvariedades, e a condicao de transversalidade reduz-se a

T,M +T,Q =T,N, VYqeMnNQ.

Em vez de ¥ M @ escrevemos M rh Q. Se esta condicdo se verifica, entao
M N @ é uma subvariedade e

dimM N @ =dim M + dim ) — dim N.

Por outro lado, quando a interseccao nao é transversal, em geral, M N nao
é uma variedade, como se ilustra na figura seguinte.

EXEMPLOS 4.5.
1. Seja M =R ¢ U : R4 S R q aplicagdo:
W(z) = |Jo]l?.
A matriz jacobiana de V¥ € dada por
U (z) = [22,...,229F1).

Como V'(x) tem rank 1, se ||z|| > 0, concluimos que todo o c = R* >0 é um
valor regular de ¥, e que a esfera S = W—Y(R) é uma subvariedade mergulhada
de RIFT,

Note que, para a estrutura diferencidvel em S* definida na Licdo 1, S¢
também € uma subvariedade de R, Logo, essa estrutura diferencial coincide
necessariamente com esta.

2. Seja M =S x R um cilindro. Podemos mergulhar M em R3? da sequinte
forma: tomamos a aplicacio ® : M — R3 definida por:

®(0,t) = (Rcosf, Rsenb,t),
onde identificamos S = [0,2x]/2nZ. FEsta aplicagao € injectiva, e a matriz

jacobiana ®'(0,t) tem rank 2, logo ® € uma imersao injectiva.
A imagem de ® € o conjunto

{(@.9,2) €R 0 4y = B} =07 1(0)
onde c=R? e U :R3 = R € a aplicacdo diferencidvel

U(z,y,2) = 2> +y>
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Como W'(x,y,2) = [22,2y,0] # 0 se 2° +y?> = ¢ # 0, concluimos que todo o
c # 0 € um valor regular de ¥. Assim, o cilindro S x R € uma variedade que
pode ser mergulhada em R3.

8. Tal como no exemplo anterior, o 2-toro M = S X S também pode ser mer-
gulhado em R3: identificamos S x S = [0,27]/27Z x [0,27]/27Z e definimos
uma aplicacdo ® : M — R? por:

®(0,¢) = ((R+rcose)cosb, (R +rcosp)send, rsene).

E facil de ver que, se R > r > 0, entao ® é uma imersao injectiva cuja imagem
é o subconjunto de R3

{(z,y,2) € R3: (2% + 9%+ 2% — R —r%)? 4 4R?2% = 4R2r2} =0 1(c),
onde c = 4R%*r? ¢ ¥ : R3 — R € a aplicacdo diferencidvel
U(z,y,2) = (2® +y*> + 22 — R —r%)? + 4R?2%
Deizamos como exercicio verificar que todo o ¢ # 0 € um valor reqular desta

aplicagdo. Portanto, o 2-toro S X S € uma variedade que pode ser mergulhada
em R3.

4. A garrafa de Klein ¢ o subconjunto K C R* definido da sequinte forma:
Sejam Oz, Oy, Oz, e Ow, os quatro eizos de coordenadas em R*, e designe
por C' uma circunferéncia de raio R no plano zOy. Seja ainda 0 o dngulo
nesta circunferéncia, contado a partir do eizo Ozx.

Considerando uma circunferéncia S no plano Oz, de raio v e com centro q
em C, K € obtida rodando esta circunferéncia em torno do eizo Oz de forma
que, quando o seu centro q € C rodou de um angulo 8, o plano de S rodou em
torno do eizo Oq no 3-espago OqOzOw de um dngulo 6/2. Designamos por ¢
o angulo na circunferéncia S, medido a partir do eixo Oq.

Observe-se que os pontos de K com 0 # 0 e ¢ # 0 sao parametrizados pela
aplicagdo @1 :)0,2r[x]0, 27[— R*:

D1(0,6) = (R+rcosp)cost, (R+rcosd)send, rsen¢cosd/2,rsenpsend/2).

Mudando a origem a 0 e a ¢, obtemos outras parametrizacoes que cobrem o0s
pontos que ficaram de fora. Deizamos como exercicio verificar que trés para-
metrizacoes ®1, Po e P35 bastam. Para estas parametrizagoes, as composicoes
P, 0 @;1 sdo aplicagoes C>, logo K € uma 2-superficie em R*.
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De forma andloga ao 2-toro, verificamos ainda que K € dada por:
K =0""(c,0),
onde c = 4R%*r? ¢ ¥ : R* — R? € a aplicacdo diferencidvel

U(z,y,2) = ((2° +y* + 22 + 0 = R? —1?)> + 4R (2* + w?), y(z*

—w?) — 2zzw).

Para ¢ # 0, temos que (c,0) é um valor regular de ¥, e concluimos que K €
uma subvariedade mergulhada de R?.

Na verdade, qualquer variedade poder ser mergulhada num espaco euclid-
iano de dimensao suficientemente elevada.

Teorema 4.6 (Whitney). Seja M uma variedade compacta. FEziste um
mergulho injectivo ¥ : M — R™, para algum inteiro m.

Demonstracdo. Como M é compacta, podemos encontrar uma colecgao fi-
nita de sistemas de coordenadas {(U;, ¢;) : i =1,..., N} tais que:

(a) BlN(O) C ¢i(U;) C Ba(0);
(b) Uil 67 (B1(0)) = M.
Sejam \; : M — R, i=1,..., N, fungoes em C'*°(M) tais que

1se p € ¢; ' (B1(0)),

Ai(p) =
0sepéeU.
Definam-se, ainda, aplicaces diferencidveis ¥; : M — R%, i =1,..., N, por:
Aigi(p) se p € U,
Yi(p) =

0sep&U;.
A aplicacdo ® : M — RNV dada por
®(p) = (¥V1(p), M(p), -, ¥n(p), An (D))

¢ o mergulho procurado. De facto, temos que:

(i) ® é uma imersdo: Se p € M, entdo p € ¢; '(B1(0)), para algum i.
Temos, pois, que ¥; = ¢; numa vizinhanga de p, logo d,; = d,¢; ¢
injectivo. Isto mostra que d,® ¢ injectivo.

(ii) ® é injectivo: Sejam p,q € M, com p # q, e seja i tal que p € )\;1(1).
Se g ¢ A\;1(1), entdao A\;(p) # Ni(g) e, também, ®(p) # ®(g). Por outro
lado, se ¢ € A\;'(1), entdo ¥;(p) = ¢i(p) # ¢i(a) = ¥i(q), pois ¢; &
injectiva. Em todo o caso, ®(p) # ®(q), logo ® é injectiva.

Como M é compacta, concluimos que ® é um mergulho.
O

O resultado anterior é apenas a versao mais fraca dos resultados de Whit-
ney. Ele mostrou que toda a variedade diferencidvel (compacta ou nao)
de dimensdo d pode ser mergulhada em R2?. A dimensdo 2d é a menor
possivel, pois ha variedades de dimensao 2d que nao podem ser mergul-
hadas em R24~!. Por outro lado, para d > 1, Whitney também mostrou que
toda a variedade diferencidvel de dimensao d pode ser imersa em R241
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EXERCICIOS.

1. Seja O(n) = {A: AAT =1} o conjunto das matrizes n x n ortogonais.
Mostre que O(n) é uma subvariedade mergulhada do espago das matrizes n x n.
Verifique que o espago tangente T7O(n), onde I designa a matriz identidade,
pode ser identificado com o espago das matrizes n X n anti-simétricas.

2. Seja @ : P2 — R* a aplicacio definida por
1

2 2
m(l‘ — 2 ,Yz,xrz, I‘y)

®([z,y,2]) =
Mostre que (P2, ®) é uma subvariedade mergulhada de R*.

3. Complete os detalhes do exemplo da garrafa de Klein, e verifique que K é
uma 2-superficie em R,

4. Seja ¥ : M — N uma aplicacao diferencidvel e ¢ € N um valor regular.
Mostre que

T, Yq) ={veT,M:d,V -v=0}.

5. Seja ¥ : M — N uma aplicacao diferencidvel, transversal a uma subvar-
iedade Q C N (ndo necessariamente mergulhada). Mostre que ¥~1(Q) ¢ uma
subvariedade de M (ndo necessariamente mergulhada) e que

T, Q) ={veT,M:d,V-veTy,Q}.

6. Mostre a seguinte versao fraca do Teorema de Sard: Seja ¥ : M — N
uma aplicacao diferenciavel entre variedades da mesma dimensao. O conjunto
dos valores criticos de ¥ tem medida nula.

LI1gAO 5. FOLHEAGOES

Uma folheagao é uma decomposicao de uma variedade em subvariedades:

Definicao 5.1. Seja M uma variedade de dimensdo d. Uma folheagao de
dimensao k de M ¢é uma decomposi¢cio {Lo : « € A} de M em conjuntos
conexos por arcos disjuntos, que satisfaz a sequinte propriedade: para todo
op € M, existe uma carta ¢ = (z',..., 2%y ... y¥F) U - R? =
R* x R4* tal que as componentes conexas de Lo NU sdo os conjuntos da
forma

dfk(

{peU:yl(p) = const.,...,y" *(p) = const.}.

R*
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Vamos designar uma folheagdo por F = {L, : a € A}. Aos conjun-
tos conexos por arcos L, chamamos folhas. Um sistema de coordenadas
(U, ¢) com a propriedade da defini¢ao diz-se distinguido. As componentes
conexas de U N L, chamam-se placas.

Um caminho de placas é uma colecgao de placas Pi,..., P tal que
PNP;11 # 0, paratodooi=1,...,1—1. E facil de ver que dois pontos p, q €
M pertencem a mesma folha sse existe um caminho de placas Py, ..., P, com
peEPeqe .

Cada folha de uma folheagdo k-dimensional de M, é uma subvariedade
de M de dimensao k. Em geral, as folhas nao sao mergulhadas: uma folha
pode intersectar um ntmero infinito de vezes um dominio de coordenadas
U, e acumular sobre si propria. Antes de verificarmos estes factos, vejamos
alguns exemplos.

EXEMPLOS 5.2.

1. Seja ® : M — N uma submersao. Pela forma local das submersoes, as
componentes conezas de ®~1(q), onde ¢ € N, formam uma folheacdo de M.
Esta folheagao tem codimensao igual a dimensdo de N. Neste caso, as folhas
sao todas variedades mergulhadas.

2. Em M = R2?, fizando a € R, podemos considerar a folheacdo pelas rectas de
declive a. Fste € um caso especial do Fxemplo 1, pois esta folheacdo € obtida
a partir da submersdo ® : R? — R, dada por:

®(v,y) =y — az.
Neste exemplo, as folhas sao todas mergulhadas.

3. Consideremos o toro T? = R?/Z2. A folheag¢io do Exemplo 2, induz uma
folheacdo de T?. Se a € Q, as folhas sdo curvas fechadas, sendo, pois, var-
iedades mergulhadas. No entanto, se a € Q, as folhas sdo curvas densas no
toro, sendo apenas variedades imersas.

4. Seja ® 1R3> — R a aplicagio
D(x,y,2) = f(a® +y°)e?,

onde f € C(R) é uma fungao tal que f(0) =1, f(1) =0 e f'(¢t) < 0. Esta
aplica¢do é uma submersio que determina uma folheacdo F de R3, com dois
tipos de folhas:

e As folhas no interior do cilindro C = {(x,y,2) : 22 + y? = 1} sdo difeo-

morfas a R2;
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e As folhas no exterior do cilindro C' sdo todas difeomorfas a C;
oC é uma folha de F.
Uma parametriza¢do explicita das folhas € dada por:
(z,y) = (2,9, log(c/ f(z* +y?)),

com ¢ € uma constante. No primeiro caso, ¢ > 0 e x2 + y2 <1, enquanto no
segqundo caso, ¢ <0 ez +y? > 1.

5. A folheagdo do exemplo anterior € invariante por translagdes ao longo do
eizo Oz. Assim, identificando R? = R? x R, obtemos uma folheagcdo no quo-
ciente R? x S' = R? x R/Z. Restringindo esta folheagio a D? x S', onde
D? = {(z,y) : 2> + y®> < 1}, obtemos uma folheacdo de um toro sélido de
dimensao dois.

A esfera de dimensao 3 pode ser obtida colando dois toros solidos de di-
mensdo 2 ao longo do seu bordo:

83 =T1 Us 15,

onde ® : 9Ty — 0Ty é um difeomorfismo que leva meridianos de 917 em
paralelos de 0Ty, e vice-versa. Explicitamente, se S® = {(x,y,z,w) : 2% +y? +
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22 +w? = 1}, entdo podemos tomar:
T = {(z,y,2,w) € §* 1 a® +y* <1/2},
Ty = {(z,y,2,w) € S* : 2 +y* > 1/2}.

Cada um destes toros possui uma folheagao de dimensao 2 como acima. Obte-
mos, entdo, uma folheacdo de dimensdo 2 da esfera S3, que se chama fol-

heacdo de Reeb de S3.

Proposicao 5.3. Seja F uma folheacao k-dimensional de uma variedade
M. Toda a folha L € F € uma subvariedade inicial de dimensdo k.

Demonstracdo. Seja L uma folha de F. A topologia de L é a topologia
gerada pelas placas de L, i.e., as componentes conexas de L NU, onde U é
um aberto distinguido. Para cada cada placa P, associada a um sistema de
coordenadas distinguido (U, ¢) = (U, z",... 2% y*, ..., y%*), consideramos
a aplicacdo 1 : P — RF definida pelas primeiras k-componentes:

¥(p) = (' (p),..., 2" (p)).

Assim, L é um espaco localmente euclidiano, Hausdorff, e as fungoes de
transicao sao claramente C'*°. Podemos, pois, considerar o atlas maximal
que contém as cartas (U,1)). Para verificar que L é uma variedade falta
apenas mostrar que a sua topologia admite uma base contavel. Para isso,
recorremos ao seguinte lema:

Lema 5.4. Seja L uma folha de F e {Uy, : n € Z} uma cobertura contdvel
de M por abertos distinguidos. As placas de L nesta cobertura (i.e., as
componentes conexas dos LNUy,, n € Z) sao em nimero contdvel.

Fixemos uma placa Py de L na cobertura {U, : n € Z}. Se uma placa
P’ pertence a L entao existe um caminho de placas P, ..., P, na cobertura,
que liga P’ a Py. Basta, pois, verificar que a coleccao de caminhos de placas
na cobertura é contdvel.

Para uma caminho de placas P4, ..., P, chamamos a [ o comprimento do
caminho. Vamos mostrar, por indugao, que a colecgao de caminhos de placas
na cobertura, de comprimento menor ou igual a N, é contavel:

e A coleccdo de caminhos de placas na cobertura de comprimento 1
contém um s6 elemento, logo é contavel.

e Suponhamos que a coleccao de caminhos de placas na cobertura,
de comprimento menor que N, é contavel. Seja Pi,...,Py_1 um
caminho de placas de comprimento N — 1, que corresponde a abertos
distinguidos Uj,...,Un_1. Para obter um caminho de placas de
comprimento N, tomamos um aberto distinguido Uy # Un_1 €
consideramos a placas P’, componentes conexas de L N Uy, tais que
a intersec¢ao com Py_j1 é nado-nula. Ora, (LN Uyx) N Py_1 =Un0N
Pn_1 é uma cobertura aberta da placa Py_1, logo possui um nimero
contdvel de componentes. Assim, os P’ sao em nimero contdvel.
Concluimos que a coleccao de caminhos de placas na cobertura, de
comprimento menor ou igual a N, é contavel.
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Deixamos como exercicio verificar que as folhas sdo subvariedade iniciais.

O

Observagao 5.5. Uma consequéncia da proposicao é que uma folha inter-
secta um aberto distinguido um nimero contavel de vezes.
Vamos ver agora algumas caracterizacoes alternativas de folheagoes.
Seja F = {L4 : @ € A} uma folheacao de M, de dimensao k. Se (U, ¢) e
(V,1) sao sistemas de coordenadas distinguidos, entdo a transformagao de

coordenadas 1o ¢! : p(UNV) — (U NV), é da forma:

RF x R¥* 5 (2,9) — (h1(z,y), ha(y)) € R* x R,
Por outras palavras, é véalida a relacao:

oo ')y _
ox? N
Reciprocamente, designemos por Qi}' os difeomorfismos locais R — R4
que satisfazem esta condicdo. Podemos generalizar a nocao de estrutura
diferencidvel requerendo que, na Definicao 1.1, as fungoes de transi¢ao sejam

elementos de Qs . Obtemos, assim, a nocao de gs-estrutura diferenciavel.
Temos a seguinte caracterizacao alternativa de folheacao:

(5.1) 0, (i=1,....k j=k+1,...,4d).

Proposicao 5.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Para toda o fol-
heagao F = {Lqy : aw € A} de M, a colec¢io C = {(U,p)} dos sistemas de
coordenadas distinguidos, define uma gg—estrutura diferencidvel. Recipro-
camente, para toda a Qé}' -estrutura diferencidvel C em M, existe uma unica
folheacdo F de M, para a qual os sistemas de coordenadas distinguidos sao
os elementos de C.

Demonstracdo. Ja vimos que toda a folheacao determina uma G g—estrutura
diferencidvel. Reciprocamente, dada uma gg—estrutura diferencidvel C =
{(U, ¢)}, vamos associar-lhe uma folheagao de M.

Para isso, consideramos as placas ¢~ (RF x {c}), onde ¢ € R**. Como
M ¢é coberta pelas placas, podemos definir a relagdo de equivaléncia em M:

e p ~ ¢ se existe um caminho de placas Py,...,Pcomp € Py eq € P,.
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Seja F o conjunto das classes de equivaléncia. Vamos verificar que F é uma
folheacao de M.
Seja pg € M, e consideremos uma placa Py que contém py. Entao

Py = ¢~ (R* x {co}),

para um sistema de coordenadas (U, $) € C, onde ¢(pg) = (ag,co) € RF x
R4*. Vejamos que o sistema de coordenadas (U, $) é um sistema de coor-
denadas distinguido: Seja L € F uma classe de equivaléncia que intersecta
U. SepeUNL,entao ¢(p) = (a,c) € RF x R4 e temos que a placa
P = ¢~ (R" x {c}),

esté contida em L. Como P é conexa, é claro que P estd contida na com-
ponente conexa de L N U que contém p. Afirmamos que esta componente
conexa é precisamente P, donde resulta que (U, ¢) é um sistema de coorde-
nadas distinguido.

Seja ¢ € L N U um ponto da componente conexa que contém p. Vamos
mostrar que ¢ € P. Por definicdo de ~, existe um caminho de placas

P,....,P,compé€ Ppeq€ P, etal que P, C U. A cada placa P;
estd associado um sistema de coordenadas (U;, ¢;) € C, tal que

P= ¢, (R x {e}).

Podemos, ainda, assumir que Uy = U, ¢1 = ¢, P, = P e ¢; = ¢. Como
p2 00! € G¥, temos que:

P (RF x {co}) Ch3 ' odood ™t o (RF x {&}) = ¢ 1 (RF x {&}),

para algum ¢ € R4™%. Como P, N Py # ), e as placas ¢! o (R¥ x {c}) sdo
disjuntas, concluimos que ¢ = c¢; ¢ P» C P, = P. Por indugao P; C P, logo
q € P, como pretendido. O

Vimos acima, que um exemplo muito simples de folheagao é dada pelas
componentes conexas das fibras de uma submersao. De facto, toda a fol-
heagao F = {La}taca de M é, localmente, desta forma: para cada p € M,
podemos escolher um sistema de coordenadas distinguido

o=zt . 2kt R U - RY
e a projeccao nas ultimas (d — k)-componentes:
b=,y USRI

¢ uma submersao, cujas fibras sao as componentes conexas de L, NU. Ob-
serve que dado outro sistema de coordenadas distinguido

o= (zt,....z" g, ..., 57" . U - R,
com U NU # (), temos uma nova submersao
o= (7",...,59%) : U - RT*
Como a transformagao de coordenadas é da forma

$o ¢~ (z,y) = (hi(z,y), ha(y)),

40



onde ho é uma aplicacdo cuja matriz jacobiana

d—k
[ahg

oy’

1,7=1

tem rank d — k, concluimos que as submersoes ¢ e 1 diferem por um
difeomorfismo local: para cada p € U N U existe um difeomorfismo local
U : Rk 5 RIZF tal que

b =To,

numa vizinhanca U, C U N U de p.
Isto sugere uma nova definicao alternativa de folheacao:

Proposicao 5.7. Seja M wma variedade de dimensao d. Uma folheagao
F de dimensao k de M determina uma colec¢ao maximal {1;}icr de sub-
mersoes ; : U; — ]Rd_k, onde {U;}icr € uma cobertura aberta de M, que
satisfaz a sequinte propriedade: Para todo 0,5 € I e p € U;NUj, existe um
difeomorfismo local 1/1% de R tal que:

TIZ)] = ¢§)z © Q;Z)l',

numa vizinhanga Uy, de p. Reciprocamente, toda a colec¢ao deste tipo define
uma folheag¢do de M.

A demonstracio desta proposicdo serd deixada como exercicio.

Dada uma colecgao de submersoes {1); }icr, como na proposi¢ao, consid-
eremos, para cada par ¢,j € I, a aplicagao

¢ij : Ui NUj — Difjoc(RT), pr—s .
Esta aplicacao satisfaz
(5.2) (¢5i)~" = ¢ji em Ui N Uj,
e a condicao de cociclo:
(5.3) ¢ij 0 jr 0 i = 1 em U; NU; N U,

A possibilidade de associar um cociclo a uma folheacdo é um facto muito
importante, como veremos mais tarde aquando do estudo dos fibrados, na
Parte IV destas notas.

Vejamos agora algumas construgdes que nos permitem obter novas fol-
heagoes a partir de folheagoes conhecidas. Os detalhes sao deixados como
exercicio.

Produto de folheagoes. Sejam Fi e Fo folheacoes de My e My. Entao temos
uma folheacdo produto Fi x Fo de My x My: se Fi = {LS)}QGA e Foy =
{Lg)}ﬁeB, entao F1 X Fp = {Lg) X L(;)}(a,ﬁ)eAxB- Para esta folheagao

produto temos codim (F; x F2) = codim F; + codim Fs.
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Pull-back de uma folheacdo. Sejam M e N variedades diferencidveis, ® :
M — N uma aplicacao diferencidvel, e F uma folheagdo de N. Assuma-se
que ¢ é transversal a F, i.e., que para todoop € M

dp(I)(TpM) + T@(p)L = Tq;.(p)N,

onde L ¢é a folha de F que contém p. Entdo obtemos uma nova folheagao
®*(F) de M, em que as folhas sdo as componentes conexas de ® (L), com
L € F. Para esta folheagao temos codim ®*(F) = codim F.

Suspensao de um difeomorfismo. Seja ® : M — M um difeomorfismo. Na
variedade R x M temos uma folheacao F de dimensao 1, em que as folhas
sao os conjuntos R x {p}, com p € M. Em R x M temos uma ac¢ao de Z
definida por
n-(t,p) = (t+n,®"(p)).

Esta acgao transforma folhas de F em folhas de F, e o quociente N =
(R x M) /7 é uma variedade. Assim, obtemos uma folheacio F de N, cujas
folhas sao as classes [L] em N, com L € F. A esta folheagdo chama-se
suspensdo do difeomorfismo P.

As folheacoes surgem naturalmente em muitas construgoes de geometria
diferencial e veremos muitos outros exemplos de folheagbes nestas notas.

ExERcicIOS.
1. Mostre que as folhas de uma folheagao sao subvariedades iniciais.
2. Demonstre a Proposicao 5.7.

3. Sejam F; e F, folheagoes de M7 e Ms, definidas por familias de submersoes

{Ui, i) Yier e {(Vj,85)}jes. Mostre que {(U; x Vj,¥i X ¢;)}ijyerx. define
uma familia de submersoes associada a folheacao produto Fi x Fo de M7y X M.

4. Seja ® : M — N uma aplicacdo diferencidvel e F uma folheagdo de N.
Se F é definida por uma familia de submersoes {(U;, ¥;)}ier, mostre que ® é
transversal a F sse 1; o ® é uma submersao, para cada ¢ € I. Conclua que
®*(F) é a folheacio definida pela familia de submersoes {(®~1(U;), ;0 ®)}ies.

5. Seja F a folheacdo de Reeb de S3, e ® : S3 — N uma aplicacdo continua
constante em cada folha de F. Mostre que ® é constante.

6. Sejam F; e Fo duas folheagGes de uma variedade M com a propriedade:
T,M =T,LW + T,L®,  Vpe M,

onde L™ e L(?) sio as folhas de F; e F» que passam por p. Mostre que existe
uma folheacao F de M cujas folhas sao as componentes conexas de Lgl) N L§-2),
e que satisfaz codim F = codim F; + codim Fo.

7. Para uma folheacao F de M, designa-se por M/F o espaco das folhas com
a topologia quociente. Para cada um dos exemplos do texto, descreva explici-
tamente o espago das folhas.

(Nota: O espago da folhas é, frequentemente, bastante pobre. Uma boa parte
da teoria da folheagoes é dedicada a encontrar melhor modelos para M/F.)
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L1¢AO 6. QUOCIENTES

Ja vimos varias construgoes que produzem novas variedades a partir de
variedades conhecidas, tais como o produto cartesiano de variedades, ou a
imagem inversa de subvariedades por aplicagoes transversais. Uma outra
forma de produzir novas variedades é formando quocientes de variedades.

Seja M um espaco topolégico. Se ~ é uma relacao de equivaléncia em
M, vamos designar por M/ ~ o conjunto das classes equivaléncia e por
m: M — M/ ~ aaplicagdo que a p € M associa a sua classe de equivaléncia:
m(p) = [p]. Em M/ ~ consideramos a topologia quociente: um conjunto
V C M/ ~ é aberto sse 7~ 1(V) é aberto. Esta é a topologia mais fina em
M/ ~ para a qual a aplicacdo quociente 7 : M — M/ ~ é continua. Um
resultado basico sobre a topologia quociente, cuja verificagao deixamos como
exercicio, é o seguinte:

Lema 6.1. Seja M um espago topologico Hausdorff e ~ uma relagao de
equivaléncia em M, tal que w : M — M/ ~ é uma aplicagdo aberta para a
topologia quociente. Entao M/ ~ é Hausdorff sse o grdfico de ~, dado por

R={(p,q) e M x M :p~q},
€ um subconjunto fechado de M x M.

Seja, agora, M uma variedade e ~ uma relagdo de equivaléncia em M.
Gostarfamos, naturalmente, de saber quando é que existe um estrutura difer-
encidvel em M/ ~, compativel com a topologia quociente. Antes de enunciar
um resultado que fornece uma resposta completa a esta questao, precisamos
de uma definigao.

Recordemos que uma aplicacao continua ® : X — Y, entre dois espaco
topolégicos, diz-se prépriase ® }(K) C X é compacto para todo o conjunto
compacto K C Y. Se X e Y sao Hausdorff, uma aplicagdo prépria é,
necessariamente, uma aplicacao fechada.

Definicao 6.2. Uma subvariedade propria é uma subvariedade (N, ®)
de M em que ® : N — M ¢ uma aplicacdo propria.

Por um exercicio da Ligdo 3, uma subvariedade prépria é mergulhada.
Por outro lado, se ® : N — M é prépria, entdo a sua imagem ®(N) é
fechada. Reciprocamente, é ficil de ver que uma subvariedade mergulhada
e fechada, é uma subvariedade proépria.

Teorema 6.3. Seja M uma variedade e ~ uma relacdo de equivaléncia em
M. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

e

(i) Existe uma estrutura diferencidvel em M/ ~ tal que m: M — M/ ~ é
uma submersao.

(ii) O grifico de ~ € uma subvariedade prépria de M x M e a projec¢do
p1: M x M — M restrita o R € uma submersao.

R s MxM
AV K
M M

Demonstracao. Vejamos, separadamente, ambas as implicagoes.
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(i) = (ii). O gréfico da aplicagao quociente
G(m) ={(p,7(p)) :pE M}y C M x M/ ~,

¢ uma subvariedade prépria (ver Exercicio 2). Como Id x 7 : M x M —
M x M/ ~ é uma submersao, e

R = (Id x 7)""(G(m)),

vemos que R C M x M é uma subvariedade mergulhada e fechada, i.e., é
uma subvariedade proépria.

Por outro lado, a aplicacao (Id x 7)|gr : R — G(m) é uma submersao
e a aplicacdo G(m) — X, (p,7(p)) — p é um difeomorfismo. Logo a sua
composigao pi|R é uma submersao.

(ii) = (i). Dividimos a demonstracao em varios lemas. O primeiro lema
afirma que, localmente, podemos “endireitar” ~:

Lema 6.4. Para todo o p € M, existe um sistema de coordenadas locais
(U, (z,...,2%) centrado em p, tal que

Va.q €U, g~ g sse 2 (q) = 2"(d),... 2% (q) = 2(d),
onde k € um inteiro independente de p e d = dim M.

Para demonstrar este lema, seja A C M x M a diagonal. Temos que
ACRCMxM,com A e R ambas subvariedades mergulhadas de M x M.
Logo, A é uma subvariedade mergulhada de R.

Assim, para cada p € M, existe uma vizinhanca O de (p,p) em M x M e
uma submersao ® : O — R4 % onde d — k = codim R, tais que:

(¢,4) € ONR sse ®(q,q") = 0.

Note-se que k£ > 0, pois A C R e codim A = d.

A aplicagao g — ®(g,p) tem diferencial com rank méaximo em ¢ = p. De
facto, identificando T\, ) (M x M) = T,M x T,M, vemos que o diferen-
cial d;, ,)® ¢é zero no subespago formado pelos elementos da forma (v,v) €
T,M x T,M, e este subespaco é transversal ao subespago formado por ele-
mentos da forma (v,0) € T,M x T,M. Assim, existe uma vizinhanga V" de p
tal que V x V C O, e a aplicacao ¢ — ®(g,p) é uma submersao em V. Pela
forma candnica para submersoes, podemos assumir que existem coordenadas
locais (V,¢) = (V, (u,...,u* vt ... ,v97F)) centradas em p, tais que

Do (o7t xp V@, ... uk 0t R0, 0) = (). 0t R,
Nestas coordenadas, os pontos ¢ € V tais que ¢ ~ p sdo precisamente os
pontos que satisfazem v'(q) = 0,...,v97%(¢q) = 0.

Vamos escrever ® = ® o (¢~ x ¢~ 1). A aplicacio
R x REF S RYF | (u, 0, w) — ®((u, ), (0,w)),
satisfaz
®((u,v),(0,0)) = v.

Assim, a matriz das derivadas parciais 8@/81}7, (i,7 = 1,...,d — k), é
invertivel, e podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita, para concluir
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que existe uma funcio diferencidvel R¥ x RIF — RIF (4, w) — v(u,w),
com a propriedade de que:

~

O ((u,v), (0,w)) =0 sse v="uv(u,w).
Como v(0,w) = w é solugao desta equagao, por unicidade, temos que
#(0,w) ~ ¢(0,w'") sse w=w'
Isto mostra, ainda, que a aplicagao (u,w) — (u,v(u,w)) é um difeomorfismo
local. Existe, pois, um aberto U onde
(b, 2 = (bR et wd )

sao coordenadas locais. Nestas coordenadas, temos que

Vg, ¢ €U, g~q sse " (q) =" (q),...,x%q) = 2%(q),
0 que termina a demonstracao do lema.

Como as funcoes coordenadas z**1, ... z? dadas pelo lema, passam ao

quociente M/ ~, vamos considerar os pares da forma (7 (U), (zF*1,...,z%),
onde 7' é a fungao induzida por z* em 7(U).

Lema 6.5. A familia {(7(U),(z**,...,2%))} define em M/ ~ uma estru-
tura de espaco localmente euclidiano.

Primeiro observamos que m : M — M/ ~ é uma aplicagdo aberta. De
facto, para qualquer V' C M, temos que

7 (@ (V) = pilr((p2l )~ (V)
Mas, por hipdtese, pi|gr é uma submersao, logo é uma aplicagdo aberta.
Assim, se V' C M é aberto, entdo 7~ !(7(V)) também é aberto, donde con-
cluimos que (V') C M/ ~ é aberto.
Temos, pois, que os m(U) sao abertos. Como a aplicacao

(. ah) U — REF
¢é continua e aberta, segue-se também que a aplicagao induzida
(.52 m(U) —» RITK

é continua, aberta, e injectiva, i.e., ¢ um homeomorfismo para a sua imagem.

Mostramos ainda que:

Lema 6.6. A familia {(x(U), (z**1,...,29)} determina uma estrutura difer-
encidvel em M/ ~ tal que w: M — M/ ~ é uma submersao.

Consideremos dois sistemas de coordenadas na nossa familia:
(x(U), 6) = (x(U), @+, 7%) e
(x(V), ) = (x(V), (7, .., g%),
que correspondem a sistemas de coordenadas em M:
(U,¢) = (U, (z!,...,2%)) e
Vo) = (V. (y's o y%).
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A respectiva fungao de transicao

1; o (5—1 . Rd—k N Rd_k,
composta com a projeccio p : R — R4* nas tdltimas d — k componentes, é
dada por: o

pogd top=potpog .
Como o lado direito ¢ uma aplicagao diferenciavel RY — R4k segue-se que
a funcio de transicao v o ¢! é diferencidvel.

Para verificar que 7 : M — M/ ~ é uma submersao, basta observar que

nos sistemas de coordenadas (U, z', ..., 2%) para M e (n(U), (zF*1,..., z9))
para M/ ~, esta aplicac@o coincide com a projecgao p : R4 — Rk,

Para terminar a demonstracao, verificamos que
Lema 6.7. A topologia em M/ ~ é Hausdorff e possui uma base contdvel.

E claro que se M possui uma base contavel, entao a topologia quociente
também possui uma base contavel. Como o grifico de ~ é fechado em
M x M, M é Hausdorff e 7 é aberta, segue-se que M/ ~ é Hausdorff (cf. Lema
6.1).

O

Uma classe muito importante de relagdes de equivaléncia é dada pelas
acgoes de grupos de difeomorfismos. Fixemos uma ac¢ao de um grupo G
numa variedade M, i.e., um homomorfismo W : G — Dif(M), onde Dif (M)
¢é o grupo dos difeomorfismos de M. Também podemos ver uma ac¢ao como
uma aplicacao ¥ : G x M — M, que escrevemos (g,p) — g p, de forma que

g-p="(9)(p)

Como ¥ é um homomorfismo de grupos, obtemos:
(a) e-p=p, para todo o p € M;
(b) g-(h-p) = (gh) - p, para todo o g,h € G e p € M.
Reciprocamente, toda a aplicacdo ¥ : G x M — M, com p — g - p difer-
encidvel para g € G, determina um homomorfismo ¥ : G — Dif (M).

O quociente G\ M é, por definigdo, o conjunto das classes de equivaléncia
associadas a relagdo definida por:

p~q <= dgeG: g=g-p.

Gostariamos, pois, de saber que condigoes deve satisfazer uma acgao para
que o quociente G\ M seja uma variedade.

Uma acgao livre é uma acgdo G x M — M em que todo o g € G — {e}
actua sem pontos fixos, i.e.,

g-p=pparaalgumpe M — g=e.
Designando por G, o subgrupo de isotropia do ponto p € M, i.e.,
Gp={9€G:g-p=p},

vemos que uma accao ¢ livre sse G, = {e}, para todo o p € M.
Estamos, ainda, interessados na seguinte classe de acgoes:
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Definicao 6.8. Dizemos que a ac¢ao ¥V : G x M — M € propriamente
descontinua se satisfaz as sequintes duas condigdes:

(a) Para todo o p € M, existe um vizinhanga U de p, tal que:
g-UnNU =0, VgeG-—G,.

(b) Se p,q € M ndo pertencem a mesma orbita, entio existem vizinhangas
UdepeV deq, tais que

g-UNV =0, Ygeq.

Temos entao:

Corolario 6.9. Seja ¥ : G x M — M wma acgdo livre e propriamente
descontinua dum grupo G numa variedade M. Entdo existe uma estrutura
diferencidvel em G\M tal que 7w : M — G\M ¢é um difeomorfismo local.

Demonstragao. Vamos verificar a condigao (ii) do Teorema 6.3.

Vejamos que R C M x M é uma subvariedade mergulhada. Como a
accao ¢ livre, a condicao (a) da Definigdo 6.8 mostra que, dado um ponto
(po, g0 - o) € R, existe um aberto U contendo py, tal que:

g-UNU =0, VgeG-—{e}.

Vemos imediatamente que

(Uxgo-UyNR={(q,90-q9):q€ U}
Assim, a aplicagao

U—=Uxg-UNR, q— (g9 ),
é uma parametrizagao de uma vizinhanga de (pg, go-po) em R (com a topolo-
gia relativa). Como este ponto era arbitrério, segue-se que R é uma variedade
mergulhada. Note-se, ainda, que a projeccao p; : M x M — M restrita a
R inverte estas parametrizagoes. Logo, p; restrito a R é um difeomorfismo

local.
Deixamos como exercicio verificar que a inclusao

R={(p.g-p):peM,geG} > MxM
¢é propria. O

Nas condigoes do coroldrio, é ficil de ver que a projecgao m: M — G\M
é, de facto, um revestimento. Assim, se M ¢é l-conexa, entdo M é um
revestimento universal de G\ M, e temos que m(G\M) ~ G.

EXEMPLO 6.10.
Seja M =S", com n > 1. Consideremos a ac¢do Zo X S™ — S™ defina por:

1 (0, xn) = £(z0, ..., T0).

Esta accao € livre e propriamente descontinua. Concluimos que o quociente
P = S"/Zs € uma variedade. Como S™, para n > 1, é 1-conexa, concluimos
ainda que esta aplicagao € um revestimento universal e que w1 (P") = Zo.

As acgOes propriamente descontinuas surgem naturalmente no estudo de

grupos finitos ou discretos (ver exercicios). No estudo de grupos continuos ha
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que considerar outras classes de accoes. Na préxima série de licoes, estudare-
mos acgoes de uma classe muito importante de grupos infinitos continuos,
os chamados grupos de Lie. Iremos estudar nessa altura outros exemplos de
quocientes.

EXERCICIOS.

1. Seja M um espaco topoldgico Hausdorff e ~ uma relacao de equivaléncia em
M, tal que w : M — M/ ~ é uma aplicacdo aberta para a topologia quociente.
Mostre que a topologia quociente em M/ ~ é Hausdorff sse o gréfico de ~ é
fechado.

2. Seja M um espaco topolégico Hausdorff e ~ uma relacao de equivaléncia em
M, tal que m : M — M/ ~ é uma aplicagao aberta, para a topologia quociente.
Mostre que M/ ~ é Hausdorff sse o grifico de ~ é um subconjunto fechado de
M x M.

3. Mostre que (N,®) é uma subvariedade prépria sse ® é um mergulho e
O(N) C M é fechado.

4. Seja ® : M — N uma aplicagao diferencidvel. Mostre que o seu grafico
G(®) ={(p,®(p)) :pe M} C M x N,

é uma subvariedade propria de M x N.

5. Na variedade R? — {0} considere a relacio de equivaléncia ~ em que as
classes de equivaléncia sao as componentes conexas das rectas horizontais y =
const. Mostre que no espaco quociente existe uma estrutura diferenciavel nao-
Hausdorff.

6. Se G x M — M é uma acgao livre e propriamente descontinua verifique que
a inclusao

R={(pg-p):peEM,ge G} - MxM
é propria.

7. Se G X M — M é uma acgao dum grupo finito G numa variedade compacta
M, mostre que a inclusao

R={(pg-p):peEMgeGt—MxM
é propria.

8. Mostre que uma acgao livre de um grupo finito G numa variedade M é
propriamente descontinua.

9. Seja F uma folheagdo de M e designe por M/F o espago das folhas. Dize-
mos que F é uma folheacao simples se para cada p € M existe um sistema
de coordenadas distinguido (U, ¢) com a propriedade de que toda a folha L
intersecta U no maximo numa placa. Mostre que F ¢é simples sse existe uma es-
trutura diferencidvel em M/F, em geral ndo-Hausdorff, para a qual a aplicagao
m: M — M/F é uma submersao.
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PARTE II. Teoria de Lie

Depois de, na primeira série de ligoes, termos introduzido alguns dos
conceitos elementares sobre variedades, vamos agora iniciar o estudo da
geometria diferencial local. Os conceitos e ideias principais a reter nesta
segunda série de ligoes sao:

Na Licao 7: A nogao fundamental de campo vectorial e os conceitos
base a ela associada: curva integral e fluro de um campo.

Na Licao 8: Parénteses de Lie de campos vectoriais. Derivada de
Lie, que nos permite diferenciar objectos ao longo de um campo
vectorial.

Na Ligao 9: Distribuicoes, objectos que generalizam a nocao de
campo vectorial. Distribuicoes involutivas, que sao descrigoes in-
finitesimais de folheagoes.

Na Licao 10: Grupos de Lie, uma classe muito importante de var-
iedades, e os seus andlogos infinitesimais, as dlgebras de Lie.

e Na Licao 11: Como integrar dlgebras de Lie em grupos de Lie.
e Na Licao 12: Os grupos de transformagoes que sao realizagdes conc-

retas de grupos de Lie.
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LigAo 7. CaAMPOS VECTORIAIS E FLUXO

Definicao 7.1. Um campo vectorial numa variedade M ¢é uma sec¢do do
fibrado tangente m : TM — M, i.e., € uma aplicacio X : M — TM tal
qgue mo X = I. O campo vectorial X diz-se de classe C*° se a aplicagao
X : M — TM ¢ de classe C*°. Designamos por X(M) o conjunto dos
campos vectoriais C°° numa variedade M.

Se X ¢é um campo vectorial em M, designamos por X, em vez de X (p),
o valor do campo vectorial no ponto p € M. Para cada p € M, X, é uma
derivagao e, portanto, dada uma fungao f € C°°(M) podemos definir uma
nova funcao X(f): M — R por:

X(f)p) = Xp(f)-

Recordando a nogao de diferencial de uma funcgao, observe que esta definigao
é equivalente a:

X(f) = df(X).

Deve ser claro da definigdo de vector tangente, que a aplicacao f — X (f)
satisfaz:

(i) X(f+Xg) = X(f) +AX(g);
(i) X(fg9) = X(f)g+ fX(9);

Seja (U, 2%, .. ,xd) um sistema de coordenadas da variedade M. Entao
temos campos vectoriais 821' € X(U) definidos por:
0 0
4 = . =1,...,d).
ozt () ox* p’ (@ REL

Se X € X(M) é um campo vectorial em M, a sua restrigdo ao aberto U,
designada por X |y, pode ser escrita na forma:

d
; 0
Xl = ZX O’
i=1
onde os X' : U — R sdo certas funcdes, a que chamamos componentes do
campo vectorial X em relacdo as coordenadas (z',...,z%).

Lema 7.2. Seja X um campo vectorial numa variedade M. As seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) O campo vectorial X € de classe C*;
(ii) Para todo o sistema de coordenadas (U,z', ... 2%), as componentes X'
de X em relacdo a estas coordenadas sao fungdes de classe C'*°;
(i1i) Para qualquer fungao f € C*°(M), a fungio X(f) € de classe C*°.

Demonstragao. Vejamos as implicagoes (1) = (i) = (iii) = (i).
Para verificar que (i) = (ii), observe que se X é de classe C* e U é um

aberto, entdo a restricdo X|y é de classe C°. Assim, se (U,z?,...,z%) é um
sistema de coordenadas, temos que dz'(X|y) é de classe C*°. Mas:

0

o) =X

d
da'(X|y) = da'()_ X7
j=1
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Para verificar que (ii) = (iii), observe que f € C*°(M) se e 86 se f|y €
C>(U), para todo o dominio de coordenadas U. Mas:

d
%,
X(f)ly = ZXZaji € C™(U).

i=1

Para verificar que (iii) = (i), basta verificar que X |y é C*, para todo o

dominio de coordenadas U. Recordemos que, se (U, z!,... ,xd) é um sistema
de coordenadas de M, entao
(7 LU), (@t om,...,x% omr,dat, ... dz?))

¢ um sistema de coordenadas de T'M. Como:
tlomoX|y =a' € C®(U),
dz' o Xy = X () € C*®(U),
concluimos que X|y é C. O

Assim, um campo vectorial X € X(M) determina uma derivacao linear
em C*°(M). Reciprocamente,

Lema 7.3. Toda a derivagao linear D : C*°(M) — C*(M) determina um
campo vectorial X € X(M), através da formula:

Xp(f) = D(f)(p)-

Demonstra¢ao. A tnica coisa a mostrar é que X,(f) depende apenas do
germe [f] € Gp, i.e., quese f,g € C*°(M) sao fungdes que coincidem nalguma
vizinhanga de p, entdao D(f)(p) = D(g)(p). Isto segue-se do facto de que
uma derivacao D é local, i.e., que se f € C*°(M) é uma funcao que se anula
num aberto U C M, entdao D(f) também se anula em U. Para ver isto, seja
p € U, e escolha-se uma fungao g € C*°(M) tal que g(p) > 0 e supg C U.
Como ¢gf = 0, temos:

0= D(gf) = D(9)f + gD(f).

Calculando ambos os lados em p, obtemos D(f)(p) = 0. Logo, D(f)|r =0,
como pretendido. O

Daqui em diante, utilizaremos a mesma letra para representar um campo
vectorial e a derivagdo de C*°(M) que lhe esta associada.

Seja ® : M — N uma aplicagao diferencidvel. Em geral, dado um campo
vectorial X em M, nao é possivel transportar X para um campo vectorial
Y em N (com recurso a ®), e vice-versa. De qualquer forma, a seguinte
definigdo é muito util.

Definigcao 7.4. Seja ® : M — N wuma aplicagdo diferencidvel. Um campo
vectorial X € X(M) diz-se ®-relacionado com um campo Y € X(N) se,
para todo o p € M, temos



Em certos casos, como, por exemplo, quando ® é um isomorfismo, pode-
mos determinar Y a parir de X e de ®. Neste caso, e s6 neste caso, escreve-
mos Y = &, X. Note que, como derivacoes, temos que

.X(f)=X(fo®), VfeC®N).

Vamos chamar caminho numa variedade M a uma aplicacao continua
v :Ja,b[— M. Um caminho suave é um caminho em que a aplicagao 7
é de classe C*°. Também consideramos caminhos v : I — M definidos em
intervalos que podem nao ser abertos. Neste caso, dizemos que v é suave
se possui uma extensao a uma caminho suave definido num intervalo aberto
JDI. Se~:I— M éum caminho suave, a sua derivada é:

. 0
W(t) = dfy a . € T’y(t)M’

e estd definida para todo o t € I. Observe que a derivada ¢t — 4(t) é um
caminho suave em T'M.

Definicao 7.5. Seja X € X(M) um campo vectorial. Um caminho suave
v:1 — M diz-se uma curva integral de X se

(7.1) ’y(t) = Xﬂ/(t)7 vt el.

Em coordenada locais (U, (z*,.. : ,2%)), o caminho v(t) fica determinado

pelas suas componentes y(t) = x(y(t)). Por exemplo, a sua derivada é
dada por:

9 Iy o

ot 4 dt Ot

7

Y =dy-

Por seu lado, as curvas integrais dum campo vectorial X, com componentes

X% em relagdo as coordenadas (x!,... ,xd), sao as solugoes do sistema de
e.d.o.’s:

dWi ir 1 d .
(7.2) =X'"(v'(t),...,y*(), (GF=1,...,d).

dt

Este sistema é a forma local das equacoes (7.1). Resultados standard sobre
existéncia, unicidade e intervalo maximo de definicdo de solugbes, de um
sistema de e.d.o.’s, fornece a seguinte proposicao.

Proposicao 7.6. Seja X € X(M) um campo vectorial. Para cada p € M,
existem numeros ap,b, € R U {£oo} e uma curva suave v, :|ap, by|— M,
tais que:

(i) 0 €]ap, bp[ € 1p(0) = p;

(i1) vp € uma curva integral de X;
(11i) Sen :le,d[— M € uma curva integral de X que satisfaz (i) e (ii), entdo

le,d[Clap, by[ e 'thc,d[ =.

A ~, chamamos a curva integral maximal de X por p. A proposicao
mostra que, por cada ponto, passa uma Unica curva integral maximal. As-
sim, para cada t € R, vamos definir

Dy ={p € M :t€lay, by},
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e o fluxo do campo vectorial X € X(M) é a aplicagao ¢% : Dy — M dada
por

O (p) = (1)

A proposicao seguinte fornece as propriedades bésicas do fluxo, e a sua
verificacao é deixada como exercicio:

Proposigao 7.7. Seja X € X(M) um campo vectorial com fluzo ¢, . Entdo:

(i) Para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p e € > 0, tal que a
aplicagao (—e,e) x U — M dada por:

(t,q) — ¢ (q),

estda bem definida e é de classe C°;
(ii) Para cada t € R, Dy € aberto e J;~oDi = M;
iii) Para cadat € R, ¢% : Dy — D_; € um difeomorfismo e:
X

(0%) ™ = 0%
(iv) Para cada s,t € R, o dominio de ¢% o ¢% estd contido em Dyys e:
Yo = ook
Um campo vectorial diz-se completo se D; = M, para todo o t € R,

i.e., se a curva integral maximal por qualquer p € M esta definida para
t €] — 00, +0o0[. Neste caso, o fluxo de X pode ser visto como uma aplicagao:

RxM— M, (tp)— ¢x(p).

As propriedades acima, traduzem o facto de que esta aplicagdo é uma accao
do grupo aditivo (R,+) em M. Dito de outra forma, a aplicacao

R — Dif (M), t+ ¢,

é um homomorfismo do grupo aditivo (R, +) no grupo (Dif (M), o) dos difeo-
morfismos de M. Dizemos, pois, que cbe é um grupo a 1-parametro de trans-
formagoes de M. No caso nao completo, falamos ainda de um grupo local
a 1-parametro de transformagoes de M.

Se X € X(M) é um campo vectorial e f € C(M), jai sabemos que
X(f) € C>°(M). As expressoes em coordenadas locais, mostram que X ¢
um operador diferencial de 1* ordem. Iterando esta construcao, podemos
considerar “poténcias” X*, que mais nio sdo que operadores diferenciais de
ordem k:

XEHL(F) = X (XM ().

Proposicao 7.8 (Férmula de Taylor). Seja X € X(M) um campo vectorial
e f € C®(M). Para cada p € M e inteiro positivo k, é vdlida a expansao:
t t* o t* k+1
fodk =F+tX(f)+ ZX(f) -+ ZX(f) + 0",
onde t +— O(tFT1) € uma fungio C™ numa vizinhanca da origem, cujos
termos de ordem < k sao nulos.
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Demonstragdo. Pela férmula de Taylor usual aplicada & fungao ¢ — f(¢% (p)),
basta verificar que

dk:
IO = XH0)

t=0

Para isso, vamos mostrar, por indugao, que:

k
CLI 0k ) = XF () ).

Para verificar esta igualdade se k = 1, basta observar que:

d
Ef(ﬁbg((P)) =dpf - Xy )

= Xot.0)(f)
= X(f)(¢x (p))-
Agora, supondo a férmula valida para k — 1, calculamos:
dk d [ dkt
G0k = 5 (Gam /o)
= SXF() (0 )

= XXMMk () = XE () (p)-
O

Uma outra notagao em voga para o fluxo de um campo vectorial, justifi-
cada por estes comentdrios, e bastante sugestiva, é a notacao exponencial:

exp(tX) = ¢ly.
Nesta notagao, as propriedades acima escrevem-se:
exp(tX) ™! = exp(—tX), exp((t+s)X) = exp(tX) oexp(sX),
enquanto que a expansao de Taylor pode ser escrita na forma sugestiva:
t2 tk
Flexp(tX)) = f +1X(f) + 5 X*(f) + -+ 5 X5() + ().

Nao utilizaremos esta notagao nestas notas.

Se X € X(M) é um campo vectorial, um ponto p € M diz-se ponto
singular ou ponto de equilibrio de X, se X, = 0. E claro que a curva
integral por um ponto singular p € M é o caminho constante, i.e., qﬁg((p) =p,
para todo o t € R.

Para pontos nao-singulares, temos a seguinte forma candnica:

Teorema 7.9. Seja X € X(M) um campo vectorial e p € M um ponto nao-
singular: X, # 0. Eristem coordenadas locais (U, (z',... x%)), centradas
em p, tais que:

0
Xy = -
v ozt
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Demonstragdo. Primeiro escolhemos coordenadas locais (V, (y',...,y%)) =
(V,4), centradas em p, tais que:
0

M= gyt

p
A aplicacao o : R — M dada por
o(tr,. .. ta) = ¢ (W10, ta,. .., ta)),

fica bem definida e é C'*° numa vizinhancga da origem. O seu diferencial na
origem satisfaz:

0 d 0
doo - —| = —lL(yp! =X, = —
07 Jirly = AT 00O == 5]

o o o
doo’-a—tio_a—ti (O,tQ,...,td))O—a—yip.

Concluimos que ¢ é um difeomorfismo local numa vizinhanca da origem.
Assim, existe um aberto U contendo p, tal que ¢ = ¢~ ! : U — R? é um

sistema de coordenadas. Escrevendo (U, $) = (U, (z',...,z%)), obtemos:
0 0
i —do - —
Ox! o(t1,ensta) ot (t1,eta)

d
= W00, )

t=t1

- X( %(wil(()?t?v s 7td))) = Xa(tl,...,td)-

EXERCICIOS.

1. Seja M uma variedade conexa. Mostre que, dados p, ¢ € M distintos, existe
um caminho v : [0,1] — M de classe C*°, tal que

(a)y(0) =p e (1) =g

(b)2X(t) # 0, para todo o ¢ € [0,1];

(c)vy é simples (i.e., v é injectiva).
Aproveite este facto para mostrar que uma variedade conexa de dimensao 1 é
difeomorfa a R ou a S*.

2. Seja X € X(M) um campo vectorial.
(a)Se A € R, qual é a relacdo entre as curvas integrais de X e de AX?
(b)Se ® : M — N é uma aplicagio diferencidvel, e Y € X(IV) é ®-relacionado
com X, qual é a relagao entre as curvas integrais de X e de Y7

3. Demonstre a propriedades do fluxo, dadas pela Proposicao 7.7.
4. Determine o fluxo do campo vectorial X = yd/dx — x0/dy em R2.
5. Um campo vectorial X em R é completo? E em R??

6. Mostre que, se M é uma variedade compacta, entao todo o campo vectorial
X € X(M) é completo. Dé um exemplo de uma variedade com dois campos
vectoriais X1 e Xo completos, tais que X7 + X5 nao é completo.
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7. Seja X € X(M) um campo vectorial que néo se anula. Mostre que as curvas
integrais de X formam uma folheacao F de M, de dimensao 1. Reciproca-
mente, mostre que, localmente, as folheagoes de dimensao 1 sao todas desta
forma. Se ® : N — N é um difeomorfismo, e F é a folheacao obtida por
suspensao deste difeomorfismo, verifique que, globalmente, as folhas de F sao
as curvas integrais de um campo vectorial X.

8. Uma estrutura Riemanniana numa variedade M é uma escolha de um pro-
duto interno (, ), em cada espago tangente T}, M, que varia suavemente (para
todos os campos vectoriais X, Y € X(M), a funcao p — (X (p), Y (p)), é C).
Mostre que existe uma estrutura Riemanniana em qualquer variedade M.

LI1¢AO 8. PARENTESES E DERIVADA DE LIE

Definicao 8.1. Sejam X,Y € X(M) campos vectoriais. O parénteses de
Lie de X eY € o campo vectorial [X,Y] € X(M) definido por:

(X, Y](f) = X(Y () - Y(X(f), VfeC=(M)

Note que, pela férmula, [X,Y] é um operador diferencial de ordem < 2.
No entanto, um pequeno calculo mostra que [X,Y] é uma derivacao linear
de C*°(M):

(X, Y](fg) = X Y](f)lg+ fIX,Y](9), Vf.g€C™M).
Assim, os termos de 22 ordem cancelam-se e obtemos, de facto, um campo
vectorial [X,Y] € X(M).
O célculo do parénteses de Lie em coordenadas locais é muito simples, se

pensarmos nos campos vectoriais como operadores diferenciais de 1? ordem.
Tlustramos este célculo com o seguinte exemplo.

ExXEMPLO 8.2.
Seja M =R? com coordenadas (x,y,z), e tomemos 0s campos vectoriais:

_,90_ 9
oy Yoz
0 0

Y —l‘& —Za,
_,9_.9
~Yor oy’

Entao, por exemplo,

L AV N AN A
T Z@y Yo: ) \"o: ~ “ox Y9z “ox Z@y Yoz
VA4

Deixamos como exercicio o cdlculo dos outros dois parénteses de Lie:

Y,Z] =X, [Z,X]=Y.

A proposigao seguinte mostra que o parénteses de Lie mede a falta de
comutatividade dos fluxos de X e Y.
57



Proposicao 8.3. Sejam X,Y € X(M) campos vectoriais. Para cadap € M,
o comutador

(&) = 63V 0 65V 0 6YF 0 $Y5(p)

estd bem definido para € > 0, suficientemente pequeno. Verifica-se, ainda,
a igualdade:

p1= ¢1\{E (p)

Demonstragdo. Fixemos coordenadas locais (U, z', ..., z%), centradas em p,
de forma que:

.0 0
X=) X'—, Y= V'—.
izl Oxt’ Zzl ox’
O parénteses de Lie de Y e X é dado por:
[X,Y](z") = X(Y") = X(Y7).

Vamos designar por pi, pe € p3 os pontos intermédios:

p1= 6y (),
b2 = Qb%g(pl)’
3 = &y Ve (pa),



A férmula de Taylor (cf. Proposigao 7.8), aplicada sucessivamente & fungao
coordenada x*, fornece:

#(n) = ' (p) + VEY(p) + 36V (a) () + OcH)
o'(p2) = 2'(p) + VE(Y'(p) + X' (p)+

V) o) + X))+ 3 X)) ) + O
'(ps) = 2'(p) + VeX'(p)+

< (X))~ Y (XD ) + 5 X260) ) + 0l

)

N

_l’_

)

N|w

' (p(e)) = 2'(p) + & (X(Y)(p) — Y(X')(p)) + Ofe
Logo:

A nossa préxima proposicao fornece as propriedades mais importantes do
parénteses de Lie, e a sua demonstracao é deixada como exercicio.

Proposicao 8.4. O parénteses de Lie satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Anti-simetria: [X,Y] = —[Y, X|;

(ii) Bilinearidade: [aX 4+ bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z], Ya,b € R;
(111) Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]]| +[Y,[Z,X]] +[Z,[X,Y]] = 0;
(iv) Identidade de Leibniz: [X, fY] = X(f)Y + f[X,Y], Vf € C>®(M).

Uma outra propriedade importante é a de que o parénteses de Lie é preser-
vado pelas aplicagoes diferencidveis. O enunciado preciso é o seguinte, e a
sua verificacao é deixada como exercicio.

Proposicao 8.5. Seja ® : M — N uma aplicacdo diferencidvel. Se X e
Y € X(M) sao ®-relacionados com, respectivamente, Z e W € X(N), entdo
[X,Y] € ®-relacionado com [Z, W].

A interpretacdo geométrica fornecida pela Proposi¢dao 8.3, mostra que o
parénteses de Lie estd intimamente relacionado com o fluxo dos campos
vectoriais. Existe, ainda, uma forma mais precisa desta relacdo. Para a
compreender, necessitamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 8.6. Seja X € X(M) um campo vectorial.

(i) A derivada de Lie da funcdo f € C°°(M) ao longo de X € a fun¢do
Lxf dada por:

(Lx )y = lim + (F(6(p) — 7).

(ii)) A derivada de Lie do campo vectorial Y € X(M) ao longo de X
€ o campo vectorial LxY dado por:

1 _t
(LxY)p = lim = <d¢x Yot ) — Yp) :
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Para obter uma forma mais simétrica para estas defini¢oes, podemos ob-
servar que um difeomorfismos ® : M — M actua nas fungdes em C°(M)
por:

(@ f)(p) = f(@(p)),

e actua nos campos vectoriais Y € X(M) por:
(®*Y), =do™" - Ya(,).

Note que ®*Y = (1),Y e, portanto, estas operacdes de “pull-back” estio
relacionadas pela identidade:

Y (f) =Y (@) f).

A derivada de Lie de um objecto P (uma fungao ou um campo vectorial) é,
entao, dada por:

(8.1) LxP = hm ((gbt )*P —P).

Mais tarde iremos extender esta deﬁnlgao a outros objectos.
Teorema 8.7. Seja X € X(M) um campo vectorial.

(i) Para toda a fungao f € C®(M): Lxf = X(f).

(ii) Para todo o campo vectorial Y € X(M): LxY = [X,Y].

Demonstragao. Para mostrar (i), basta observar que:

Exf——f0¢x =df- X =X(f).

t=0

Para mostrar (ii), observamos primeiro que

(ExY)(1)) = lim 7 (465 Yig 4y~ V2) (F)

t—0 ¢

= lim — (Ygzst (f © <Z5X ) — p(f)) .

t—0 t

Por outro lado, a férmula de Taylor fornece:

fooy =f—tX(f)+ O,

logo:
(ExY)() @) = im T (Vi () — Vi (X () = V()
= tim + (Vi i ()~ Y1) = V(X (1))
— X,(Y () = Yp(X(f)) = [X.YI(H)p).
O
EXERCICIOS.

1. Verifique as propriedades do parénteses de Lie, dadas pela Proposigao 8.4.

2. Seja @ : M — N uma aplicagao diferencidvel. Mostre que se X e Y € X(M)
sao ®-relacionados com, respectivamente, Z e W € X(N), entdao [X,Y] é -
relacionado com [Z, W].
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3. Sejam X,Y € X(M) campos vectoriais, com fluxos ¢’ e ¢3.. Mostre que
Lo ¢y = @3 o Y para todo o s et sse [X,Y] =0.

4. Sejam X;,..., X € X(M) campos vectoriais numa variedade M, tais que:
(a){Xilp,- .., Xk|p} s@o linearmente independentes, para todo o p € M;
(b)[X;, X;] = 0 para quaisquer ¢,7 = 1,..., k.

Mostre que existe uma unica folheacao k-dimensional F de M tal que, para

todo o p € M, se tem

T,L=(X1],,.... X1|,),

onde L € F é a folha que contém p.

LI1GAO 9. DISTRIBUICOES E TEOREMA DE FROBENIUS

Um campo vectorial X € X(M), que nao se anule, determina um sube-
spaco (Xp,) C T,M, em cada p € M. Estes subespacgos variam suavemente
com p. A defini¢do seguinte generaliza esta situacao.

Definicao 9.1. Seja M uma variedade de dimensdo d e 1 < k < d um
inteiro. Uma distribuicao k-dimensional D em M, é uma aplicagdo

M >pw— D, CT,M,

que a cada p € M associa um subespago D, C T, M de dimensao k. Dizemos
que a distribuicio D € de classe C*° se, para cada p € M, existe uma
vizinhanga U de p e campos vectoriais X1,..., X, € X(U), tais que:

D, = (Xi1(q),...,Xk(q)), VqeU.

Se D é uma distribuicao em M e X € X(M) é um campo vectorial,
dizemos que X é um campo vectorial em D ou que X é tangente a D, se

Xp € D), para todo o p e M.

Vamos designar por X(D) o conjunto dos campos vectoriais tangentes a uma
distribuigao D. Observe que X(D) ¢ um mdédulo sobre o anel C*°(M).
EXEMPLOS 9.2.

1. Se X é um campo vectorial que ndo se anula, entdo D : p — (X,) € uma
distribuicao e X € um campo vectorial em D.

2. Em M = R3, temos a distribui¢do 2-dimensional D = (X1, X2) gerada pelos
campos vectoriais:

0 0
X1 =—+22—
! 0m+zay’
0 0
Xo = — 4+ 22—.
2 8y+z 0z

3. Note-se que nem toda a distribuicao 2-dimensional é gerada por 2 campos
vectoriais, como no evemplo anterior: em M = R3 — {0}, temos a distribui¢cdo
2-dimensional D = (X,Y,Z), gerada pelos campos vectoriais X, Y e Z do
Ezemplo 8.2. Deizamos como exercicio mostrar que esta distribuicdo nao €
gerada por dois campos vectoriais.
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No caso dos campos vectoriais, vimos que a nocao de curva integral de-
sempenha um papel crucial. Para as distribuigoes, a nogao andloga é a
seguinte:

Definigao 9.3. Seja D uma distribuicdo na variedade M. Uma subvar-
iedade conexa (N, ®) de M diz-se uma variedade integral de D se

dp®(T,N) = Dgp), Vp € N.

Observe que se D é uma distribuicao k-dimensional, as suas variedades
integrais (caso existam) tém dimensao k.

EXEMPLOS 9.4.

1. Consideremos a distribuicao do FExemplo 9.2.2. O plano z = 0 € uma var-
iedade integral desta distribuicdo, pois € conexo e

0 0

D(z,y,O) = <% ) a_y >

(z,y,0) (z,y,0)

2. Voltemos a distribuicdo D do Fxemplo 8.2. As esferas

Se=1{(5,9,2) €RP—0: 0%+ y? + 22 = c},
sao variedades integrais de D. De facto, estas sao conexas, e temos que:
T(z,y,z)SC = {6 € Rg : (xvya Z) U= O}a

logo:
Tay.2)Se C(X,Y,Z).

Por outro lado, a matriz cujas colunas sao as componentes de X,Y e Z:

-y x 0
—z 0 =z
0 —2 gy

tem rank 2 em todos os pontos. Logo T,S. = Dy, para todo o p € S.. Portanto,
S. € uma variedade integral, para cada c.

No segundo exemplo, por cada p € M passa uma variedade integral (o
que é que acontece no primeiro exemplo?). Note, ainda, que a colecgao das
variedades integrais formam uma folheacdo de R? — 0. Mais geralmente,
se F é uma folheacao k-dimensional de uma variedade M, designemos por
T,F = T,L o espaco tangente a folha L que contém p. A aplicacdo D : p —
T,F ¢ uma distribuicao k-dimensional em M. Um campo vectorial pertence
a D sse é tangente a folheacao, i.e., sse toda a curva integral de X pertence
a uma folha de F.

Dada uma distribuigdo D, nem sempre é verdade que exista uma folheagao
F tal que D = TF. Um condicdao necessaria para que tal aconteca é dada
pela seguinte proposicao:

Proposicao 9.5. Seja D uma distribuicao C*° em M, e suponha-se que
por cada ponto de M passa uma variedade integral de D. Entdo, para todo
o par de campos vectoriais X,Y € X(D), temos que [X,Y] € X(D).

Demonstracao. Sejam X,Y € X(D) campos vectoriais em D e py € M. Por

hipétese, existe uma variedade integral (N, ®) e g € N, tal que ®(qo) = po.

Como dy® : TyN — Ty g M € injectiva, com imagem Dg g, existem campos
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vectoriais X , Y e X(N) que sao ®-relacionados com X e Y, respectivamente.
Mas, entao, [X,Y] é ®-relacionado com [X,Y] e, portanto,

[X’ Y]po = dQO(I)([Xa l?]qo) € d(qu)(TQON) = Dp.
Como pg era um ponto qualquer de M, concluimos que [X,Y] € X(D). O

Estas observagoes motivam as seguintes defini¢Ges:
Definigao 9.6. Seja D uma distribuicdo C*° em M.
(i) D diz-se involutiva se, sempre que X,Y € X(D), entio [X,Y] €
X(D).
(i) D diz-se integrdvel se existe uma folheagcdo F tal que D = TF.
O resultado fundamental sobre integrabilidade de distribuigoes diz que a

Unica obstrucao a integrabilidade de uma distribuicao é, precisamente, a de
nao ser involutiva.

Teorema 9.7 (Frobenius). Uma distribuicao D de classe C™ € integrdvel
sse € involutiva. Neste caso, a folheacdo tangente a D € unica.

Demonstracdo. A Proposicao 9.5 fornece uma das implicagoes. Para ver-
ificar a outra implicacdo, suponha-se que D é uma distribuicdo involu-
tiva. Vamos mostrar que, para cada p € M, existem campos vectoriais
X1,...,Xk € X(U), definidos numa vizinhanca U de p, tais que:

(a) Dly = (Xu,..., Xg);

(b) [Xi, X;] =0, para quaisquer i,5 = 1,... k.

Desta forma, pelo Exercicio 4 da Licao 8, obtemos uma cobertura aberta
{Ui}ier de M, tal que, para cada i € I, existe uma unica folheacao F; em
U; que satisfaz TF; = D|y,. Pela unicidade, sempre que U; N U; # 0, temos
Filvinu; = Fjluinu,. Assim, existe uma tnica folheagao F de M tal que
F ‘Ui =Fi.

Fixemos, entao, p € M. Por hipétese, existem campos vectoriais Y7,...,Y;
definidos numa vizinhanga V' de p, tais que D|y = (Y1,...,Y%). Pode-
mos, também, assumir que V' é um dominio de um sistema de coordenadas
(z',...,2%) de M, de forma que

L9
Y;-:Zail@, (121,,]6),
=1

onde a; € C*°(V). A matriz A(q) = [ail(q)]f’ldzl, tem rank k em p. Podemos
assumir, eventualmente apés reordenar as varidveis z!, que o menor k x k,
que corresponde as primeiras k linhas e colunas de A, tem determinante
nao-nulo numa vizinhanca U de p. Seja B a matriz k X k que inverte este
menor, e definam-se os campos vectoriais X1,..., X € X(U) por:

k.d

0
Xi = Z bijaﬂ—l
ji=1 Oz

d

0 0 .

8ml+ E Cil@’ (1_17"'ak)’
I=k+1
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onde ¢;; € C*°(U). Por um lado, vemos que
Dy = (Y1,.... V%) = (X1,..., Xp),
logo (a) é satisfeita. Por outro lado, um célculo simples mostra que
X5, X/ Zdlal’ (1,7 =1,...,k),
I=k+1

para certas funcoes dlij € C*®(U). Como D é involutiva, este comutador é

uma combinac¢ado C'*°(M)-linear dos X7i,..., Xx. Logo, as fungdes d;j tém
de ser identicamente nulas, e (b) também ¢ satisfeita. O
EXERCICIOS.

1. Dé um exemplo de uma distribui¢ao D de dimensao 1 que nao é globalmente
gerada por um unico campo vectorial.

2. Mostre que a distribuicao 2-dimensional D do Exemplo 8.2, ndo é global-
mente gerada por apenas dois campos vectoriais.

3. Mostre que o plano z = 0 é a tnica subvariedade integral da distribuicao do
Exemplo 9.2.2.

4. Verifique que a distribuicio 2-dimensional em R? definida pelos campos
vectoriais

9
ox’

nao possui qualquer variedade integral.

0

X, = =
1 82’

0
Xy =e =
2=e 6y+

5. Considere a distribuicio D em R? gerada pelos campos vectoriais:

— -+ cosx cos — —sinzsiny—
or Yoz’ dy Yoz

Verifique que D é involutiva e determine a folheagao F que a integra.

6. Na 3-esfera S C R* considere a distribuicao 1-dimensional definida por

X*72+ 2 2+ a
T Yo TPy T Y T fow

Determine a folheagao F que a integra.

LigAo 10. GRUPOS DE LIE E ALGEBRAS DE LIE

A nossa préxima definicdo é uma axiomatizacao das propriedades do
parénteses de Lie de campos vectoriais (cf. Proposicao 8.4).
Definicao 10.1. Uma dlgebra de Lie é uma espago vectorial g com uma
operacgao [, |: g x g — g, designada parénteses de Lie, que satisfaz:
(i) Anti-simetria: [X,Y] = —[Y, X|;
(ii) Bilinearidade: [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z], Ya,b € R;
(111) Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z|]| +[Y,[Z,X]] +[Z,[X,Y]] = 0.
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E possivel definir dlgebras de Lie complexas (i.e, com g um espago vecto-
rial complexo). Note, também, que o espaco vectorial na definigdo pode ter
dimensao infinita, embora estejamos interessados, sobretudo, em algebras
de Lie de dimensao finita.

ExXEMPLOS 10.2.

1. R* com o parénteses de Lie zero [, | = 0 é uma dlgebra de Lie, dita a
dlgebra de Lie abeliana de dimensao d.

2. Para qualquer variedade, os campos vectoriais X(M) formam uma dlgebra
de Lie (de dimensao infinita, se dim M > 0).
3. Se V € um espaco vectorial, as aplicacoes lineares T :' V — V' formam uma

dlgebra de Lie, designada por gl(V'), com parénteses de Lie o comutador de
transformacoes lineares:

[T,8]=ToS—SoT.

Se V. =R", esta dlgebra de Lie € designada por gl(n). Fizando uma base para
R™, podemos identificar gl(n) com a dlgebra de Lie das matrizes n X n, com o
comutador de matrizes.

4. EmR3, podemos definir uma estrutura de dlgebra de Lie, em que o parénteses
de Lie € dado pelo produto externo:

[0,wW] = T x .
5. Se g e b sao algebras de Lie, o seu produto cartesiano g X b € uma dlgebra
de Lie, com parénteses definido pela formula:

[(XlaXQ)a (Ylﬂ YQ)] = ([XlﬂXQ]g’ [Yla YQ]*})

Acontece, como veremos mais adiante, que as dlgebras de Lie de dimensao
finita estao intimamente associadas a seguinte classe de grupos:

Definicao 10.3. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura
diferencidvel, tal que as operacies

p:GxG— G, (g,h) — gh (multiplicacao),

1

L:G— G, g— g (inversio),

sao aplicagoes diferencidveis.

E possivel (e til) definir outras classes de grupos: grupos topoldgicos,
grupos analiticos, grupos algébricos, etc. Nao discutiremos outras classes
nestas notas. Deixamos como exercicio verificar que, na definicdo de grupo
de Lie, basta assumir que a inversao ¢é diferencidvel.

ExeEmMPLOS 10.4.
1. R4 ¢ um grupo de Lie para a adicio de vectores.
2. Os reais nao-nulos R* e os complexos nao-nulos C* formam um grupo de
Lie para a operagcao de multiplicacdo. FE claro que C* também € um grupo
de Lie complexo, mas os grupos de Lie (i.e., variedades) que consideraremos
serdo sempre reais.
3. A circunferéncia St = {z € C : ||z|| = 1} € C* € um grupo de Lie.
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4. SeV éum espago vectorial (de dimensdo finita), o grupo das transformagoes
lineares T : V. — V invertiveis formam um grupo de Lie, designado por GL(V),
e chamado o grupo geral linear. Se V =R", este grupo pode ser identificado
com o grupo das matrizes n X n invertiveis, que se designa por GL(n).

5. Se G € um grupo de Lie, a componente conexa da identidade € um grupo de
Lie. Por exemplo, os reais positivos Ry, que formam a componente conexa da
identidade de R*, sao um grupo de Lie.

6. Se G e H sao grupos de Lie, o produto cartesiano G X H é um grupo de
Lie. Por exemplo, o toro T" =S' x --- x S € um grupo de Lie.

Num grupo de Lie G, um campo vectorial X diz-se invariante a es-
querda se:
(Lg)«X =X, Vgeg,
onde L, : G — G ¢ a translacao a esquerda h — gh. De forma andloga,
definem-se campos vectoriais invariantes & direita.

Proposicao 10.5. Seja G um grupo de Lie.

(i) Todo o campo vectorial invariante a esquerda é de classe C'™°.
(i) Se X,Y € X(G) sao campos vectoriais invariantes a esquerda, entdo
[X,Y] também é invariante a esquerda.
(iii) O congunto dos campos vectoriais invariantes a esquerda é um sube-
spago vectorial de X(G), de dimensao igual a dim G.

Demonstra¢ao. A demonstragao de (i) é deixada como exercicio. Para veri-
ficar (ii), basta observar que, se X e Y sdo campos vectoriais invariantes a
esquerda, entao:

(Lg)«[X, Y] = [(Lg)s X, (Ly)Y] = [X, Y], Vg €G,

donde [X, Y] é invariante a esquerda.

Seja Xiny (G) o conjunto dos campos vectoriais invariantes a esquerda. Da
definicao, é claro que Xin (G) C X(G) é um subespago linear. Por outro
lado, a aplicacao de restricao

%inV(G) — TeG7 X = X67

é um isomorfismo linear. De facto, se v € T.G, entao definimos um campo
vectorial X em G por:
Xy=dLy-v.
Este campo vectorial é invariante a esquerda e X, = v. Logo, a aplicagao
de restri¢ao Xin(G) — T.G é invertivel. Assim,
dim Xy (G) = dim TG = dim G.
O

Segue-se da proposicao que, se G é um grupo de Lie, os campos vectoriais
em @ invariantes a esquerda formam uma algebra de Lie, que vamos designar
por g. A demonstragdo mostra que podemos identificar g com T.G.
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ExEMPLOS 10.6.

1. Seja G = (R%,+). Um campo vectorial em R? € invariante a esquerda sse
€ constante: X = Zle ai%, com a; € R. O parénteses de Lie de campos
vectoriais constantes € zero, logo a dlgebra de Lie de G € dlgebra de Lie abeliana
de dimensao d.

2. A dlgebra de Lie do produto cartesiano G x H de dois grupos de Lie, é o
produto cartesiano g X b das suas dlgebras de Lie. Por exemplo, a dlgebra de
Lie de S tem dimensdo 1, logo é abeliana. Assim, a dlgebra de Lie do toro T¢
também € a dlgebra de Lie abeliana de dimensado d.

3. O espago tangente na identidade do grupo geral linear G = GL(n) pode ser
identificado com gl(n). Deizamos como exercicio verificar que, o isomorfismo
linear g — gl(n), leva o parénteses de Lie de campos invariantes & esquerda no
comutador de matrizes. Assim, podemos identificar a dlgebra de Lie do grupo
GL(n) com gl(n).

Observagao 10.7. Um questao natural é a de saber se a dlgebra de Lie
X (M), formada pelos campos vectoriais numa variedade M, estd também
associada a algum grupo de Lie. Como esta dlgebra tem dimensao infinita
(se dim M > 0), este grupo de Lie deverd ter dimensao infinita. O grupo
em questao é, de facto, o grupo dos difeomorfismos Dif (M).

No entanto, o estudo dos grupos de Lie de difeomorfismos é um assunto
extremamente dificil, do qual pouco sabemos. Este estudo estd, pois, muito
para além do ambito destas notas. Faremos no futuro referéncias, de forma
heuristica, a Dif(M) como um grupo de Lie com d&lgebra de Lie X(M).
Quaisquer resultados obtidos por este tipo de argumentos serdo sempre jus-
tificados & posteriori.

Ja vimos que a cada grupo de Lie estda associada uma &lgebra de Lie.
Vamos agora ver que a um morfismo de grupos de Lie estd associado um
homomorfismo de algebras de Lie.

Definicao 10.8.
(i) Uma aplicagio ¢ : g — b entre duas dlgebras de Lie diz-se um ho-
momorfismo de dlgebras de Lie, se ¢ ¢ uma aplicacao linear e
preserva 0s parénteses de Lie:

(X, Y]) = [o(X),¢(Y)], VX,V eg.

(i) Uma aplicagio ® : G — H entre dois grupos de Lie diz-se um homo-
morfismo de grupos de Lie, se ® € uma aplicacdo diferencidvel e
€ um homomorfismo de grupos:

®(gh™!) = @(g)@(h)~", Vg,heG.
Seja & : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. A ® associamos
uma aplicacao linear ®, : g — h: se X € g, entdo ®,.(X) € h é o campo
vectorial invariante a esquerda, que na identidade toma o valor d.® - X,.

Proposicao 10.9. Seja @ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie.
Entao:
(i) Para todo o X € g, . X é P-relacionado com X;
(ii) @, : g — b € um homomorfismo de dlgebras de Lie.
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Demonstragao. A parte (ii) segue-se de (i), pois o parénteses de Lie é preser-
vado para campos ®-relacionados. Para mostrar (i), notamos que, como ®
¢ um homomorfismo, ® o Ly, = Lg,4) o ®. Logo:
. (X)a(g) = deLa(g) - de® - X
= de(Lag) o @) - Xe
=de(PoLy) - Xe
=dg®-deLy- X =dg®- X,

ExEMpPLOS 10.10.

1. Seja T? = S' x S'. Para cada a € R temos o homomorfismo de grupos de
Lie ®, : R — T? dado por:

it _iat
Pqa(t) = (e, ")
Se a € racional, a imagem de ®, € uma curva fechada, enquanto que se a €
o o

irracional, a imagem € uma curva densa no toro. A aplicacdo induzida entre
as respectivas dlgebra de Lie ¢ = (®4)« : R — R? € dada por:

ba(X) = (X, aX).
2. Fizemos uma matriz A € GL(n). Temos um automorfismo de grupos de
Lie ®4 : GL(n) — GL(n) dado por conjugagio:

®A(B) = ABA™L.
Como esta aplicagio € linear, a aplica¢io induzida (P4). : gl(n) — gl(n)

também € dada por:
(@A) (X)=AXATL

8. Mais geralmente, num grupo de Lie G qualquer, podemos considerar con-
jugagdo por um elemento g € G: i, : G — G, h+— ghg™'. Esta aplicagio é um
automorfismo de Lie. A aplicacao induzida, € um automorfismo da dlgebra de
Lie g de G, que se designa por Ad(g) : g — g:

Ad(g)(X) = (ig)-X.

Prosseguindo o estudo da correspondéncia entre grupos de Lie e dlgebras
de Lie, vamos agora ver que a cada subgrupo de Lie estd associada uma
subélgebra de Lie.

Definicao 10.11. Um subespaco h C g diz-se uma subdlgebra de Lie se,
para todo X,Y € b, temos [X,Y] € b.

ExempLOS 10.12.

1. Qualquer subespaco da dlgebra de Lie abeliana R é uma subdlgebra de Lie.

2. A dlgebra de Lie gl(n) possui, por exemplo, a subdlgebra de Lie formada
pelas matrizes de trago zero:

sl(n) ={X € gl(n) : tr X = 0},
bem como a subdlgebra de Lie formada pelas matrizes anti-simétricas

o(n) ={X €gln): X + X7 =0}.
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3. As matrizes n X n complezxas, designadas por gl(n,C), pode ser vista como
uma dlgebra de Lie real. Fsta dlgebra de Lie possui, por exemplo, a subdlgebra
de Lie das matrizes anti-hermiteanas

u(n) = {X € gl(n,C) : X + X7 =0},
e a subdlgebra de Lie das matrizes anti-hermiteanas de trago zero:
su(n) = {X €gl(n,C): X + X7 =0,tr X = 0}.

4. Se ¢ g — b € um homomorfismo de dlgebras de Lie, entdo o seu nicleo €
uma subdlgebra de Lie de g e a sua imagem € uma subdlgebra de Lie de .

A nocgao de subgrupo de Lie é um pouco mais subtil.

Definigao 10.13. Seja G um grupo de Lie. Uma subvariedade (H,®) de G
diz-se um subgrupo de Lie se:

(i) H é um grupo de Lie;

(ii) ®: H— G é um homomorfismo de grupos de Lie.

Como vimos na Ligao 3, podemos sempre substituir a subvariedade (H, ®)
pelo subconjunto ®(G) C G, e a imersao ® pela inclusao i. Como ®(G) é
um subgrupo de G, na definicao de subgrupo de Lie, podemos assumir que
H C G é um subgrupo e que ® ¢é a inclusao. Por outro lado, como a aplicagao
induzida ®, : h — g ¢é injectiva, podemos assumir que a algebra de Lie dum
subgrupo de Lie H C G é uma subdlgebra de Lie § C g.

ExeEMpPLOS 10.14.

1. Pelo Exzemplo 10.10.1, para cada a € R temos um subgrupo de Lie ®,(R)
de T?. Se a € racional, esta subgrupo é mergulhado, enquanto que se a é
wrractonal, este subgrupo € apenas imerso.

2. O grupo geral linear GL(n) possui, por exemplo, os sequintes subgrupos de
Lie mergulhados:
(i)O grupo especial linear formado pelas matrizes de determinante 1:

SL(n)={A € GL(n):det A =1}.

A este subgrupo corresponde a subdlgebra de Lie sl(n).
(i) O grupo ortogonal formado pelas matrizes ortogonais:

O(n) = {A € GL(n) : AAT =T}.

A este subgrupo corresponde a subdlgebra de Lie o(n).
(i11)O grupo ortogonal especial formado pelas matrizes ortogonais com
determinante positivo:

SO(n) ={A€O0(n) :det A=1}.
A este subgrupo corresponde a mesma subdlgebra de Lie so(n) = o(n).

3. Da mesma forma, o grupo linear (real) GL(n,C) possui, por exemplo, os
sequintes subgrupos de Lie mergulhados:
(i)O grupo unitdrio formado pelas matrizes unitdrias:

Un)={AcGL(n,C): AAT =T}.

A este subgrupo corresponde a subdlgebra de Lie u(n).
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(i) O grupo unitdrio especial formado pelas matrizes unitdrias de deter-
minante 1:

SU(n)={Ae€U(n):det A=1}.

A este subgrupo corresponde a subdlgebra de Lie su(n).

EXERCICIOS.

1. Mostre que, na defini¢ao de grupo de Lie, basta assumir que:
(a)a inversao é diferencidvel, ou que
(b)a aplicagao

GxG—G: (g,h)— gh™,

é diferencidvel.

2. Para um grupo de Lie G verifique que todo o campo vectorial invariante &
esquerda é de classe C*° e é completo.

3. Verifique que o espago tangente na identidade do grupo geral linear G =
GL(n) pode ser identificado com gl(n). Mostre, ainda, que o isomorfismo
linear g — gl(n), leva o parénteses de Lie de campos invariantes & esquerda no
comutador de matrizes.

4. Mostre que o fibrado tangente TG de um grupo de Lie G é trivial, i.e.,
existem campos vectoriais Xi,...,Xg € X(G) que em cada g € G formam
uma base de T,G. Conclua que uma esfera de dimensao par S*” nao admite
uma estrutura de grupo de Lie.

5. Considere S* C H como o conjunto dos quaternides unitarios. Verifique que
S2, com o produto de quaternides, é um grupo de Lie e determine a sua algebra
de Lie. Mostre, ainda, que S* e SU(2) sao grupos de Lie isomorfos.

6. Seja G um grupo de Lie conexo com &lgebra de Lie g. Mostre que G é
abeliano sse g é abeliana. Verifique ainda que se G é abeliano e compacto,
entdo G é isomorfo ao d-toro T?.

7. Seja A C G um subgrupo de um grupo de Lie G. Mostre que se existe
um estrutura diferencidvel tal que (A, i) é uma subvariedade de G, entao essa
estrutura diferencidvel é tnica e, para essa estrutura, A é um grupo de Lie e
(A, i) é um subgrupo de Lie.

8. Seja (H,®) um subgrupo de Lie de G. Mostre que ® é um mergulho sse
®(H) é fechado.

LICAO 11. INTEGRACAO DE ALGEBRAS DE LIE E EXPONENCIAL

Vimos na Ligao anterior que:

e A cada grupo de Lie estd associada uma algebra de Lie.
e A cada homomorfismo entre grupos de Lie estd associado um homo-
morfismo entre as suas algebras de Lie.
e A cada subgrupo de Lie esta associado uma subdlgebra de Lie.
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E natural estudar se os reciprocos destes resultados sao validos, o que fare-
mos nesta Licdo. Note-se desde ja que, por exemplo, os grupos de Lie R™ e
T"™ tém algebras de Lie isomorfas, e que estes grupos sao bastante diferentes
do ponto de vista topolégico. Isto mostra que existem questoes topoldgicas
que devem ser levadas em conta no estudo destes problemas de integracao.

Comegamos entao com um resultado de natureza topolédgica, que mostra
que um grupo de Lie conexo é determinado pelo que acontece numa vizin-
hanca da identidade:

Proposicao 11.1. Seja G um grupo de Lie conexo e U uma vizinhanga da
identidade e € G. Entdo,

¢=Ju,
n=1
onde U ={g1--gn:9:€U,i=1,...,n}.

Demonstracdo. Se U™' = {g71 : ge Uy e V=UNU"!, entido V é uma
vizinhanca da origem, que satisfaz V = V~!. Seja:

H = lenc GlU".

Para completar a demonstracao, basta mostrar que H = G.
Observe-se, por um lado, que:

(i) H é um subgrupo: Se g,h € H, entdo g = g1...gn € h = hy...hp,
com g;, h; € V. Logo,
gh™V=g1...gnhyt . R e VT C H.

(ii) H é aberto: Se g € H entao gV C gH = H é um aberto que contém g.
Por outro lado, para cada g € G, gH é um conjunto aberto, e como
H = | 9H,
g¢H
vemos que H também é fechado.
Sendo G conexo e H # () aberto e fechado, concluimos que H = G. ([
Podemos agora mostrar que:

Teorema 11.2. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Dada uma
subdlgebra de Lie h C g, existe um unico subgrupo de Lie conexro H C G,
com dlgebra de Lie By.

Demonstracdo. A subalgebra de Lie h define uma distribuicao em G:
D:g—Dy,={X,: X €bh}.

Esta distribui¢ao é C° e involutiva. De facto, se Xi,..., X} é uma base
para f, entao estes campos geram D, logo D é C'*°. Por outro lado, se
Y,Z € X(D), podemos escrever

k k
Y:ZaiXi, Z:ZbJXJ
1=1 Jj=1
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Como:

k
YV, 2] = > aia;[Xi, Xj] + ai Xi(b;)X; — b;X(a;) X; € X(D),
ij=1

esta distribuicao é involutiva.

Seja (H,®) a folha desta distribuigdo que contém a identidade e € G. Se
g € ®(H), entdo (H, L, o ®) também é uma variedade integral de D que
contém e. Logo, L,—1 0 ®(H) C ®(H). Concluimos que, se g,h € ®(H),
entdo g~'h € ®(H), e portanto ®(H) é um subgrupo de G. Como & : H —
®(H) é uma bijecgao, concluimos que H possui uma estrutura de grupo, tal
que ® : H — G é um homomorfismo de grupos. Para verificar que (H, ®)
¢ um subgrupo de Lie, resta pois verificar que a aplicacdo v : H x H — H,
(g,h) — g~ 'h, é C*. Para isso, observe que a aplicacdo v : H x H — G,
(g,h) — ®(g)"1®(h) é C*, pois é a composicio de aplicacdes C>°. Como
temos um diagrama comutativo:

1%
HxH—(G
\ T‘I?'
v
H
e as folhas sao subvariedades iniciais, concluimos que o : H x H — H é C*°.
A demonstracao da unicidade é deixada como exercicio. (Il

Vejamos agora a questao de, dada uma algebra de Lie g, encontrar um
grupo de Lie G que integra g. Para isso, vamos utilizar o facto de que
qualquer &dlgebra de Lie de dimensao finita é isomorfa a uma algebra de
matrizes. Este é um resultado fundamental cuja demonstracdo estd para
além do ambito destas notas, pois exige um estudo mais detalhado da es-
trutura das élgebras de Lie. Limitamos-nos, pois, a enunciar este resultado
na seguinte forma:

Teorema 11.3 (Ado). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. Para
algum inteiro n, existe um homomorfismo injectivo ¢ : g — gl(n).
Observagao 11.4. Dada uma &lgebra de Lie g, um espago vectorial V', e
um homomorfismo p : g — gl(V'), chama-se a (V, p) um representagao da
algebra de Lie ou, ainda, um g-médulo. Uma representacao (V, p) diz-se
fiel, se p é injectiva. Assim, nesta linguagem, o Teorema de Ado afirma que
toda a dlgebra de Lie de dimensao finita possui uma representacao fiel.

J& sabemos que gl(n) é a élgebra de Lie de GL(n). Obtemos, como
corolario do Teorema de Ado e da integrabilidade de subdlgebras de Lie
(cf. Teorema 11.2), o resultado seguinte:

Teorema 11.5. Dada uma dlgebra de Lie g de dimensdo finita, existe um
grupo de Lie G com dlgebra de Lie isomorfa a g.

Deve-se observar que, ao contrario do que o Teorema de Ado possa sugerir,
existem grupos de Lie que ndo sao isomorfos a grupos de matrizes. Veremos
um exemplo mais adiante. Isto deve-se a que, como ji sabemos, possam
existir varios grupos de Lie que integram uma mesma &lgebra de Lie.
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Para esclarecer esta situagao, recordemos que, se m : N — M é reves-
timento de uma variedade diferenciavel M, entdo N possui uma estrutura
diferencidvel para a qual a aplicag@o de revestimento é um difeomorfismo lo-
cal. Recordemos, ainda, que, se M é conexa, um revestimento universal
de M é um revestimento 1-conexo (i.e., conexo e simplesmente conexo) de
M. Este revestimento é tinico, a menos de isomorfismo. Para grupos de Lie
é valida a
Proposicao 11.6. Seja G um grupo de Lie. O seu revestimento universal
G é um grupo de Lie, e a aplicacdo de revestimento m :~C~¥ — G € um
homomorfismo de grupos de Lie. As dlgebras de Lie de G e G sdo isomorfas.

Demonstracdo. Podemos identificar o revestimento universal G com as classes

de homotopia de caminhos v : [0,1] — G, tais que ¥(0) = e. A aplicagao de

revestimento é dada por m([y]) = v(1). Definimos uma estrutura de grupo

em G da seguinte forma:

(a) Multiplicacdo p : G x G — G: o produto [7][n] ¢ a classe de homotopia
do caminho ¢ — ~(t)n(t).

(b) Identidade é € G: é classe de homotopia do caminho constante (t) = e.

(c) Inversdo i : G — G: o inverso de [] é a classe de homotopia do caminho
t ()L

Para verificar que G é um grupo de Lie, basta observar que a aplicacao

7:GxG— G, (g,h) — g~ 'h, é diferencidvel, pois temos um diagrama

comutativo:

GxG—G

em que as setas verticais sao difeomorfismos locais, e v é diferencidvel.
Para esta estrutura de grupo, a aplicacao de revestimento 7 : G- G

é, claramente, um homomorfismo de grupos. Como 7 é um difeomorfismo

local, m induz um isomorfismo entre as algebras de Lie de GedeG. U

Da unicidade de revestimento universal, concluimos que:

Corolario 11.7. Dada uma dlgebra de Lie g de dimensao finita, existe um
unico (a menos de isomorfismo) grupo de Lie G, 1-conexo, com dlgebra de
Lie isomorfa a g.

ExeEmpPLO 11.8.
O grupo especial unitdrio com n = 2, tem dimensao 3, e pode ser escrito na

forma:
SU(2) = {< _aB Z,) > :a,bG(C,|a2+|b|21}.

a

Recordemos que um modelo para os quaternioes H é dado pelo subespaco das
matrizes complexas 2 x 2, com base

10 (i o0 . 0 1 0 i
o v) =G ) () e (00,
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satisfazendo as relacoes:
i? =32 =k?=—-1,ijk = —1.

Definindo a norma de um quaternido q = qo + q1i + q2J + qzk, por |q|* =
@ + ¢} + g5 + g3, vemos que o grupo SU(2) pode ser identificado com o grupo
dos quaternioes de norma 1. Assim, SU(2) € um grupo de Lie isomorfo a
esfera S e, por isso, é 1-conexo.

Como vimos acima, a dlgebra de Lie de SU(2) € formada pelas matrizes
anti-hermiteanas, de traco zero:

5u(2):{( ioé fa):aeR,ﬁec}.

Este espago tem dimensao 3. Identificamos a matriz definida por a e 8 com o
elemento (o, Re 8,Im 3) de R®. Consideremos a aplica¢do que a cada g €
SU(2) associa a transformagdo linear Adg : su(2) — su(2) (c¢f. Exemplo
10.10.3). Deizamos como exercicio verificar que, sob a identificacao su(2) ~
R3, temos:

(a)A aplicagio Ad g determina um elemento de SO(3).

(b)Ad : SU(2) — SO(3) € um homomorfismo de grupos, sobrejectivo, com

nicleo {£1}.

Assim, a aplicagao Ad : SU(2) — SO(3) é uma aplica¢io de revestimento.
Como SU(2) € 1-conezo, concluimos que SU(2) =~ S3 ¢ o revestimento univer-
sal de SO(3), e que aplicagdo de revestimento identifica os pontos antipodais.
Isto mostra que SO(3) pode ser identificado com o plano projectivo P? e, ainda,

que T (SO(3)) = Zs.

Vejamos agora a integracao de homomorfismos entre grupos de Lie. Antes
de mais, observamos que a aplicacao identidade ¢ : R — R é um homomor-
fismo entre as algebras de Lie de S' e de R. Por outro lado, nio existe
nenhum homomorfismo, ndo-trivial, de grupos de Lie ® : S! — R (a sua im-
agem seria um subgrupo de R, compacto, nao-trivial). Assim, em geral, um
homomorfismo entre as algebras de Lie de dois grupos de Lie, nao provém
de um homomorfismo dos grupos de Lie. Mais uma vez as obstrucoes sao
de natureza topoldgica, e o seguinte resultado fornece uma resposta a este
problema.

Teorema 11.9. Sejam G e H grupos de Lie, com dlgebras de Lie g e . Se
G ¢ 1-conexo, entdo para todo o homomorfismo ¢ : g — b, existe um unico
homomorfismo de grupos de Lie ® : G — H tal que ®, = ¢.

Demonstragao. Seja t = {(X, (X)) : X € g} C g x h o grafico de ¢. Como
¢ é um homomorfismo de algebras de Lie, ¥ é uma subalgebra de Lie de
g x bh. Existe pois um subgrupo de Lie conexo K C G x H que a integra.
Consideremos as projeccoes no primeiro e segundo factores:

KcGxH
/ X\
G H
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A restrigdo da primeira projecgdo a K, mi|, : K — G, fornece um homo-
morfismo de grupos de Lie, que satisfaz:

(m1)(X, (X)) = X.

Portanto, (m1|x)« : € — g é um isomorfismo. Segue-se (exercicio) que

71| : K — G é um revestimento. Como G é l-conexo, concluimos que

71|, € um difeomorfismo de grupos de Lie. A composigao
(I)ZTI'QO(WllK)fl :G— H

¢ um homomorfismo de grupos de Lie, e temos que:
(©)+(X) = (m2)x 0 (m1] )i H(X)
= (m2)+ (X, ¢(X)) = ¢(X).
A unicidade é deixada como exercicio. O

ExEMPLO 11.10.
Consideremos o grupo especial linear

SL(2){(‘C‘ 2>:adbc1}.

Jd sabemos que a sua dlgebra de Lie é s1(2), o conjunto das matrizes 2 x 2 com

trago nulo. Para determinar a estrutura topoldgica de SL(2) € conveniente

utilizar a mudanga de varidveis (a,b,c,d) — (p,q,r, ), definida por
a:p+Q7 d:pfq,b:TJrs,c:r—s,

de forma que:

ad—be=1 <=p’+s>=¢+r*+1.

Para cada (q,7) € R?, o par (p, s) pertence a circunferéncia de raio \/q> + 12 + 1,
donde concluimos que SL(2) € difeomorfo a R? x S'. Em particular,

7 (SL(2)) = m(S') = Z.

Seja SL(2) o grupo revestimento universal de SL(2). Vamos ver que SL(2)

nao € isomorfo a um grupo de matrizes. Para isso, precisamos do sequinte
facto, cuja demonstragao deixamos como exercicio:

Lema 11.11. Seja ¢ : sl(2) — gl(n) um homomorfismo de dlgebras de Lie.
Eziste um dnico homomorfismo de grupos de Lie ® : SL(2) — GL(n) tal que
D, = ¢.

Suponha-se, por absurdo, que existia um homomorfismo injectivo de grupos

de Lie ® : SL(2) — GL(V). Este homomorfismo induz um homomorfismo de
dlgebras de Lie ¢ : s1(2) — gl(n). Pelo lema, existe um unico homomorfismo
de grupos de Lie ® : SL(2) — GL(n) tal que . = ¢, e obtemos um diagrama
comutativo:

SL(2) —= GL(V)

| A

SL(2) G

Neste diagrama, a aplicacdo ™ ndo € injectiva, enquanto que ® € injectiva, uma
contradicao.
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Como aplicacao da integracao de homomorfismos, vamos construir a aplicagao
exponencial para grupos/élgebras de Lie, que generaliza a exponencial de
matrizes. Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Dado um campo
vectorial X € g, a aplicacdo R — g, t — tX, é um homomorfismo de
algebras de Lie. Pelo teorema, existe um tinico homomorfismo de grupos de
Lie ®x : R — G que o integra. Observe que:

@X(O) =€
Dx(t+s) = Ox(t)Px(s) = Loy Px(s),
d d
—Px(t) = —Dx(t
3 2x(t) = - Px(t+5) .
d
= deL<I>X(t) ’ &QX(S) -

== deL<I>X(t) . Xe - Xq)x(t)
Isto é, t — P x(t) é a curva integral de X que passa pela identidade e € G.
Recordando que ¢’ designa o fluxo do campo vectorial X, temos:

Definicao 11.12. A aplicacdao exponencial exp : g — G € a aplicacdo

exp(X) = @x(1) = ¢ (e).

A proposicao seguinte fornece as propriedades béasicas da aplicacdo expo-
nencial. A sua demonstracao é deixada como exercicio.

Proposicao 11.13. A aplicacdo exponencial exp : g — G satisfaz:
(i) exp((t + s)X) = exp(sX) exp(tX);
(i) exp(—tX) = [exp(tX)] ™'
(iii) exp € C*° e dgexp = I;
(iv) Se ® : G — H é um homomorfismo de grupos de Lie, temos um
diagrama comutativo:

G—2-H
expT Texp
g . h

Observe que a propriedade (iii) mostra que a exponencial é um difeomor-
fismo de uma vizinhanca de 0 € g para uma vizinhanga de e € G. Em geral,
a exponencial exp : g — G nao é sobrejectiva, nao € injectiva, e nao é um
difeomorfismo local. Existem, no entanto, exemplos de grupos de Lie em
que alguma(s) destas propriedades se verifica(m) (ver exercicios).

ExeEmpLO 11.14.

Recordemos que se G = GL(n) a sua dlgebra de Lie pode ser identificada com
gl(n). Se A € gl(n), o campo vectorial invariante o esquerda que corresponde
a matriz A = (a;5), € o campo vectorial:

9

XAZ E aikxkjax__.
)

ijk
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Assim, as curvas integrais deste campo, sao as solugdes do sistema linear:
Tij = E ik Ty
k
que sdo dadas, como sabemos, por:

A
(zij)(t) = e (i;)(0),
onde a exponencial da matriz A é:
+oo
An
A _ -
e = Z n!’
k=0
Assim, concluimos que a aplicagdo exponencial exp : gl(n) — GL(n), coincide
com a exponencial usual de matrizes.

Da Proposi¢io 11.13 (iv), concluimos que se h C gl(n) é uma subdlgebra de
Lie, a que corresponde o subgrupo de Lie conexo H C GL(n), entdo a aplica¢do
exponencial exp : h — H também € dada pela exponencial de matrizes. Por
exemplo, se ) = sl(n) e H = SL(n) a exponencial de uma matriz de traco
zero € uma matriz de determinante 1, o que se seque, também, da formula bem
conhecida:

det(e?) = ' 4,

A exponencial é muito util no estudo de grupos e dlgebras de Lie, pois
fornece uma relagao directa entre a dlgebra de Lie (o objecto infinitesimal) e
o grupo de Lie (o objecto global). Temos, por exemplo, o seguinte resultado
cuja demonstracao deixamos como exercicio:

Proposicao 11.15. Seja H C G um subgrupo dum grupo de Lie e h C g
um subespaco da dlgebra de Lie de G. Seja, ainda, U C g uma vizinhanca
de 0 difeomorfa a uma vizinhanca da identidade em G, pela aplicagdo expo-
nencial. Se

exp(hNU)=HNYV,
entdo H, com a topologia relativa, é um subgrupo de Lie de G cuja dlgebra
de Lie €.
Podemos utilizar esta proposi¢ao para demonstrar o seguinte resultado
importante:

Teorema 11.16. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado.
Entao H, com a topologia relativa, € wm subgrupo de Lie.

EXERCICIOS.

1. Mostre que se & : G — H é um homomorfismo de grupos de Lie, com G e
H conexos, tal que (®). : g — b é um isomorfismo, entdo ® é um revestimento.

2. Complete a demonstracao do Teorema 11.2 (i.e., a unicidade).

3. Seja G um grupo de Lie e 7 : H — G um seu revestimento. Mostre que H
é um grupo de Lie.

4. Seja SL(2,C) o grupo das matrizes complexas 2 X 2 de determinante 1.
Mostre que SL(2,C) é 1-conexo.
(SUGESTAO: Mostre que SL(2,C) se retrai em SU(2) = S3.)
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5. Mostre que todo o homomorfismo de &lgebras de Lie ¢ : sl(2) — gl(n)
integra-se num tnico homomorfismo de grupos de Lie ® : SL(2) — GL(n).
(SugEsTAO: Considere a complexificagdo ¢° : s[(2,C) — gl(n,C) de ¢ e utilize

o exercicio anterior.)
-2 0
0 -1

nao pertence a imagem de exp : gl(2) — GL(2).

6. Verifique que a matriz

7. Seja G um grupo de Lie compacto. Mostre que exp : g — G é sobrejectiva.
(SuGESTAO: Use o facto, a ser demonstrado mais adiante, que um grupo de
Lie compacto possui uma métrica bi-invariante, i.e., invariante por translacoes
a esquerda e a direita.)

8. Seja @ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie, com G conexo. Mostre
que se o nucleo de @ ¢é discreto entao estd contido no centro de G. Conclua
que o grupo fundamental de um grupo de Lie é um grupo abeliano.

9. Sejam G e H grupos de Lie. Mostre que:
(a)Todo o homomorfismo ® : R — G continuo é C'*°;
(b)Todo o homomorfismo ® : G — H continuo é C*°;
(c)Se G e H sao isomorfos como grupos topoldgicos, entdo G e H sdo iso-
morfos como grupos de Lie.

10. Demonstre a Proposigao 11.15.

LigAo 12. GRUPOS DE TRANSFORMAGOES

Seja G um grupo e M um conjunto. Recordemos que uma accao de
G em M é um homomorfismo ¥ de G para o grupo das bijecgoes de M.
Também podemos ver uma acgdo como uma aplicacdo ¥ : G x M — M,
que escrevemos (g, p) — g - p, definindo:

g-p=Y(9)p).
Como ¥ é um homomorfismo de grupos, obtemos:
(a) e-p=p, para todo o p € M;
(b) g- (h-p) = (gh)-p, para todoo g,h € Gepe M.
Reciprocamente, toda a aplicag\éo U : G x M — M que satisfaz (a) e (b),

determina um homomorfismo W. Daqui em diante, designamos uma accao
por ¥ : G x M — M, e para cada g € GG, designamos por ¥, a bijeccao:

Vo:M— DM, p—g-p
Suponhamos, agora, que G é um grupo de Lie e M é uma variedade. Uma
acgao diferenciavel é uma accao em que a aplicaggo ¥ : G x M — M §é
diferencidvel. Neste caso, cada ¥, : M — M ¢ um difeomorfismo de M.
Por isso, também dizemos que G é um grupo de transformacgoes de M.
Seja G x M — M uma acgao diferencidavel. O subgrupo de isotropia
de um ponto p € M, é o subgrupo de G dado por
Gy={9€G:g-p=p}
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Todo o subgrupo de isotropia G, C G é um subgrupo de Lie mergulhado,
pois é fechado em G. Uma acgao livre é uma accdo em que todos os
subgrupos de isotropia sao triviais. Por outras palavras, para uma accao
livre, todo 0 g € G — {e} actua sem pontos fixos:

g-p=p, paraalgumpe M — g=ce.

Dada uma accao ¥ : G x M — M definimos uma relacao de equivaléncia
~ em M por:
p~qg <<= dgeG: g=g-p.
A classes de equivaléncia desta relacdo chamam-se Orbitas da accao, e o
conjunto das classes de equivaléncia designa-se por G\M. Se dois pontos p
e g pertence a mesma 6rbita, entao os respectivos grupos de isotropia G, e
G4 sao conjugados. Para cada p € M, a aplicacao

V,:G—M, g—g-p,

induz uma bijec¢do de G/G), com a 6rbita de p. Uma acgao transitiva
U :Gx M — M é uma acgdo com uma s6 érbita. Isto é equivalente a dizer
que, para quaisquer p,q € M, existe g € G tal que ¢ = g - p. Neste caso,
dizemos também que M é um espago homogéneo.

ExEmMPLO 12.1.
Consideremos a acg¢io do grupo ortogonal especial SO(3) em R? dada por
multiplicacao de matrizes:

SO(3) x R® = R3,  (A,7) — Av.
Geometricamente, a cada matriz A € SO(3), corresponde uma rotagio de R3.
As drbitas sio as esferas x? +y? + 22 = r? e a origem, de forma que o espaco
quociente pode ser identificado com a semi-recta {r € R : r > 0}. Para um
ponto p = (0,0,2), com z > 0, o subgrupo de isotropia G, € formado pelas
matrizes da forma

B0 cso),

0 1
e pode ser identificado com SO(2). Como uma drbita com r > 0 passa pelo

ponto (0,0,7), os subgrupos de isotropia de pontos fora da origem sao todos
isomorfos a SO(2). A origem € um ponto fizo, logo Gy = SO(3).

Note que a accao deste exemplo é por transformacoes lineares de um
espago vectorial. Uma acgao de um grupo de Lie G num espago vectorial V'
por transformacoes lineares corresponde a uma representacao de G, i.e.,
a um homomorfismo de grupo de Lie ¥ : G — GL(V).

ExEmpPLO 12.2.
Para um grupo de Lie G qualquer, com dlgebra de Lie g, temos a ac¢ao

Gxg—g, (9,X)— Ad(g)(X).

A esta accao chamamos ac¢ao adjunta ou, ainda, representa¢ao adjunta.
FE claro que também podemos ver a acgao adjunta como um homomorfismo de
grupos de Lie Ad : G — GL(g).

79



Por exemplo, se G = S0(3), entdo a sua dlgebra de Lie é g = s0(3), e a
accao adjunta € por conjugagao:

SO(3) x s0(3) — s0(3), (A,X)— AXA™L.

Deixamos como exercicio calcular as orbitas desta acgao e os respectivos sub-
grupos de isotropia.

Se ¥ :G x M — M é uma acgao diferencidvel, no quociente G\M con-
sideramos a topologia quociente. Esta é a topologia mais fina em G\M
para a qual a projec¢ao canénica 7 : M — G\M é continua. Gostariamos
de saber sob que condicbes na accao existe uma estrutura diferenciavel em
G\ M, compativel com esta topologia. A seguinte condi¢ao, como veremos,
desempenha um papel fulcral.

Definicao 12.3. Uma acg¢do diferencidqvel ¥ : G x M — M diz-se uma
accao propria se a aplicacdo:

GxM—MxDM, (g,p) — (p,g-p),

€ uma aplicacdo propria.
O resultado seguinte fornece uma condigao suficiente para que exista uma

estrutura diferencidvel em G\M, tal que 7 : M — G\M seja uma sub-
mersao.

Teorema 12.4. Seja ¥ : G x M — M wuma accdo diferencidvel de um
grupo de Lie G numa variedade M. Se a ac¢ao € livre e propria entdo G\M
possui uma estrutura de variedade diferencidvel, compativel com a topologia
quociente, tal que w: M — G\M ¢é uma submersao. Em particular,

dim G\M = dim M — dimG.

Demonstracao. Vamos aplicar o Teorema 6.3 a relagao de equivaléncia ~
definida pela accao. Assim, ha que verificar que o grafico

R={(p,g-p):peM,gc G} C M x M,

é uma subvariedade prépria e a projecgao p1|g : R — M é uma submersao.
Consideremos a aplicagao:

®:GxM—MxM, (g9,p)— (p,g-p),

cuja imagem é precisamente R. Como a acgao ¢ livre, vemos imediatamente
que esta aplicagao ¢ injectiva. O seu diferencial num ponto (g,p) € G x M
¢ a aplicagao d(,)® : T,G x TyM — T,M x Ty, M dada por:

(v,w) = (w,d¥, - v+d¥, - w).

Esta aplicagao é injectiva. Concluimos que ® é uma imersao injectiva com
imagem R. Como, por hipdtese, ® é propria, segue-se que R é uma subvar-
iedade propria de M x M.

Para verificar que pi|g : R — M é uma submersao, basta verificar que a
composicao py o P : G x M — M é uma submersao. Mas esta composigao é
a aplicacao (g,p) — p, que é obviamente uma submersao. ([l
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Seja G um grupo de Lie, e consideremos a accao de GG em si proprio por
translacoes a esquerda:

GxG—G, (g,h)— gh.

Esta acgao é prépria e livre. Se H C G é um subgrupo fechado, entao H
é um subgrupo de Lie, e segue-se que a accdo de H em G, por translacoes
a esquerda, é prépria e livre. O espago quociente para esta accdo sdo as
classes laterais direitas:

H\G ={Hg:g € G}.
Pelo Teorema 12.4, concluimos que:

Corolario 12.5. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado.
Entao H\G possui uma estrutura de variedade diferencidvel, compativel com
a topologia quociente, tal que 7 : G — H\G € uma submersado.

Observagao 12.6. As accOes que temos vindo a discutir, s@o acgoes a
esquerda. Existe uma defini¢ao natural de acgao a direita, e os resultados
acima permanecem validos, com modificagoes ébvias, para estas acgoes. Por
exemplo, para um grupo de Lie GG, a acgao a direita de um subgrupo fechado
H C @G, é livre e prépria. Assim, o conjunto das classes laterais esquerdas

G/H ={gH : g € G},
também possui uma estrutura diferencidvel.

ExEmpPLOS 12.7.
1. Seja G = SO(3) e H = SO(2) = St o0 subgrupo do Exemplo 12.2. FEste

subgrupo € fechado, logo o quociente é uma variedade diferencidvel e a aplicacdo
7m:S0(3) — SO(3)/SO(2) é uma submersio. Note que SO(3)/SO(2) pode ser
identificado com a esfera S%, de forma que 7 : SO(3) — S? ¢é uma submersdo
com fibras difeomorfas a S*.

2. Consideremos a ac¢do adjunta de G = SU(2). O subgrupo de isotropia H
de um elemento X € su(2) nao-nulo, é um subgrupo fechado e isomorfo a S*.
Assim, obtemos uma submersio 7 : SU(2) — SU(2)/S*. Veremos mais tarde
que o quociente SU(2)/S' pode ser identificado com a esfera S®>. Recordando
que SU(2) é difeomorfo a S®, obtemos uma submersdo m:S® — S? com fibras
difeomorfas a S', a que se chama fibracdo de Hopf.

Consideremos uma ac¢ao diferencidvel qualquer ¥ : Gx M — M. Fixando
p € M, podemos aplicar os resultados acima, com H = G, para concluir
que G/G,, possui uma estrutura diferenciavel, e que a aplicagao

G/Gp— M, gGp+—g-p,
é uma imersao injectiva. A imagem desta aplicacdo é a érbita por p, donde:
Corolario 12.8. As drbitas de uma accdao diferencidvel ¥ : G x M — M
sao subvariedades (imersas) de M.
SeGXM — M e Gx N — N sao duas accoes de GG, dizemos que as acgoes
sao equivalentes se existir uma bijeccao ® : M — N que é equivariante,
i.e., que satisfaz:

®(g-p)=g-®(p), VgeG,pe M.
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SeWV:G x M — M é uma acgao transitiva, entao é equivalente a acgao
por translagoes a esquerda G x G/G, — G/G,, (9,hGp) — (gh)G,, para
qualquer p € M. A equivaléncia é dada por:

¢:G/G, - M, gG,—g-p.
No caso diferencidvel, concluimos imediatamente:

Corolario 12.9. Seja ¥V : Gx M — M uma acg¢do diferencidvel, transitiva,
de um grupo de Lie G numa variedade M. Para todo o p € M, a aplica¢do
®:G/Gy— M, gG,—g-p,

€ um difeomorfismo equivariante de G/G) com a drbita de p.

Resumindo: as variedades homogéneas sao as variedades da forma G/H
onde G é um grupo de Lie e H C G é um subgrupo fechado. Numa var-
iedade homogénea G/H temos uma acc¢ao natural de G, induzida da acgao
por translagoes a esquerda de G em si proprio. As variedades homogéneas
incluem alguns do exemplos mais interessantes de variedades.

ExEMpPLOS 12.10.

1. Consideremos a ac¢do O(d + 1) x R¥*L — R por multiplicagio de ma-
trizes:

(A, V) — Ad.
As orbitas destas accdo sdo as esferas ()% + - + (29)? = r2 e a origem.
Consideremos a esfera S® de raio 1 e firemos, por exemplo, o pdlo norte p =
(0,...,0,1) € S%. O seu subgrupo de isotropia consiste em elementos da forma

€0(d+1),

ou seja, pode ser identificado com O(d). Segue-se que a aplica¢ao
O(d+1)/0(d) — S, A A O(d),
é um difeomorfismo. Da mesma forma, mostra-se que S% também € difeomorfa
ao espago homogéneo SO(d+ 1)/SO(d) (c¢f. Exemplo 12.2).
2. Seja P? o espaco projectivo, e w: R4t — {0} — P?, a aplicacdo
a(z®, .. 2d) =20 2d)

A accio SO(d+ 1) x R4 — R por multiplicacdo de matrizes, induz uma
ac¢do diferencidvel SO(d+1)xP? — P9, que é transitiva (porqué?). O subgrupo
de isotropia de [0 : ---: 0: 1] consiste nos elementos da forma

B O | esow+),

0 | det B

ou seja, pode ser identificado com O(d). Concluimos que P4 ¢ difeomorfo ao
espago homogéneo SO(d +1)/0(d).
Da mesma forma, podemos ver que o espago projectivo complexo CP¢ é
difeomorfo ao espago homogéneo SU(d + 1)/U(d).
82



3. Seja V' um espago wvectorial de dimensio d, e designemos por Gp(V) o
conjuntos dos seus subespacos lineares de dimensao k. Fixando uma base
{v1,...,va} para V, o grupo ortogonal actua em V por multiplica¢io de ma-
trizes. Como uma transformacao linear nao-singular transforma subespacos de
dimensao k em subespacos de dimensdo k, vemos que temos uma acgao

O(d) X Gk(V) — Gk(V).
E facil de ver que, dados dois subespacos k-dimensionais S1,S2 C V, existe
um A € O(d) que transforma S1 em Sa. Por outras palavras, esta ac¢ao é
transitiva.

Seja Sy o subespaco gerado pelos primeiros k vectores da base. O subgrupo
de isotropia deste elemento é:

H= {<%’%> €0(d): AeO(k),B € O(d—k)}.

Este subgrupo € fechado em G. Assim, temos uma bijec¢do

O(d)/O(k) x O(d — k) — Gi(V).
Requerendo que esta aplicacao seja um difeomorfismo, obtemos uma estru-
tura de variedade homogénea em Gi(V') de dimensao k(d — k). Esta estrutura

de variedade € independente da base escolhida, e é designada por variedade
Grassmanniana dos k-planos de V.

Vejamos, agora, qual é a descrigao infinitesimal de uma accao diferencidvel
U :GxM — M. Recordemos que uma acgao pode ser vista como um
homomorfismo R
U : G — Dif(M).
Pensando em Dif(M) como um grupo de Lie com &lgebra de Lie X(M),
entao devera existir um homomorfismo de algebras de Lie

~

= (V),:g— X(M).
Vejamos que, de facto, assim é. Se X € ge p € M, a curva
t— exp(tX) - p,

que passa por p em t = 0, estd definida e é diferencidvel num intervalo
| — &,¢[. Definimos o campo vectorial ¢(X) em M, por:

d
X), = —exp(tX) -
1/}( )p dte p( ) pt:(]

Deixamos a demonstracao do seguinte lema como exercicio:

Lema 12.11. Para cada X € g, (X)) € um campo vectorial de classe C'™
e a aplicagao ¥ : g — X(M) € um anti-homomorfismo de dlgebras de Lie.
Observagao 12.12. Um anti-homomorfismo de édlgebras de Lie ¢ : g — b
é uma aplicacao linear que satisfaz:

(X, Y]) = =[o(X),0(Y)], VX,V €g.

O leitor poderd, pois, estranhar a presenga do sinal neste lema. A razao é

simples: com as nossas convengoes (em que a algebra de Lie de um grupo de

Lie é formada pelos campos vectoriais invariantes & esquerda) a dlgebra de

Lie do grupo dos difeomorfismos Dif (M) é formada pelos campos vectoriais

X(M) com o simétrico do parénteses de Lie de campos vectoriais. O leitor
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devera convencer-se disso mesmo (por exemplo, determine os subgrupos de
Lie a 1-parametro no grupo de difeomorfismos). 2

O lema sugere a seguinte definicao:
Definicao 12.13. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma acg¢ao infinitesimal
de g numa variedade M ¢ um anti-homomorfismo de dlgebras de Lie v :
g— X(M).

Ja vimos que toda a acgao diferenciavel ¥ : Gx M — M induz uma acgao
infinitesimal ¢ : g — X(M). O reciproco nao é verdadeiro, como ilustra o
exemplo seguinte.

ExeEmpLO 12.14.
Consideremos a accdo de SO(3) em R3 por rotagées, do Exemplo 12.2. A

dlgebra de Lie s0(3) possui a base
0 0 O 0 0 -1 0 10
X=|0 0 1{, Y={00 0|, Z=|-10 0
0 -1 0 1 0 O 0 00

Para esta base, os parénteses de Lie satisfazem:
[X,Y]:*Z, [Y7Z]:7Xa [ZaX]:iy

Vemos, por exemplo, que

1 0 0
exp(tX)=| 0 cost sent
0 —sent cost |
Logo,
d
V(X @y = g ePtX) - (2,9,2)]
t=0
_,0_,9
oy oz
De forma andloga, calculamos:
0 0 0 0
Y)=0— —2— Z)=y— —x—.
WY) =ag- —2mn, W) =yg 3

Os campos {Y(X),v(Y),¥(Z)} dizem-se os geradores infinitesimais da
ac¢ao. O facto de que v € um anti-homomorfismo de dlgebras de Lie, explica
os parénteses de Lie obtidos no Exemplo 8.2.

Consideremos agora M = R®—{po}, e a restricio de 1(X) a M, para todo o
X € g. Se escolhermos pg # 0, obtemos uma ac¢ao infinitesimal ¢ : g — X(M)
que nao € induzida por uma ac¢ao de G em M.

Pode-se, ainda, mostrar o seguinte resultado:
Teorema 12.15. Seja ¢ : g — X(M) uma acgdo infinitesimal em que
(X)) é completo, para todo o X € g. Entao existe uma acg¢ao diferencidvel
U : G — Dif(M) que a integra, onde G € o grupo de Lie 1-conexo com
dlgebra de Lie g.

Por exemplo, se M é uma variedade compacta, entao toda a accao infin-
itesimal ¢ : g — X(M) integra-se numa acgao global ¥ : G x M — M.

2Poderfamos ter definido o parénteses de Lie de campos vectoriais com o sinal oposto,

mas isto levaria & presenca de outros sinais negativos...
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EXERCICIOS.

1. Seja ¥ : Gx M — M uma accao diferencidvel prépria e livre, com projecgao
canénica m : G — G\M. Mostre que, para todo o p € G\M, existe uma
vizinhanca U de p e um difeomorfismo

o (U) = GxU, q— (x(q),7(q)),

tal que:
o(g-q) = (9x(q),7(q)), VYgen '(U),geq.

2. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo conexo e fechado. Mostre
que:
(a)H é normal em G sse a sua dlgebra de Lie h C g é um ideal, i.e.,

VX egYeh [X,Y]eb

(b)Se H é normal em G, entdo G/H é um grupo de Liee 7w : G — G/H ¢é
um homomorfismo de grupos de Lie.

3. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Mostre que se
G/H e H sao conexos entao G é conexo. Deduza que os grupos SO(d), SU(d)
e U(d) sdo conexos. Mostre ainda que O(d) e GL(d) tém duas componentes
conexas.

4. Seja ¥ : G x M — M uma acgao diferenciavel transitiva. Mostre que:
(a)A componente conexa da identidade G° também actua transitivamente
em M;
(b)Para todo o p € M, G/G° ¢ difeomorfo a G, /(G, N G°);
(c)Se G, é conexo para algum p € M, entdo G é conexo.

5. Para os seguintes grupos de Lie, determine as érbitas e os subgrupos de
isotropia da accao adjunta:

(a)SL(2).

6. Seja V um espago vectorial de dimenséo d. Designe por S (V) o conjunto
dos k-referenciais de V:

Se(V)={(v1,...,Vk): 0s vi,..., Vg sdo independentes}.

Mostre que S (V') possui uma estrutura de variedade diferencidvel homogénea
de dimensao dk. A Si(V) chama-se variedade de Stiefel dos k-referenciais
de V.

(SUGESTAO: Fixe uma base para V e considere a ac¢ao de GL(d) em V por
multiplicagdo de matrizes.)

7. Demonstre o Lema 12.11.

(SUGESTAO: Para um grupo de Lie G com &lgebra de Lie g, para cada X € g
designe por X € X(G) o campo vectorial em G invariante a direita que vale
X, na identidade. Mostre que:

[X,Y]=-[X,Y], VX,Y €y,
e exprima a acgao infinitesimal ¢ : g — X(M) em termos de campos invariantes
a direita.)
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8. Seja ¥ : G x M — M uma accao diferencidvel, e ¢ : g — X(M) a acgéo
infinitesimal associada. Se G, é o subgrupo de isotropia de p, mostre que a
sua algebra de Lie é a subdlgebra de isotropia:

g, ={Xeg:¢9(X), =0}

9. Seja ¥ : G x M — M uma accao diferenciavel, e suponha que pg € M é um
ponto fixo desta acgao:
g-po=po,Vg € G.
Designe ainda por ¢ : g — X(M) a accao infinitesimal associada. Mostre que:
(a)A accdo ¥ induz uma representacdo = : G — GL(Tp, M);
(b)A acgéo 9 induz uma representacio § : g — gl(Tp, M);
(c)A representagdo E de G integra a representacao & de g.
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PARTE III. Formas Diferenciais

As forma diferenciais sdo os objectos que se podem integrar sobre uma
variedade. Por esta razao, elas desempenham um papel crucial na passagem
do local para o global. Nesta terceira série de ligoes vamos introduzir as
formas diferenciais e vamos ver como como o estudo de propriedades globais
de variedades diferencidveis pode ser efectuado, eficazmente, com recurso as
forma diferenciais.

Os conceitos e ideias principais a reter nesta série sdo:

Na Ligao 13: A nocdo de forma diferencial e, mais geralmente, de
campos tensoriais. As operacoes elementares sobre forma diferenci-
ais: produto exterior, produto interior e pull-back.

Na Licao 14: O diferencial e a derivada de Lie de formas diferenciais,
que dao origem ao cdlculo de Cartan sobre formas diferenciais.

Na Licao 15: O integral de formas diferenciais em variedades e a
Teorema de Stokes.

Na Licao 16: A cohomologia de de Rham e a sua relagdo com a
cohomologia singular diferencidvel.

Na Ligao 17: As propriedades bésicas da cohomologia de de Rham:
mvariancia por homotopia e a sucessao de Mayer-Vietoris.

Na Licao 18:a dualidade de Poincaré e algumas aplicacoes de coho-
mologia: o grau de uma aplicacao, a caracteristica de Euler de uma
variedade, e o indice de um zero de um campo vectorial.
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Li¢AO 13. FORMAS DIFERENCIAIS E CAMPOS TENSORIAIS

Se V' é um espaco vectorial de dimensao finita d, vamos designar por:

+oo
XV =y,
k=0

a sua algebra tensorial, e por:

d
/\V = @/\kv
k=0

a sua algebra exterior. Se aq,...,a € V¥ e vy,..., vy € V, a nossa
convencao € tal que:

(y A ANag, Vi A AVy) = det(ai(Vj))ij:1.

SeT :V — W é uma transformacao linear entre dois espagos vectoriais
de dimensao finita, recordemos que a sua transposta T* : W* — V* é a
transformacao linear entre os espacos vectoriais duais definida por:

T a(v) = a(TVv).
Da mesma forma, existe uma aplicacdo induzida T* : AFW* — AFV*
definida por:
T*w(vi,...,vg) =w(Tvi,...,Tvg).
Pode-se definir, igualmente, uma aplicacdo T* : @*W* — ®FV*, o que
deixamos ao cuidado do leitor.

Depois destes comentdrios preliminares, seja agora M uma variedade
diferencigvel. Se p € M e (x!,... ,xd) sao coordenadas locais em p, entao os
vectores tangentes

0
oxt »
formam uma base de T,M. Da mesma forma, as formas
dpz’ (i=1,...,d),

formam uma base de T; M. Estas bases sao bases duais. Formando produ-
tos tensoriais ou exteriores dos elementos destas base, obtemos bases para
®kTpM, /\kTpM, Q@‘YCT;M7 /\kT;M, etc. Por exemplo, Vamos o espaco
/\kTI;‘M, admite a base

(i=1,...,d),

dpxil /\---/\dpxik (il <. <ik).

Tal como no caso dos espagos tangente e cotangente, estamos interessados
em considerar para cada um dos espacos ®kTpM, /\kTpM, ®kT;M, /\kT;M,
etc., a uniao em que p varia em M. Por exemplo,

krx _ ko
NTM = | ATy M.
peEM
Tal como para o fibrado tangente, temos o seguinte resultado cuja demon-
stracao é deixada como exercicio.

Proposicao 13.1. Eziste uma estrutura de variedade natural em A*T*M

tal que a projeccao canonica em M € uma submersao.
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Da mesma forma é possivel considerar os fibrados A¥T' M, @*T* M, @*T M,
QFT*M ®° T*M, etc., cujos detalhes deixamos como exercicio.
Definicao 13.2. Seja M uma variedade.
(i) Uma forma diferencial de grau k é uma seccio de NFT*M.
(i1) Um campo multivectorial de grau k ¢ uma sec¢io de NFT'M.
(i) Um campo tensorial de grau (k,s) é uma secgio de @¥T M @*T* M.
Vamos considerar, apenas, formas e campos diferenciaveis, i.e., que sejam
secgoes C'™°.
Se (U, z,... ,xd) sao coordenadas locais, entao uma forma diferencial w
de grau k pode ser escrita na forma:

wly = E Wiy d™ A A da'®
i1 <o

1 4 4
= Z ywil...ikdx“ A Ada',
i1eedn

onde as componentes w;,...;, sao anti-simétricas nos indices:

k
Wo(iy)-oliy) = (1) Wiy iy

para toda a permutacio o € Si. E claro que Wiy € CF(U) sse w é de

classe C. Se (V,y',...,y%) é outro sistema de coordenadas locais, entdo
wv =Y @ dyt A Ady
J1<+<Jk

com @j,...,, € C°(V). As componentes nos dois sistemas de coordenadas
estao relacionados em U NV pela féormula:

. a(mzl P :L'“C)
Wiy-j, = Z Wirig a5 o\

e (y]l y]k)
A expressao do lado esquerdo é a abreviatura para o menor correspondente
as linhas 41,...,7; e as colunas ji,...,jr da matriz jacobiana da mudanca
de coordenadas.
De igual forma, temos expressoes em coordenadas locais para um campo
multivectorial II, que pode ser escrito na forma:

H|U: Z TIL Ao A

Oxh D
11 <<l

e para um campo tensorial T', que pode ser escrito na forma:

) o A A
Ty = E Toh— @@ — @da)t @ @ dadt.
J15--050s ale axlk
i17"'7ik7j17"'7j5
Deixamos como exercicio determinar as férmulas de transformacao para
campos multivectoriais e tensoriais.

Observagao 13.3. O leitor podera estar intrigado com as posicoes relativas

dos indices nos diferentes objectos. A convencao que seguimos é tal, que um

indice s6 aparece numa soma quando na férmula figura simultaneamente

como subescripto e como supescripto. Seguindo esta convencao, muitas

vezes omite-se o sinal de somatério, estando subentendido a soma sempre
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que um indice figura repetido. A esta convenc¢do chama-se convencao de
Einstein.

Daqui em diante, o nosso estudo incidird sobre as formas diferenciais.
Embora os outros objectos também seja importantes, as formas diferenciais
desempenham um papel mais fundamental. A razdo, é que estes sdo os
objectos numa variedade que podem ser integrados, como veremos mais
adiante.

Numa variedade M, vamos designar o espaco vectorial das formas diferen-
ciais de grau k por QF(M). Se fixarmos uma forma diferencial w € Q¥ (M),
o elemento w, € /\kT; M pode ser visto como uma aplicacdo multilinear
alternada

wp : TyM x --- x T,M — R.
Assim, se X1,..., X € X(M) s@o campos vectoriais em M, obtemos uma
fungao w(X,...,Xx) € C>*°(M), dada por:

= wp(Xilps -, Xnly)-

Desta maneira, toda a forma diferencial w € QF(M) pode ser vista como
uma aplicacao
w:X(M)x - xX(M)— C™®(M).
Esta aplicagdo é C°°(M )-multilinear e alternada. Reciprocamente, toda a
aplicacdo X(M) x --- x X(M) — C>(M), que seja C°°(M)-multilinear e
alternada, define uma forma diferencial.
Vejamos algumas construgoes basicas envolvendo formas diferenciais.

Produto exterior de formas diferenciais. O produto exterior A nas algebras
exteriores ATYM induz um produto exterior de formas diferenciais

A QF(M) x Q3 (M) — QFF (M), (wAD)p = wy A np.

Se introduzirmos o conjunto de todas as formas diferenciais:
d
QM) = P k).
k=0

onde QY(M) = C>®(M), o produto exterior faz de (M) uma algebra de
Grassmann sobre o anel das fungoes C*°(M), i.e., sao validas as seguintes
propriedades:

(a) (fwt+gn) N0 =fwunO+gnNb.

(b) wAn = (—1)deewdegn, A,

(c) (wWAN)ANO=wA(nAD).

E claro que, se ay,...,op € Q' (M) e X1,..., X, € X(M), de acordo com a
nossa convengao:

a1 A Aag(X, ., X)) = det [oa (X5)]F, -

Estas propriedades é tudo quanto precisamos de saber para calcular pro-
dutos exteriores, como ilustramos no seguinte exemplo.
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ExEmPLO 13.4.

Em R*, com coordenadas (z,vy, z,w), consideremos as formas de grau 2 dadas
por w = (z+w?)dr Ady+e*dr Adw+coszdy Adz e n = xdy Adz —e*dz Adw.
Temos que:

wAN=—(z+w?)e*dz Ady Adz Adw + ze*dr Adw A dy A dz

= —w?e*dz A dy A dz A dw.

Pull-back de formas diferenciais. Seja ® : M — N uma aplicagao difer-
enciavel entre duas variedades. Para cada p € M, temos a aplicacao linear

dp(I> : TpM — T@(p)N,
e a, ainda, a sua transposta:
(dp®)* - ATy N — ATy M.
Define-se o pull-back de formas diferenciais ®* : Q¥(N) — QF(M) por:
(@) (X1s- s Xy = (@) ) (X1, Xily)
=w(dp® - Xilp,...,dp® - Xilp).

Como esta férmula define uma aplicagdo X(M) x --- x X(M) — C*(M)
que é C°°(M)-multilinear e alternada, ®*w é uma forma diferencial de grau
k em M.

E facil de ver que, para uma aplicagao diferencidavel ® : M — N, o pull-

back ®* : Q(N) — Q(M) é um homomorfismo de dlgebras de Grassman,
i.e., sao validas as propriedades:
(a) ®*(aw + bn) = a®*w + bP*n;
(b) ®*(wAn) =D w A P*p;
(c) ®*(fw) = (f o )P"w;
Note que se f : N — R é uma fungao, entao o seu diferencial df pode ser
visto como uma forma diferencial de grau 1. Temos, ainda, que:

(d) ®*(df) =d(fo®).
Esta propriedades podem ser utilizadas para calcular pull-backs em coorde-
nadas locais, como ilustramos de seguida.

EXEMPLO 13.5.
Seja ® : R? — R* q aplicagdo:
1
) H—ug)
Se n =xdy Adz — e*dz A dw € Q?(R?*), entdo o seu pull-back é dado por:
d*n = (0 ®)d(y o ®) Ad(z0®) —e*Pd(z0®) Ad(wo D)

®(u,v) = (u+v,u —v,v°

2 1
2 v 2
:(U+U>d(U—U)Ad(U )—6 d(’U )/\d(m)
—2ud
= (u+v)du A 2vdv — 20e”" dv A ﬁ

duve®”
= (21}(u +v) — ﬁ) du A dv.
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Ou seja, para calcular o pull-back ®*n, substituimos em n, as fungoes coorde-
nadas (z,y,z,w) pelas suas expressées em termos das coordenadas (u,v).

Observagao 13.6. No caso em que (N,i) é uma subvariedade de M, o
pull-back de uma forma w € QF(M) pela inclusdo i : N < M designa-se
por restrigao de w a N. Muitas vezes, escrevemos w em vez de i*w, para
designar a restricao.

Por exemplo, para a esfera S2 = {(z,9,2) € R? : 22 + 42 + 22 = 1},
podemos falar na forma diferencial

w = ady ANdz 4+ ydz A dz + zdz A dy,

quando estamos de facto a pensar no seu pull-back pela inclusio i : S? — R3.

Produto interior. Dado um campo vectorial X € X(M) e uma forma diferen-
cial w € Q¥(M), chama-se produto interior de w por X & forma diferencial
ixw € QF1(M) definida por:

in(Xl, PN an—l) = w(X,Xl, PN an—l)-

Como ixw é uma aplicagao C'°° (M )-multilinear e alternada, define, de facto,
uma forma diferencial de grau k — 1 em M.

As seguintes propriedade do produto interior, de facil verificacdo, sao
bastante 1teis no seu célculo:

(a) ix(fw+ g0) = fixw+ gix0.
(b) zx(w AB) = (ixw) A0+ (—1)%8“w A (ix0).
(( ¢) i(fxt+gv)W = fixw + giyw.

d) ix(df) = X(f);

Vejamos um exemplo simples.

ExEmpPLO 13.7.
Seja w = e®dx Ady +e*dy Adz € Q2(R?), e X = xay ya% € X(R®). Entdo:

zd%(dz/\dy):(dgd)/\dy—dz/\(zdgd) dy,
zd%(dz/\dy):(dgd)/\dyfdo:/\(dgd) —dz,
z%(dy/\dz):(dgd)/\dzfdy/\(dgd) 0,
zd%(dy/\dz):(dgd)/\dz—dy/\(dgd) dz.
Logo, concluimos que
ixw = —zedr — ye®dy + xe*dz.

Observagao 13.8. A operacao de produto interior extende-se, de forma

mais ou menos 6bvia, a outros objectos (campos multivectoriais, campos

tensoriais, etc.). Para estes objectos, é frequente utilizar-se a designacao

contracgao, em vez de produto interior. Por exemplo, pode-se definir a

contraccao de uma forma diferencial w de grau k por um campo multivec-

torial II de grau [ < k, obtendo-se uma forma ipgw de grau k — [. Em
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coordenadas locais (U, z!,. .. ,a:d), se

~ ' a0 0
wly = Z Wiy dzt Ao Adat, Ty = Z It ”% A
1o 1t

A Oxit’

entao:
(in)’U = Z wil...ikH“"'”dx”“ Ao Ada'.
—

Como uma aplicagao muito simples de formas diferenciais, vejamos como
podemos formalizar a nocao de orientacao de uma variedade.
Recordemos que se V é um espaco vectorial de dimensio d, e u € A4(V*)

¢ um elemento nao-nulo, entao para qualquer base {vi,..., vy} temos
,LL(Vl, cee 7Vd) 7é 0.
Assim, p divide as bases ordenadas de V' em duas classes: a base {vi,...,v4}

tem p-orientacao positiva (respectivamente, negativa) se este nimero é pos-
itivo (respectivamente, negativo). Assim, p determina uma orientacao para
V.

Passando ao caso de uma variedade diferencidvel M de dimensao d, vamos
chamar forma volume a uma forma diferencial p € Q¢(M), tal que p,, # 0,
Vp e M.

Definicao 13.9. Uma variedade M de dimensao d diz-se orientdavel se
possui uma forma volume.

Seja M é uma variedade orientdvel de dimensdo d. Se p1,u2 € Q4(M)
sao formas volumes, dizemos que p; e po definem a mesma orientagao se,
para todo o p € M e qualquer base {vy,...,v4} de T,M, verifica-se:

,ul(vl,. .. ,vd)ug(vl,. .. ,Vd) > 0.

Caso contrario, dizemos que u; e puo definem orientagbes opostas. Observe
que, se p1 e po definem a mesma orientagao, entao uma base é j11-positiva sse
é po-positiva. A propriedade “definem a mesma orientacdo” é uma relagio
de equivaléncia nas formas volumes de M. Uma orientacao para M é
uma escolha de uma classe de equivaléncia [u]. Uma vez escolhida uma
orientacao, dizemos que que M é uma variedade orientada.

A seguinte proposicao fornece uma caracterizacao alternativa das var-
iedades orientaveis. A demonstracao é deixada como exercicio.

Proposigao 13.10. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo d.
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) M € orientdvel, i.e., M possui uma forma volume.
(i1) Existe uma colec¢do {(U;, ¢;) : @ € I} de sistemas de coordenadas que
cobrem M tal que, para todo o 1,5 € I:

det[(¢i0 ;') (p)] >0,  VpeUinUj.

ExEMpPLOS 13.11.

1. O espago euclidiano R? ¢ orientdvel. A orientagcdo candnica de R € a
orientagdo definida pela forma volume dz' A---Adx?. Em relacio a orientacdo
canonica, a base candnica de T, de ~ R? tem orientacdo positiva.
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2. Um grupo de Lie G é sempre orientdvel. Se {aq,...,aq} € uma base de
1-formas diferenciais invariantes a esquerda, entdo = a1 A -+ AN ag € uma
forma volume invariante a esquerda.

3. A esfera S é um variedade orientdvel. Uma forma volume é dada por:

d+1
w= Z(—l)iacidxl A Adat A A d2dT e Q4(SY).

i=1
Deizamos como exercicio verificar que esta forma nao se anula.

4. O espago projectivo P? ndo é orientdvel. De facto, seja p € Q2(P?) uma
2-forma diferencidvel. Se 7 : S2 — P2 € a aplicacdo quociente, entio T*u é
uma 2-forma diferencial em S?. Segue-se, do exemplo anterior, que

T™p = fw,

para alguma funcio f € C*°(S?). Seja ® : S? — S? a aplicagdo anti-podal:
p— —p. Como wo® =m, temos que:

Q¥ (mp) = (mo®@) u=m"p

Por outro lado, € facil de ver que ®*w = —w, logo
fw=m"p
— " (rp)
= ®*(fw)

= (fo?)2%(w) = —(f o P,

Concluimos que f(—p) = —f(p), para todo o p € S%. Mas, entdo, f(p) = 0,
para algum p € S%. Assim, 7 anula-se. Como m é um difeomorfismo local,
concluimos que toda a forma diferencial p € Q*(P?) anula-se, logo P? ndo é
orientadvel.

Sejam M e N variedades orientadas com orientacoes [] € [un], € seja
® : M — N um difeomorfismo. Dizemos que ¢ preserva orientagoes ou
é positiva, se [P*uy] = [up]. A demonstragao da seguinte proposicao é
deixada como exercicio.

Proposicao 13.12. Seja M uma variedade orientada com orientagdo [u].
Eziste uma cobertura aberta de M por sistemas de coordenadas (U;, ¢;) em
que cada ¢; : Uy — R% € positivo, onde em R¢ consideramos a orientacdo
canonica.

EXERCICIOS.

1. Construa a estrutura diferencial natural de A*T™* M, para a qual a projeccao
candnica em M é uma submersao.

2. Determine as férmulas de transformacao de coordenadas para campos mul-
tivectoriais e tensoriais.

3. Mostre que uma estrutura Riemanniana numa variedade M (ver Licdo 7,

Exercicio 8) define um campo tensorial simétrico de grau (0,2).

Nota: Em coordenadas locais (U,z"), um tensor simétrico de grau (0,2)
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escreve-se na forma
9= E gijdz’ ® da?,
i3
onde as componentes satisfazem g;; = g;;.

4. Verifique as propriedades béasicas do pull-back de formas diferenciais e do
produto interior.

5. Seja ® : M — N uma aplicagao diferencidvel. Mostre que, se X € X(M) e
Y € X(N) sao campos vectoriais ®-relacionados, entao

(I)*(iyw) = in)*w,
para toda a forma diferencial w € Q(N).

6. Demonstre a Proposicao 13.10.

7. Mostre que, se M e N sao variedades orientaveis, entao M x N é orientavel.
Conclua que o toro T¢ é uma variedade orientavel.

8. Mostre que o espaco projectivo P? é orientével sse d é fmpar.

9. Verifique que a garrafa de Klein (ver Exemplo 4.5.4) ndo é uma variedade
orientavel.

10. Mostre que toda a variedade orientada M possui uma cobertura por sis-
temas de coordenadas positivos.

11. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao d. Mostre que:
(a)O produto interno em cada espaco tangente T, M induz um produto in-
terno no espago cotangente 7,7 M.
(b)Para cada p € M, existe uma vizinhanga U de p e campos vectoriais
X1,...,X4 € X(U) que sdo ortonormados:

(X, X;) = &;; simbolo de Kronecker.

A colecgao X1, ..., X, diz-se um campo de referenciais (local) ortonor-
mado.

(c)Para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p e formas diferenciais
ai,...,aq € QYU) que sido ortonormadas:

(0, aj) = 0;; simbolo de Kronecker.

A coleccao {ai,...,aq} diz-se um campo de co-referenciais (local)
ortonormado.

12. Seja M uma variedade Riemanniana orientada de dimensao d. Mostre que
existe uma tnica operacao * : QF(M) — Q4=F(M) que pode ser caracteri-
zada da seguinte forma: para todo o campo co-referencial local ortonormado
a1,...,qq e positivo (i.e., a3 A -+ A agq é positiva) sdo satisfeitas as seguintes
propriedades:

(@)xl=a1 A~ ANagex(ag A~ Nag) =1;

(b)x(ag A+~ Aag) = age1 A+ A ag.
A x chama-se operador estrela de Hodge. Mostre, ainda, que:

sk w = (—1)"1"Ry onde k = degw.
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L1¢AO 14. DIFERENCIAL E CALCULO DE CARTAN

Nesta licao vamos definir duas operacoes de diferenciacao sobre as formas
diferenciais: o diferencial de formas diferenciais (uma derivada intrinseca) e
a derivada de Lie de formas diferenciais (uma derivada ao longo de campos
vectoriais). Estas operagoes, em conjunto com as operagoes algébricas ele-
mentares estudadas na licdo anterior, definem um céalculo sobre as formas
diferenciais que se costuma designar por Cdlculo de Cartan.

Seja w € QF(M) uma forma diferencial de grau k numa variedade difer-
encial M. Definimos o seu diferencial dw como sendo a forma diferencial
de grau k 4+ 1 dada por:

k
(141) dw(XO, R ,Xk) = Z(—l)iXi(w(Xo, R ,5(:2‘, R ,Xk))+
1=0

k
+ Y (D)MHw([X, X5, Xo, -, Xiy o, X, X,

i<j
para todo os campos vectoriais Xo,..., Xy € X(M). Como esta férmula
define uma aplicacdo C°°(M )-multilinear X(M) x --- x X(M) — X(M),
vemos que dw é, de facto, uma forma diferencial.

Note que uma fungao f € C*°(M) é uma forma de grau 0. Neste caso, a

formula fornece:

df(X) = X(f),
donde esta definicdo é coerente com a nossa definicao de diferencial de uma

funcao. O préximo resultado mostra que o diferencial é a tinica operagao
sobre as formas que é uma extensao razoavel do diferencial de funcoes.

Teorema 14.1. O diferencial é a unica operagao
d: QM) — QT (M)
que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) d é R-linear:
d(aw + b0) = adw + bdf.
(ii) d € uma derivagao:
d(w A 8) = (dw) A G + (—1)%“w A (dF).
(iii) d € uma extensdo do diferencial: se f € C*°(M), entdo
af(X) = X(f),¥X € X(M).
(iv) d% = 0.
Demonstracdo. Deixamos como exercicio a verificacao de que d, definido por
(14.1), satisfaz as propriedades (i) a (iv). Para verificar a unicidade, vamos
ver que se w € QF(M) é uma forma diferencial de grau k, entdo dw fica
determinado pelas propriedades (i) a (iv).
Como d é uma derivagao, é local: se w|y = 0 num aberto U, entao

(dw)|r = 0. De facto, se p € U, seja f € C°°(M) uma fungao com f(p) >0
esup f C U. Como fw =0, temos que:

0=d(fw)=df Nw + fdw.
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Calculando ambos os lados em p, obtemos f(p)(dw), = 0. Logo dw|y = 0,
como pretendido.
Basta, pois, verificar a nossa afirmacao para w € Qk(U ), onde U é um

sistema de coordenadas (z!,... ,a:d). Nesse caso, temos que

w = g Wiy i dz™ Ao Adat®.
i1 < <y

Aplicando, sucessivamente, as propriedades, obtemos:

dw = Z d(wiy iy da™ A - A da®) (por (i)
i1 <<
= Z A(wiy.qy, ) Ada™ A A da'™ (por (ii) e (iv))
i <<
Owiyiy, 1 i i
= Z dex Adz™t A---Ada' (por (iii)).
<<y i

Esta 1ltima expressdo define uma forma diferencial de grau k+1 em U. As-
sim, dw fica determinado pelas propriedades (i) a (iv), tal como afirmdmos.

O

O célculo do diferencial de uma forma pode ser efectuado recorrendo
as propriedades dadas pelo resultado anterior. Isto é, muitas vezes, mais
eficiente do que a aplicagao directa da férmula (14.1), como ilustramos de
seguida, através de um exemplo muito simples.

EXEMPLO 14.2.
Seja w = e¥dx A dz + e*dy A dz € Q2(R3). Entdo, aplicando sucessivamente
as propriedades (i) a (iv), obtemos:

dw = d(e?dz A dz + €*dy A dz)
= (de?) Adz Adz+d(e*) Ady Adz
=eYdyANdx Adz+e*dzAdy Adz
= —eYdx ANdy Adz.

Deve-se, ainda, observar que o diferencial é preservado pelo pull-back de
aplicacoes diferencidveis:
Proposicao 14.3. Seja ® : M — N wuma aplicacdo diferencidvel entre
variedades diferencidveis. Entdo, para toda a forma w € QF(M), temos que:

®*dw = dP*w.

Como veremos mais adiante, esta propriedade muito simples é extrema-
mente importante. A demonstracao é deixada como exercicio.

Como uma aplicacao simples, mas interessante, da nocao de diferencial
vejamos como o Teorema de Frobenius pode ser expresso em termos de
formas diferenciais. Para isso, seja D uma distribuicdo de classe C'°° numa
variedade diferencidvel M. Dizemos que uma forma diferencial w € Q*(M)
aniquila D se:

w(Xy,...,Xk) =0 sempre que X1,..., X} € X(D).
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Utilizaremos a notacao:
I(D) = {w € Q(M) : w aniquila D}.

Vamos, ainda, dizer que uma coleccao de 1-formas diferenciais a1, ..., €
Ql(M) ¢é independente se elas formam um conjunto linearmente indepen-
dente em T}y M, para cada p € M.

A proposicao seguinte mostra que uma distribuicao pode ser definida em
termos de formas diferencidveis.

Proposicao 14.4. Seja D uma distribuicdo k-dimensional de classe C'*°
numa variedade diferencidvel M de dimensdo d. Entdao:

(i) I(D) € um ideal da dlgebra Grassmanianna (M ).
(ii) 1(D) € localmente gerado por d — k 1-formas independentes.

Reciprocamente, se I C Q(M) é um ideal que € localmente gerado por d — k

formas diferenciais de grau 1, entdo existe uma unica distribuicdo D, que é
k-dimensional e de classe C*, tal que I = I(D).

Demonstragao. O item (i) segue-se, imediatamente, das definigdes de I(D)
e do produto exterior.

Para mostrar (ii), para cada p € M, consideramos uma vizinhanga U de
p e campos vectoriais Xg i1,...,Xg € X(U) que geram D|y. Podemos
completar esta coleccdo com campos vectoriais, obtendo campos vectoriais
Xi,...,Xq € X(U), que formam uma base de T},M, para todo o p € U.
Sejam oy, ..., aq € Q1 (U) as 1-formas duais, definidas por:

a;(X;) = ¢;j(simbolo de Kronecker).

Vejamos que «a, ..., ar sao as 1-formas diferenciais que procuravamos:

e A coleccdo aq,...,qa; é independente: Isto segue-se, imediatamente,
do facto de que az,...,aq formam uma base de Ty M, para todo o
peU.

e A coleccao ag,...,qp é geradora: Se w € Q"(M), entao existem
fungoes a;,..;, € C*°(U) tais que

w]U = E iy i Oy N N QG
1<ij<-<ir<d

Sew € I(D), calculando ambos os termos em X4 g1, ..., Xy, vemos
que a;,..;, = 0 sempre que ¢; > k. Logo,

w\U: E Qjynin Oy N Ny,
1<iy <<ip<k

e, portanto, a coleccdo afq,...,a é geradora.

Finalmente, para demonstrar o reciproco, dado p € M, sejam «sq, ..., a
1-formas que geram o ideal I numa vizinhanca U de p. Definimos D, como
sendo o subespago de T, M cujo aniquilador é o subespago de Ty M gerado
pelas aq,...,ag. E fécil de ver que D é uma distribuicao C*° em M, k-
dimensional, e tal que I = I(D). A unicidade de D segue-se do facto de
que, se Dy # Da, entao I(Dy) # I(D3). O
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Um ideal diferencial é um ideal I C Q(M) que é fechado para a difer-
enciacao:
wel = dwel.
Temos a seguinte proposicao:
Proposicao 14.5. Uma distribuicao D de classe C™ ¢é involutiva sse I(D)
€ um ideal diferencial.

Demonstragao. A relagao (14.1) mostra que se D é involutiva entao I(D)
¢ um ideal diferencial. Por outro lado, seja I(D) um ideal diferencial. Se
X,Y € X(D), entao a mesma relacao mostra que

w([X,Y]) = —dw(X,Y) + X(w(Y)) - Y (w(X)) =0,

para toda a l-forma w € I(D). Segue-se que [X,Y] € X(D), logo D ¢é
involutiva. O

Como corolario, obtemos a seguinte versao do Teorema de Frobenius:

s

Teorema 14.6 (Frobenius). Uma distribuicao D € integrdvel sse I(D) é
um ideal diferencial.

EXEMPLO 14.7.

Seja w € QY (M) uma 1-forma diferencial que ndo se anula. Entdo w de-
fine uma distribuicao C'*° de codimensdo 1. Pelo teorema, esta distribuicao é
integravel sse

dw =nAw,
para alguma 1-forma n € QY(M).

A operacio d : Q*(M) — Q°*FY(M) também é conhecida como difer-
enciagdo exterior, pois aumenta o grau das formas diferenciais. Vejamos,
agora, um outro tipo de diferenciacao de formas diferenciais que preserva o
grau:

Definiciao 14.8. Chama-se derivada de Lie de w € QF(M) ao longo do
campo vectorial X € X(M) a forma diferencial Lxw € QF(M) definida por:
1
Lxw = }E% n (o) 'w—w).

Algumas propriedades basicas da derivada de Lie de formas diferenciais
sao dadas pela seguinte proposi¢ao, cuja demonstracao é deixada como ex-
ercicio:

Proposicao 14.9. Seja X € X(M) um campo vectorial. A derivada de Lie
Lx:Q*(M) — Q*(M) satisfaz:
(i) Lx(aw +bn) = alxw + bLxN.
(i) Lx(wAn)=LxwAn+wALxn.
fiii) Lx(f) = X(f), se | € QO(M) = C=(M).
(iv) Lxdw = dLxw.

Veremos, ainda, outras propriedades nos exercicios no final desta licao.

Tal como no caso do diferencial, o calculo da derivada de Lie de uma
forma pode ser efectuado recorrendo as suas propriedades e, muitas vezes,
isto é mais eficiente do que a aplicacao directa da defini¢ao. Ilustramos com

um exemplo.
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ExeEmpLO 14.10.
Seja w = e®dax Ady + e¥dy Adz € Q%(R3), e X = a:a% € X(R®). Entdo:
Lxw=Lx(e*dz Ady + eYdy A dz)
=e"dz AdX (y) + X(e¥)dy Adz + e¥dX (y) A dz
=edx ANdx + zeVdy Adz + e¥dx A dz
= zeVdy ANdz 4 e¥dz A dz.

Existe uma outra forma para calcular a derivada de Lie. De facto, existe
uma férmula que relaciona a derivada de Lie, o diferencial e o produto
interior. Esta férmula desempenha, muitas vezes de forma inesperada, um
papel crucial. Por isso, merece um destaque especial.

Teorema 14.11 (Férmula mégica de Cartan). Seja X € X(M) um campo
vectorial e w € Q(M) uma forma diferencial. Entdo:

(14.2) Lxw=1ixdw+ dixw.

Demonstragao. Pela Proposicao 14.9 (iii), sabemos que Lx : Q(M) — Q(M)
¢ uma derivacao. Por outro lado, pelas propriedades de d e ix, vemos
que ixd + dix : Q(M) — Q(M) também é uma derivacdo. Assim, basta
verificar que estas duas derivacoes tomam o mesmo valor na forma diferencial
w = fdg, onde f,g € C°(M).

Por um lado, utilizando as propriedades dadas pela Proposi¢ao 14.9, cal-
culamos:

Lx(fdg) = X(f)dg + fd(X(g))-

Por outro lado, as propriedades de d e 7x fornecem:

ixd(fdg) +dix(fdg) =ix(df Adg) + d(fixdg)
= X(f)dg — X(g)df +d(fX(g))
= X(f)dg + fd(X(g)).

EXERCICIOS.

1. Verifique que d, definido pela férmula (14.1), satisfaz as propriedades (i) a
(iv) do Teorema 14.1.

2. Seja @ : M — N uma aplicagao diferencidvel entre variedades diferenciaveis.
Mostre que, para toda a forma w € QF(M), verifica-se

®*dw = dP*w.

3. Seja I C (M) um ideal que é gerado por k formas diferenciais de grau 1
ai, ..., a. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a)l é um ideal diferencial;

(b)da; = >, wij A cj, para algumas 1-formas w;; € Q(M);

(c)Se w =@ ... ag, entdo dw = a A w, para alguma 1-forma a € Q(M).

4. Verifique as propriedades da derivada de Lie dadas pela Proposicao 14.9
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5. Sejam X,Y € X(M) campos vectoriais e w € Q(M) uma forma diferencial.
Mostre que:
Lixyw = Lx(Lyw) — Ly (Lxw).

6. Seja ® : M — N uma aplicagao diferencidvel. Mostre que, se X € X(M) e
Y € X(N) sao campos vectoriais ®-relacionados, entao

P (Eyw) = EX (@*w),

para toda a forma diferencial w € Q(N).

7. Seja X € X(M) e w € QF(M). Mostre a seguinte relacio entre as derivadas
de Lie:
k

(14.3) Lx(w(X1,..., Xg)) = Lxw(X1, ..., Xe) + Y w(X1,..., LxXi,. .., Xp).

=1

8. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. Se v € T, M designe por
vl € T*M o elemento definido v#(w) = (v,w). A aplicacio v — v¥ é um
isomorfismo e designamos a sua inversa, também, por a — af. O gradiente
de uma fungdo f : M — R é o campo vectorial grad f € X(M) definido por:

grad f = (df)*.
A divergéncia de um campo vectorial X € X(M) é a fungdo divX : M — R
dada por
div X = xd *x X.
O laplaciano de f: M — R é a funcao Af : M — R definida por:
A = —div(grad f).

Para M = R? com a estrutura Riemanniana usual, calcule o gradiente, a
divergéncia e o laplaciano em coordenadas cilindricas e esféricas.

9. Para uma variedade M designe por X¥(M) o espaco vectorial dos campos
multivectoriais de grau k. Mostre que existe uma tnica operagao R-bilinear
[, ]: XFM) x X5(M) — XFF$(M) que para k = s = 1 coincide com o
parénteses de Lie, e satisfaz:

(a)[P, Q] = (-1)M[Q, P];

(D)[P.QA R = [P,Q] AR+ (~1)1®*VQ A [P, R;
Verifique, ainda, que esta operagao satisfaz a identidade de Jacobi:

(=1 VP [Q, Rl + (~1)?PV(Q, [R, P + (1) VIR, [P,Q]] = 0.

Em todas estas identidades, p = deg P, ¢ = deg Q e r = deg R.
NoTA: Esta operagao é conhecida pelo nome de parénteses de Schouten e é o
analogo, para campos multivectoriais, do diferencial de formas diferenciais. E
um exemplo de um super-parénteses de Lie.

L1GAO 15. INTEGRAGAO EM VARIEDADES

Vamos agora definir o integral de uma d-forma sobre uma d-variedade
orientada.

Comecemos por considerar o caso M = R%, em que fixamos a orientagdo
canénica. Se U C R? é um aberto, entdo toda a forma diferencial w € Q4(U)
¢é da forma:

w=fdz' A Ada?,
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para alguma funcao f € C*°(U). Dizemos que w é integravel em U e defin-
imos o sue integral por:

/w:/f(a:l,...,xd)dxl---da:d,
U A

desde que o integral do lado direito exista.
A férmula de mudanca de varidvel para o integral em R? fornece o seguinte
lema:

Lema 15.1. Seja ® : U — R? um difeomorfismo definido num aberto conexo
U C RL Sew é uma forma diferencial integravel em ®(U), entio ®*w €

integravel em U e
/ w = i/ P w,
d(U) U

onde o £ € o sinal do determinante da matriz jacobiana ®'(p).

Assim, desde que consideremos difeomorfismos que preservem a orientacao,
o integral é invariante por difeomorfismos. Por esta razao, vamos considerar
o integral de formas diferenciais apenas sobre variedades orientadas. Deve-
se, no entanto, observar que é possivel definir o integral sobre variedades
nao orientadas mas, para isso, é preciso considerar formas diferenciais
impares, que generalizam as formas diferenciais pares que temos vindo a
considerar.

Uma outra simplificagdo, a fim de evitar questées de convergéncia, con-
siste em considerar, apenas, formas diferenciais w € Qk(M ) cujo suporte

supw = {p € M : w, # 0},

é compacto. Vamos designar por QF(M) as formas diferenciais de grau k
com suporte compacto.

Seja agora M uma variedade orientada de dimensdo d e seja w € Q4 (M)
uma forma diferencial com suporte compacto. Definimos o seu integral sobre
M da seguinte forma:

e Se supw C U, onde (U, ¢) é um sistema de coordenadas positivo,

entao definimos:
/ w:/ (gb_l)*w.
M #(U)

e Em geral, consideramos uma cobertura por sistemas de coordenadas
(Uq, o) positivos, e uma partigdo da unidade {p,} subordinada a
esta cobertura, e definimos:

T fme

Note que esta soma é finita, pois supw é compacto. Note, ainda, que esta
receita fornece formas distintas de calcular o integral de uma forma com
suporte num dominio de coordenadas. No entanto, é simples verificar que
o resultado é o mesmo. Pode-se, também, mostrar que a definicdo é in-
dependente da particao da unidade e da cobertura utilizadas. Deixamos a
verificacao destes detalhes ao cuidado do leitor.
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E f4cil verificar, a partir da defini¢do, que o integral satisfaz as seguintes
propriedades basicas:

(a) Linearidade: Se w,n € Q4(M) e a,b € R, entdo:

/M(aw+bn) :a/MuH—b/Mn.

(b) Aditividade: Se M = My U My, e w € Q4(M), entdo:

/w:/ w—i—/ w,
M My Mo

desde que M; N M5 possua medida nula.
Temos ainda:

Teorema 15.2 (Férmula de Mudanga de Varidvel). Sejam M e N wvar-
tedades orientadas de dimensdo d e ® : M — N wm difeomorfismo que
preserva orientacoes. Entdo, para toda a forma diferencial w € Qg(N),

/w:/ d*w.
N M

Demonstracdo. Como ® é um difeomorfismo e preserva orientagoes, pode-
mos encontrar uma cobertura de M por sistemas de coordenadas (Ug, ¢¢)
positivos, tal que os ®(U,) sdo dominios de sistemas coordenadas positivos
VYo : ®(Uy) — R?de N. Se {po} é uma particio da unidade {p,} subordi-
nada a esta cobertura, entao {p,o®} é uma particao da unidade subordinada
a cobertura {U,}. Pelo Lema 15.1, temos que

| po= [ # )= [ (paomee,
CD(UQ) «@ «@

Logo, vemos que:
w = Paw
fye=X e

- %: A(U@ pos
- Z/ (pa 0 ®)P"w
a YUa

= Za: /M(pa 0 ®)P*w = /M Pw.

O

O célculo do integral de formas diferenciais a partir da defini¢do nao é
pratico, pois envolve partigdoes da unidade. O seguinte resultado é 1til para
simplificar os calculos e evitar a utilizacao de partigoes da unidade:

Proposicao 15.3. Seja M uma variedade orientada de dimensdo d e C C
M um conjunto fechado de medida nula. Para toda a forma diferencial

w € Q4N), temos que:
[o=]
M M-C
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Demonstracao. Mais uma vez, a demonstragao consiste em utilizar uma
particdo da unidade para reduzir ao caso em que M é um aberto de R¢.
Para um aberto U C R%, o resultado reduz-se & igualdade:

/ fdat.. . dz? = fdzt. .. dz?,
U U-C
onde f: U — R é uma funcao integravel. Este resultado verifica-se pois C

tem medida nula. O leitor devera verificar os detalhes. O

EXEMPLO 15.4.
Seja i : S? < R? a esfera de dimensdo 2. Consideremos a forma diferencial
w € O%(R3) definida por:

w =xdy Ndz + ydz A dz + zdz A dy.

A forma p = i*w € Q?(S?) ndo se anula e define uma orientacdo para S%. Pela

SZ 2 y4

para qualquer p € S?. Tomemos, por ezemplo, p = N o pélo norte. A projeccao
estereogrdfica em relacdo a N define uma carta global T : S? — N — R?, cuja
muersa € a parametrizacao:

1
—1 2., ,2
Ty (u,v) = m@u,?v,u +0v°—1).
Temos que:
4
(my')i*w = (ioTy' ) 'w = —————du A dv.

(U2+’U2+1)2

Isto mostra que N € um sistema de coordenadas negativo. Concluimos que:

4
/ 5 5 —————du A dv.
§2 R2 ’lL +’U + 1)

Este wltimo integral pode ser calculado mudando para coordenadas polares,

obtendo-se:
+oo 27
/ / / G d@dr =4
S2 7"

O nosso préximo objectivo é generalizar o Teorema de Stokes a formas
diferenciais. Para isso, precisamos de formalizar a nocao de variedade com
bordo.

Seja H? = {(2',...,2%) € R?: 2¢ > 0} o semi-plano superior. Vamos
relaxar a definicao de estrutura diferencidavel permitindo que as nossas cartas
¢ : U — R% sejam homeomorfismos de um aberto U C M num aberto
#(U) ¢ H%. Uma variedade com bordo é um espaco topoldgico com uma
estrutura diferenciavel, neste sentido mais geral. Esta definicao inclui as
variedades que temos vindo a considerar, pois podemos assumir que, nesse
caso, as cartas tomam valores no interior de H%, e este é difeomorfo a R?.

Um ponto p € M de uma variedade com bordo diz-se um ponto do
bordo se para algum sistema de coordenadas (U, ¢) = (U, z!,..., 2%) temos
que xd(p) = 0. Note que esta condigao é independente do sistema de coorde-
nadas. Ao conjunto dos pontos do bordo chama-se bordo de M e designa-se
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por OM. Se OM = (), dizemos que M é um variedade sem bordo e estas
correspondem, precisamente, as variedades que consideramos anteriormente.

Proposicao 15.5. Seja M uma variedade com bordo de dimensao d. Entdo
OM e M — OM sao variedades sem bordo de dimensao d — 1 e d, respecti-
vamente.

A demonstracao é um exercicio simples.

Todos os objectos que introduzimos para variedades sem bordo podem,
igualmente, ser definidos para variedades com bordo. Podemos, por ex-
emplo, falar de fibrado tangente e cotangente, campos vectoriais, formas
diferenciais, etc. De hora em diante, vamos utilizar estes conceitos sem mais
observagoes.

Seja M uma variedade com bordo e p € M um ponto do bordo: p € OM.
Por um lado, temos o espago tangente T, M, que tem dimensao d, e por outro,
temos o espago tangente 1,0M que tem dimensao d — 1. E claro que T,0M
é um subespago linear de T, M. Em coordenadas locais (U, ' 2%, um
vector v € T, M escreve-se na forma

;0
V:Z’U 8;13@

=1

p

Os vectores tangentes que pertencem a 1,0M sao, exactamente, os vectores
com a tltima coordenada nula: v? = 0. Um vector tangente diz-se EXTERIOR
a OM se v? < 0. Esta condicdo é independente do sistema de coordenadas.

Seja M uma variedade com bordo orientada. A orientacao [uas] de M
induz uma orientagao [ugyrs] de OM da seguinte forma: se p € M, uma
orientagao positiva de T,0M é, por definico, [ivi,] onde v € T,M é um
vector exterior a OM. E facil de ver que esta definicao é independente
da escolha de vector exterior. Daqui em diante, se M é uma variedade
com bordo orientada, vamos considerar em dM a orientacdo induzida desta
forma.

Teorema 15.6 (Stokes). Seja M uma variedade com bordo, orientada, de
dimensdo d. Se w € QI~1(M) é uma forma com suporte compacto, entio:

/ dw:/ w.
M oM

Demonstracdo. Consideramos, primeiro, dois casos especiais.

Caso M = R?: Pela linearidade do integral, podemos assumir que w =
fdz' A--- Adz®1. Temos que:

3}
dw = (—1)‘1_18—5ddac1 Ao Adat,

Pelo Teorema de Fubini, obtemos:

/ dw = (—1)d1/ /+<>0 ﬁdacd dzt---dadt =0.
M Rd—-1 — 00 8$d

pois f é uma funcao com suporte compacto. Como OR? = (J, o Teorema de
Stokes é valido para R¢.
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Caso M = H®: Neste caso, podemos escrever:
d —_~
w:Zfidxl/\---/\dxi/\---/\d:cd,
i=1

logo:
d o,
dw = Z(—l)l_l—;dxl Ao Adzd,

ox
i=1
Para i # d, por um cédlculo andlogo ao caso anterior, obtemos:

/ gﬁdxl/\---/\dxd:O.
Hd

Para ¢ = d, calculamos:

_ af.
+o0o
= (—1)d1/ / %dxd dgt-- - dad!
Rd-1 0 8xd
= (—l)d fa(zt,. .. Lzt 0)dz!--- dzd1.

Rd—-1

Assim, obtemos:
/ dw = (-1)¢ fa(zt, ... 2971 0)dat - - dad L,
Hd Rd-1
Por outro lado, 0H? = {(z',...,2%) : 2% = 0}, logo

/ W= dfd(xl,...,xdfl,O)dxl/\---/\dxdil.
OH OH

Em H? tomamos a orientagdo canénica [daz' A --- A da?]. A orientacdo
induzida em 9H? = R4~! é dada por [(—1)%dz! A --- A da?™1] (exercicio), e

concluimos que:

/ w= (—1)d/ fa(xt, .. 2?71 0)dat - - - dzd L
OH4 HRA—1

Assim, o teorema também é valido neste caso.

Vejamos, agora, o caso geral de uma variedade de dimensao d. Fixemos
uma cobertura de M por sistemas de coordenadas (U,, ¢o) positivos, e seja
{pa} uma particao da unidade subordinada a esta cobertura. As formas p,w
tem suporte contido em U,, e este suporte é compacto pois é um subconjunto

fechado dum conjunto compacto:
SUP paw C SUp P N SUpw.
Como cada U, ¢ difeomorfo a R? ou a H?, j4 sabemos que:

/ () = / e
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Pela linearidade e aditividade do integral, concluimos que:

/M = g /M 4(paw)
= Za:/a d(paw)

:Za:/aUapaw

O

Corolario 15.7. Seja M uma variedade compacta, orientada, de dimensao
d. Para toda a forma w € Q4 Y(M), temos que:

/ dw = 0.
M

1. Mostre que o integral de formas diferenciais satisfaz as seguintes propriedades
basicas:
(a) Linearidade: Se w,n € Q4(M) e a,b € R, entdo:

/M(aw—&—bn):a/Mw—i—b/Mn.

(b) Aditividade: Se M = My U Ma, e w € Q4(M), entdo:

foo= Lo Lo
M My Mo

desde que M7 N M5 possua medida nula.

EXERCICIOS.

2. Mostre que, se em H¢ tomarmos a orientacio [dz! A --- A dz?], entdo a
orientacdo induzida em OH¢ = R¥~! é dada por [(—1)4dz! A--- A dz?™!]

3. Considere o 2-toro T2 como a subvariedade mergulhada de R*:
T = {(I?y7z7w) € R* : 1‘2+y2 = 1722+y2 _ 1}

Seja ainda w o pull-back da forma dz A dz € Q?(M) para T?. Para uma
orientacao a sua escolha, calcule fTQ w.

4. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo. Se f: M — R
é uma fungao com suporte compacto define-se o integral de f sobre M por:

=],

Se X é um campo vectorial, demonstre o Teorema da Divergéncia:

/ divX = X -n,
M oM

onde n: OM — Typy M é a normal exterior unitaria ao longo de OM.
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5. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo. Para uma
funcao f : M — R designe por g—fi a fungdo n(f) : OM — R, onde n é a
normal exterior unitaria ao longo de OM. Verifique as seguintes duas identi-
dades de Green:

0
152 = [ (grad fgradg) — [ a0,
oM n M M

g ory _ )
/6M(f3n gan) /M(gAf fAg),
onde f,g € C>(M).

6. Seja G um grupo de Lie de dimensao d.
(a)Mostre que se w,w’ € Q¥(M) sio formas diferenciais invariantes a es-
querda e [w] = [w entdo existe um real a > 0 tal que:

/fwa/fw Vf € O (M),

Fixe uma orientagio p para G e uma forma diferencial w € Q4(M) invariante
a esquerda tal que p = [w]. Defina o integral de uma fungéo f: G — R por:

e

(b)Mostre que o integral é invariante por translagdes & esquerda, i.e., para
todo o g € G, é vélida a identidade

/GfoLg/Gf.

(c)Dé um exemplo de um grupo de Lie em que o integral ndo é invariante &
direita.
Para cada g € G, a forma diferencial Rjw ¢ invariante a esquerda, logo

Ryw = Ag)w,

para uma funcdo A : G — R. Assim, define-se a fun¢io modular ) : G — R4

por: A(g) = [A(g)]
(d)Mostre que o integral é invariante & direita sse G é unimodular, i.e.,
A=1.
(e)Mostre que um grupo de Lie compacto é unimodular.

7. Seja G um grupo de Lie compacto e & : G — GL(V) um representagio de
G. Mostre que existe um produto interno { , ) em V em relagdo ao qual esta
representagao é por transformacoes ortogonais:

<q)(g) "V, (I)(g) ' W> = <V,W>, v.g €q.
(SuGESTAO: Utilize o facto de que um grupo de Lie compacto é unimodular.)

8. Seja G um grupo de Lie compacto. Mostre que G possui uma estrutura Rie-
manniana bi-invariante, i.e., invariante por translagoes a esquerda e a direita.
(SUGESTAO: Uma estrutura Riemanniana em G, invariante & esquerda, é in-
variante & direita sse o produto interno { , ) induzido em g ~ TG satisfaz:

(Ad(g) - X,Ad(g) - Y)=(X)Y), VgeG XY €g.
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Li¢Ao 16. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

O facto de que o diferencial exterior satisfaz d?> = 0 tem consequéncias
muito profundas, como iremos ver nesta e nas préximas ligoes.
Defini¢ao 16.1. Seja w € QF(M) uma forma diferencial.
(i) Diz-se que w € uma forma fechada se dw = 0.
(ii) Diz-se que w € uma forma exacta se w = dn, para alguma forma
n € QFL(M).
Designamos por Z*(M), respectivamente B*¥(M), os espacos vectoriais das
formas diferenciais de grau k fechadas, respectivamente exactas.
Por outras palavras, as formas fechadas formam o nicleo de d , enquanto
que as formas exactas formam a imagem de d. Ao par (Q(M),d) chamamos
o complezo de de Rham?, que representamos na forma

R Qk—l(M) d_> Qk(M) _d> QkJrl(M) ...
O facto de que d? = 0 significa que toda a forma exacta é fechada:
B*(M) c ZF(wm).

Podemos pensar no complexo (2(M),d) como um conjunto de equagoes
diferenciais associadas a variedade M. Encontrar as formas fechadas sig-
nifica resolver a equacao diferencial:

dw = 0.

Por outro lado, as formas exactas podem ser vistas como as solugoes trivi-
ais desta equacao. O espago das solugdes interessantes médulo as solugoes
triviais é, precisamente, a cohomologia de de Rham:

Definigao 16.2. Chama-se cohomologia de de Rham de M de ordem
k ao espaco vectorial

H*(M) = ZzF(M)/B*(M).
Seja ® : M — N uma aplicagao diferencidavel. O pull-back fornece uma
aplicagao linear ®* : Q*(N) — Q°*(M) que comuta com os diferenciais:
P dw = d(P*w).
Segue-se que ®* transforma formas fechadas (respectivamente, exactas) em

formas fechadas (respectivamente, exactas). Assim, obtemos uma aplicacao
linear ao nivel das respectivas cohomologias:

®*: H*(N) — H*(M), [w] — [®*w].
Observe que se ® : M — N e ¥V : N — () sao aplicagbes diferencidveis,
entao a aplicacdo (Vo ®)* : H*(Q) — H*(M) é dada por
(Pod)" =" o U™,
Por outro lado, a identidade M — M induz a identidade H*(M) — H*(M).
Em particular, se ® : M — N é um difeomorfismo entao a aplicacao induzida

¢* : H*(N) — H*(M) é um isomorfismo. Concluimos que a cohomologia
de de Rham é um invariante de variedades diferenciaveis.

3N#o se trata de nenhum erro tipografico! Estes complexo tem o nome do matemético
Francés George de Rham, dai a repeticdo da particula “de”.
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Observagao 16.3 (Crash Course em &lgebra homoldgica-parte I). O com-

plexo de de Rham é um exemplo de um complexo diferencial. Em geral,

chama-se complexo diferencial a um par (C,d) onde:

(a) C é um espaco vectorial Z-graduado, i.e., C' = @pczC* é a soma directa
de espacos vectoriais4;

(b) D : C — C é uma transformacdo linear de grau 1, i.e., d(C*) c CF+1,
tal que d? = 0.

Representamos um complexo pelo diagrama:

d d

Ckfl Ck CkJrl . ...

A d chama-se o diferencial do complexo. Introduzimos o subespaco dos
cociclos:

ZkC)={z e C*: dz = 0},
e o subespaco dos cobordos

B¥(C)={dz: 2z e CF 1},

Como d? = 0, é claro que B*(C) c Z*(C). A cohomologia de (C,d) é a
soma directa H(C) = @®rezH(C)* dos espacos vectoriais de cohomologia de
ordem k definidos por:
Z*(C)
H*C) = ==L,
‘9= Bre)

Dados dois complexos (A,d4) e (B,dp), um homomorfismo de complexos
f:A— B éuma aplicacdo que:
(a) ¢ linear e preserva a graduacio, i.e., f(A*) c B¥;
(b) comuta com os diferenciais, i.e., fd4 =dpf.

Representamos um homomorfismo de complexos pelo diagrama comutativo:

Ak—l da Ak da Ak+1 ...
|
Bk—l . Bk o Bk—l—l - . ...

Um homomorfismo de complexos f : A — B transforma cociclos em cociclos
e cobordos em cobordos. Logo, induz um homomorfismo entre os espacos
de cohomologia, que designamos pela mesma letra: f: H*(A) — H*(B).

Os complexos diferenciais e os homomorfismos de complexos formam um
categoria. O estudo destas estruturas algébricas é um dos temas centrais de
uma area importante da algebra conhecida por dlgebra homoldgica.

Podemos resumir as observacoes acima, dizendo que a correspondéncia
que a uma variedade diferenciavel M associa o seu complexo de de Rham
Q°*(M), e a uma aplicagdo diferencidvel ® : M — N associa o pull-back
P* : Q*(N) — Q°*(M), é um functor contravariante, que leva a categoria das
variedades diferencidveis na categoria dos complexos diferenciais.

Mais geralmente, podem-se considerar complexos formados por médulos sobre anéis
(por exemplo, grupos abelianos). As consideragoes que se seguem séo ainda vdlidas para
a categoria dos médulos sobre anéis, com as modificagbes 6bvias.
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Um outro complexo que podemos associar a uma variedade diferencidvel
M é o complexo (M) das formas diferenciais com suporte compacto. As-
sim, temos o subespaco vectorial das formas fechadas com suporte compacto:

ZEM) = {w e Q¥(M) : dw = 0},
e o subespaco vectorial das formas exactas com suporte compacto:
B (M) = {dn:ne Q¢ (M)}

A cohomologia de de Rham com suporte compacto de ordem k é o
subespaco vectorial

HE(M) = Z5(M)/BE(M).
E claro que, se M é compacta, entido H(M)=H*(M).

Note que se ® : M — N é uma aplicacao diferenciavel, em geral, o pull-
back ®*w de uma forma diferencial w € Q.(N) com suporte compacto, é
uma forma com suporte nao-compacto. Por outro lado, se ® : M — N ¢
uma aplicacao diferenciavel e propria entao o pull-back induz uma aplicagao
O* : Q2(N) — Q2(M). Segue-se que a cohomologia de de Rham com suporte
compacto também é um invariante de variedades diferencidveis.

As cohomologias de de Rham de grau 0 tém os seguintes significados:

Teorema 16.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Entdo:

H°(M) =R/,
onde | € o numero de componentes conexas de M, e
HY(M) =R,

onde I' é o miimero de componentes conexas compactas de M.

Demonstragdo. Temos que QO(M) = C®(M) e se f € C®(M) satisfaz
df =0, entdo f é localmente constante. Assim, vemos que:

ZO%(M) =R,
onde [ é o nimero de componentes conexas de M. Como
B°(M) = {0},

temos, também, H(M) = R’

Por outro lado, tomando formas com suporte compacto, se f € C2°(M)
satisfaz df = 0, entdao f é constante nas componentes compactas de M e
é zero nas componentes nao-compactas. Como, BY(M) = {0}, concluimos
que

HO(M) =R,

onde !’ é o ntiimero de componentes conexas compactas de M. O

Em geral, o célculo da cohomologia H*(M) ou HF(M), para k > 1,
directamente a partir da definicao, é muito dificil. Podemos, apenas, dizer
que

H*(M) = H¥(M) =0, se k > dim M,
pois neste caso QF(M) = 0.

Veremos nas proximas ligdes algumas técnicas para o cdlculo da coho-
mologia de de Rham. Por agora, limitamo-nos a um exemplo simples onde
o célculo directo é, ainda, possivel.
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ExEmMPLO 16.5.
Seja M =S' = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}. Como S' € compacto, temos que
H*(SY) = H2(SY). Como S € conexo, temos que:

HSY) =R

Para calcular HY(SY), tomemos a 1-forma —ydz + xdy € QY (R?). Esta
forma restringe-se a uma I-forma em S' que designaremos por w. Como
dimS! = 1, w € fechada. Por outro lado, o(t) = (cost,sent) define uma
parametrizacdo de o :]0,2n[— St — {(1,0)}, logo:

R
St 0271'[

= / (—sint)dcost 4 costdsint
10,27

o
= / dt = 2.
0

Pelo coroldrio do Teorema de Stokes, vemos que w mao € exacta, logo representa
uma classe de cohomologia [w] € H(SY) ndo-trivial.

A forma w tem um significado geométrico: como oc*w = dt, temos que
w=df em St —{(1,0)}, onde 0 : St — {(1,0)} — R € a coordenada dngulo (o
inverso da parametrizagao o). Assim, por vezes, designa-se a forma w por df,
apesar desta forma ndo ser exacta.

Vejamos que a classe [w] gera HY(S'). Dada uma forma o € Q' (S') temos
a = fw, para alguma funcdo f:S' — R. Seja

1 1 2m
% St “= 27T
e defina-se a funcdo g : R — R por:

mm=1ﬂa—mo=4?ﬂw—aw.

f()ae

CcC =

Como:

0427
gw+%w=/ (/(6) — )0
09 0+2m
=/Xﬂw—aw+/ ((0) — )b
0 0
:mm+/ (f(6) — )6 = 4(0).
0

obtemos uma funcio g : S* — R, de classe C*°. Em S' — {(1,0)}, temos que
dg = f(6)dd — ¢df = o — cw.

Segue-se que dg = a — cw em St e, portanto, [a] = cw]. Isto mostra que W)
gera HY(SY) e concluimos que:

H'(S') ~R.

Vimos acima que a cohomologia de de Rham é um invariante de variedades
diferencial. Na realidade, esta cohomologia é um invariante topoldgico. Isto
é uma consequéncia do famoso Teorema de de Rham, que relaciona a coho-
mologia singular e a cohomologia de de Rham.
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Para definir a cohomologia singular procedemos do seguinte modo. Des-
ignamos por A* ¢ R¥ o k-simplice standard:

k
AP ={(t,... ty) €RF: Yt < 1,t; > 0}
=1

Note que, A = {0} é um conjunto singular.

\. B

Definicao 16.6. Seja M uma variedade. Chama-se k-simplice singular
a uma aplicacio o : A¥ — M de classe C*>®. Chama-se k-cadeia singular
a uma combinagdo linear formal

p
c= E a0y,
=1

onde os a; € R e 0s 0; sao k-simplices singulares.

A Al

O termo “singular” é justificado pela auséncia de qualquer hipdtese de
regularidade nos diferenciais das aplicacoes: uma k-cadeia em M, em geral,
nao parametriza uma subvariedade de M, e a sua imagem pode estar contida
numa subvariedade de dimensao menor do que k.

Vamos designar por Si(M;R) o conjunto das k-cadeias singulares. Este
conjunto é um espagco vectorial com as operagoes Obvias. Mais formalmente,
Sk(M;R) é o médulo livre gerado pelo conjunto dos k-simplices singulares.

Note que o k-simplice standard também pode ser visto como o simplice
singular id: A¥ — R*. Definimos a sua face 4, onde 0 < i < k, como sendo
o (k — 1)-sfmplice k* : A*~1 — R* definida por:

(tl,...,ti_l,O,tiH,...,tk,l), Sei:L...,k,

E'(t1,...,tk—1) =

(1—2?;&15]‘,151,...,@;,1), se 1= 0.

Mais geralmente, para um simplice o : A¥ — M definimos a face i do

sfmplice como sendo o (k—1)-simplice ¢* : A¥~1 — M dado por o? = ook’

Definicao 16.7. Seja o : A¥ — M um k-simplice singular numa variedade
M. O bordo de o € a (k —1)-cadeia

k

0o =) (—1)id".

=0

Para uma cadeia singular ¢ = 30,

p p
J— . . — . Z
Oc = g a;00; = g ajos.
j=1 j=1
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O significado geométrico desta definigdo é o de que consideramos as faces
de cada simplice com uma certa escolha de sinais. Ilustramos com o exemplo
do simplice standard 2-dimensional.

EXEMPLO 16.8.
O bordo do simplice standard oid: A?> — R é a cadeia:

0o =0’ — ot + 02,
onde 0°, o' e 02 sdo os 1-simplices (faces) dados por:
(1) = (1-t,8),
ol (t) = (0,1),
o?(t) = (t,0).

Podemos representar este bordo, esquematicamente, pela figura:

A

0 o1 e o? tém bordos:

Por sua vez, os simplices o
0a° = (0,1) — (1,0),
do' = (0,0) — (0,1),
do* = (1,0) — (0,0),

(aqui, para um 0-simplice, estamos a confundir a aplica¢do com a sua imagem,).
Note que:

9(0o) = 0.

No exemplo, vimos que 9?0 = 0. Isto é um facto perfeitamente geral, que
resulta da escolha cuidadosa dos sinais e parametrizacoes das faces. A sua
demonstracao é deixada como exercicio:

Lema 16.9. Para toda a cadeia singular c:
d(0c) = 0.
Desta forma obtemos um complexo S(M;R) = ®rezSp(M;R):
0 0
e Spa (M R) <2 S (M R) <2 Sy (M R) <— -+

a que chamamos complexo das cadeias singulares em M.
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Observagao 16.10 (Crash Course em algebra homolégica-parte II). Nos
complexos que consideramos a propésito da cohomologia de de Rham, os
diferenciais aumentavam o grau, enquanto que para as cadeias singulares, o
diferencial diminui o grau.

Para um complexo C' = @czC) em que o diferencial diminui o grau®
0 0
Cr1 o Clp ~—— -
dizemos que z € C} é um ciclo se 9z = 0 e dizemos que z é um bordo
se z = 0b. Neste caso, a homologia do complexo C' é a soma directa
H(C) = ®rezHy(C) dos espagos vectoriais definidos por:
Zk(C)
H,(C) = ,
© By(C)

onde Zi(C) é o subespacgo dos ciclos e By(C) é o subespago dos bordos.
Note, ainda, o posicionamento dos indices.

Assim, temos a homologia associada ao complexo S(M;R):
_ Zk(M;R)

By(M;R)’
a que se chama homologia singular de M com coeficientes reais.

Se @ : M — N é uma aplicagao diferencidvel entre duas variedades, dado
o : A¥ — M, um sfmplice singular em M, entdo ®,(c) = Poo : A¥ = N
¢ um simplice singular em N. Se extendermos esta operacao a cadeias
c= Zj a;o; por linearidade:

D,(c) = Zaj(aj o d),
J

Hy(M;R)

resulta uma aplicagao ®, : S(M;R) — S(N;R), que é um homomorfismo
de complexos, i.e., @, é uma aplicacao linear e o seguinte diagrama comuta:

e S (M;R) <2 — S (M R) <2 Sy (M;R) =—— -

“I’*l @l @l
0 0
o S 1 (N3 R) =— S (N;R) =<— S (N;R) =<— - -
Segue-se, como habitual, que ®, induz uma aplicacdo em homologia:

D, : Ho(M;R) — Ho(N;R),

que é uma transformagcao linear.
Note quese ®: M — N eV : N — (Q sao aplicagoes diferencidveis, entao:

(Vo d), =V, 0d,,

e a aplicacao identidade M — M induz a aplicacao identidade So(M;R) —
Se(M;R). Assim, a correspondéncia que a uma variedade diferenciavel M
associa o seu complexo singular S(M;R) e a uma aplicagdo ¢ : M — N
associa a transformacao @, : S(M;R) — S(N;R), é um functor covariante

5E claro que, dado um complexo (C,9) em que o diferencial diminui o grau, definindo
o complexo (C,d) por C* = C_j e d = 9, obtemos um complexo em que o diferencial
aumenta o grau. Estas convengoes sdo, pois, algo arbitrarias.
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da categoria das variedades diferencidveis para a categoria dos complexos
diferenciais. Em particular, vemos que a homologia singular é um invariante
de variedades diferencidveis.

Na definicdo de simplice exigimos que as cadeias fossem diferencidveis.
Assim, é mais correcto chamar a esta homologia a homologia singular difer-
encidvel. Observe que as definigoes acima de simplices, cadeias, e o seus
bordos, fazem ainda sentido se exigirmos apenas continuidade. Daqui re-
sulta a verdadeira homologia singular. Para esta, as aplicagoes continuas
induzem aplicagoes ao nivel da homologia, e vemos que a homologia singu-
lar é um invariante topoldgico. Mostra-se que:

(i) toda a classe de homologia possui um representante que é um ciclo de

classe C°, e
(ii) se dois ciclos de classe C* diferem de um bordo de classe C° entdo
também diferem de um bordo de classe C'°.
Segue-se que a homologia singular e a homologia singular diferenciavel co-
incidem, e nao precisamos de as distinguir. Em particular, a homologia
singular, que introduzimos acima, é um invariante topoldgico.

A razao para considerarmos homologia singular diferenciavel, é que gostariamos
de a relacionar com a cohomologia de de Rham. Para isso, vamos in-
tegrar formas diferenciais sobre cadeias, como passamos a explicar. Se
w= fdz' A--- Ada¥ € QF(RF) é uma k-forma definida numa vizinhanga do
k-simplice standard, definimos

/wE/ fdat- - dz.
Ak Ak

Para uma forma diferencial w € Q¥(M) numa variedade M, definimos o seu
integral sobre um simplice o : A¥ — M como sendo o nimero real:

/wE/ ofw.
o Ak

P_, ajoj é uma k-cadeia singular em M, definimos

Mais geralmente, se c = /-,

o integral de w sobre ¢ por:
P
Jo=Ya [
¢ j=1 9j

Deixamos para o exercicios a demonstracao da seguinte versao do Teorema

de Stokes:

Teorema 16.11 (Stokes II). Seja M wuma wvariedade diferencidvel, w €
QF (M) uma (k — 1)-forma diferencial, e ¢ uma k-cadeia singular em M.

Entao:
/dw :/ w.
c dc

Vamos definir uma forma bilinear ( , ) : Z55(M) x Zy(M;R) — R da
seguinte forma. Se ¢ € Z,(M;R) é um ciclo e w € Q¥(M) é uma forma

fechada, entao:
(w,c) = /w.

117



Note que, se € Q¥1(M) e b € Sp 1(M;R), entdo o Teorema de Stokes
fornece:

wtdnerar) = [ (w+dn
c+0b

:/w+/w+/dn+/dn

c ob c ob

:/w+/dw+/ 77—|—/d277:<w,c).
c b dc b

Assim, existe uma forma bilinear induzida ao nivel de homologia/cohomologia.
Teorema 16.12 (de Rham). A forma bilinear

(. ) Hip(M) x Hy(M;R) = R, ([o], [d) — / o,

€ nao degenerada.

A demonstracao deste resultado exige um grau de sofisticagdo que esta
para além do ambito deste curso.

Define-se os espacos de cohomologia singular com coeficientes reais
HF(M;R) como sendo os duais dos espaco de homologia singular:

H*(M;R) = H,(M;R)*.
O Teorema de de Rham afirma que integragao fornece um isomorfismo linear:
H*(M;R) ~ HEL(M).

Concluimos que a cohomologia de de Rham é, afinal, um invariante topolégico:
Duas variedades (difeomorfas ou nao) que sdao homeomorfas, possuem a
mesma cohomologia de de Rham!®

EXERCICIOS.

1. Mostre que o produto exterior A : QF(M) x QY(M) — Q*+(M) induz um
produto U : H*(M)x HY (M) — H**Y(M), que define em H (M) uma estrutura
de anel. A este produto chama-se produto cup.

2. Considere a variedade S? = {(z,y,2) € R3 : 22 + y? + 22 = 1}.
(a)Mostre que toda a 1-forma w € Q1(S?) fechada é exacta.
(b)Considere a 2-forma em R® — 0 dada por

w = xdy Adz + ydz A dx + zdx A dy.

Considere a restricao de w a S? e calcule fs2 w. Conclua que essa restrigao
é fechada, mas nao ¢é exacta.

3. Recorrendo & cohomologia de de Rham, mostre que T? e S? nio sao difeo-
morfas.

4. Seja ¢ uma cadeia singular. Mostre que 9(dc) = 0.

60 Jeitor poderd indagar se duas variedades homeomorfas nao terao de ser difeomorfas.
De facto, isso nao é verdade: o primeiro contra-exemplo deve-se a Milnor que mostrou
que na esfera de dimensdo 7 existem estruturas exdticas, i.e., estruturas diferencidveis
nao-difeomorfas & estrutura candnica, compativeis com a topologia usual. Hoje sabe-se
que até o espaco euclideano R* possui estruturas exéticas!
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5. Demonstre o Teorema de Stokes para cadeias singulares, verificando cada
um dos seguintes passos:
(a)Basta mostrar o teorema para cadeias que consistem num tinico simplice.
(b)Basta mostrar o teorema para o k-simplice standard em R,
(c)Basta mostrar o teorema para as (k — 1)-formas diferenciais em R* do
tipo:

w=fdz' A---Adzt A Adab.

/ dw:/ w,
A OAF

onde w é a forma diferencial de (c).

(d)Mostre que

6. No d-toro T? = S! x --- x S! considere as 1-cadeias cy,...,cq : [0,1] — T¢
definidas por:

Mostre que:
(a)Os ¢;’s séo ciclos: dc; = 0;
(b)Os ¢;’s nao sao bordos;
(c)As classes {[c1],...,[ca]} C H1(T?,R) formam um conjunto linearmente
independente.

LIGAO 17. INVARIANCIA POR HOMOTOPIA E SUCESSAO DE
MAYER-VIETORIS

Vamos agora aprender algumas técnicas que facilitam o calculo da coho-
mologia de de Rham duma variedade diferencidvel.

Comecamos com o exemplo mais simples de uma variedade: M = R
Para calcular a sua cohomologia procedemos por inducao na dimensao.
Sendo R¥! = R x R, vamos considerar a projeccio m : R x R — R?
e a inclusdo s : R — R? x R dadas por:

! % m(z,t) =x
Rd

Os respectivos pull-backs fornecem aplicagoes

Q*(R? x R)

Qe (RY)
e vamos ver que estas induzem isomorfismos dos espacos de cohomologia:

Proposicao 17.1. Os homomorfismos induzidos s* : H*(RYxR) — H*®(R?)
e : H*(RY) — H*(RY x R) sdo inversos um do outro.
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Observacao 17.2 (Crash Course em &algebra homolégica-parte III). A
demonstracao desta proposicao vai recorrer a uma técnica bem conhecida
da dlgebra homoldgica: Dados dois complexos (A4,d) e (B,d) e dois homo-
morfismos de complexos f,g: A — B, um operador de homotopia é uma
aplicacao linear h : A — B de grau —1, tal que

f— g =+(dh+ hd).

Dizemos, ainda, que f e g sao homotdpicos. Descrevemos esta relagao pelo
diagrama

d d

Ak—l Ak Ak+1 ...

AL

Bk—l Bk . Bk—l—l o ...

d

Como £(dh £ hd) leva formas fechadas em formas exactas, esta aplicagao
induz a aplicacdo nula em cohomologia. Assim, as aplicagoes induzidas por
f e g ao nivel de cohomologia f,g: H*(A) — H®*(B) coincidem: f = g.
Demonstracdo da Proposi¢ao. Observe que mos =id, logo s* o™ =id. Falta,
pois, ver que 7" o s* =id. Pela observacao que acabamos de fazer, basta
construir um operador de homotopia h : Q*(R? x R) — Q*~1(R? x R) tal
que:

id — 7" 0 8" = £(dh + hd).

Para construir h, observe que uma forma diferencial em R% x R é uma

combinacao linear de formas diferenciais de dois tipos:

[z, t)(r*w),
f(z, t)dt A m*w,

onde w é uma forma diferencial em R?. Definimos o operador de homotopia
nestas formas por:

. { (£ (,t)(m*w) — 0,
@At ATw — [ f(z,s)ds Tw,

e extendemos por linearidade a todas as formas. Verifiquemos, entao, que h
¢ um operador de homotopia.
Seja 0 = f(z,t)(m*w) € Q¥(R? x R) uma forma do primeiro tipo. Entdo:

(id=—7"0s")0=60—7"(f(x,0)w) = (f(x,t) — f(z,0))7*w.
Por outro lado,
(dh 4+ hd)# = hdé

=h (( OF i — gdt) AT*w — f7r*dw>

- ozt ot
=h ((—1)’“%@5 A 7r*w>
. [tof
=TT W ) Edt

= (f(z,t) — f(z,0))7"w.
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Assim:
(id — 7" 0 s*)0 = (dh + dh)é,
para forma diferenciais do primeiro tipo.
Seja agora § = f(x,t)dt A 7*w uma forma diferencial do segundo tipo.
Por um lado,
(id — 7% 0 s")0 = 0,

e, por outro lado,
t af )
(dh + hd)0 = d(/0 f(z,s)ds m*w) + h <ZZ: @dm’ ATrw — f7r*dw>
t
= f(z,t)dt N T*w + / f(z,8)ds dr*w — h(fr*dw)
0

¢ t
= f(z,t)dt N 1¥w +/ f(z,s)ds m*dw — / f(z,s)ds 7" dw
0 0
= f(z,t)dt AN7¥w = 6.
Assim, também neste caso:
(id — 7" 0 s*)0 = (dh + dh)6.
O

E claro que HY(R?) = R, pois um conjunto singular é conexo. Por outro
lado, H¥(R?) = 0 se k # 0. Por inducdo, concluimos que a cohomologia de
R? é dada por:

Corolario 17.3 (Lema de Poincaré).

R sek=0,
HYRY) = H*R?) =
0 sek#0.

Assim, o Lema de Poincaré afirma que em R¢ toda a forma fechada é
exacta.

O argumento utilizado acima para mostrar que H*(R? x R) ~ H*(R?)
extende-se facilmente de R? a qualquer variedade M:

Proposicao 17.4. Seja M uma variedade diferencidvel, e considere as
aplicacoes m: M xR —- M es: M — M x R:

Os homomorfismos induzidos H®(M x R) — H*(M) sao isomorfismos.

A demonstracio é deixada como exercicio. Na realidade, esta proposicao
¢ um caso especial de uma situagao muito mais geral: se uma variedade pode
ser deformada noutra, entao as suas cohomologias sao isomorfas. A fim de
tornar a nogao de deformagao precisa, introduzimos a seguinte defini¢ao.
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Definicao 17.5. Sejam &,V : M — N aplicagoes diferencidveis. Uma
homotopia entre ® e ¥ ¢ uma aplicacao diferencidvel H : M x R — N tal
que:’
o(p) set <0,
H(p,t) =
U(p) set>1.

Temos entao:

Teorema 17.6 (Invariancia por homotopia). Se ®, ¥ : M — N sdo aplicagoes
homotdpicas, entao ®* = ¥*: H*(N) — H*(M).

Demonstracdo. Seja H : M x R — N uma homotopia entre ® e W. Se
S0,81 : M — M x R sao as secgoes:

so(p) = (p,0) e s1(p) = (p, 1),
entdao ® = Hosge V¥ = H osy. Assim, ao nivel de cohomologia, temos que:
" =(Hosy) =syoH",
U*=(Hosy)" =sjoH"
Como s( e s] ambas invertem 7*, coincidem. Concluimos que ®* = ¥*. [J

Dizemos que duas variedades M e N possuem o mesmo tipo de homo-
topia se existem aplicagoes diferencidveis ® : M — N e ¥V : N — M tais
que Yo ® e Vo ® sao homotdpicas a idy; e a idy, respectivamente. Uma
variedade diz-se contractil se possui o mesmo tipo de homotopia que um
ponto.

Corolario 17.7. Se M e N possuem o mesmo tipo de homotopia entdo
H*(M) ~ H*(N). Em particular, se M €é uma variedade contrdactil entao:

R  sek=0,
H* (M) =
0 sek#0.

EXEMPLOS 17.8.

1. Um conjunto aberto U C R? diz-se um conjunto em estrela se existir
xo € U com a propriedade de que, para todo o x € RY, o segmento tx + (1 —
t)zo pertence a U. Deizamos como exercicio verificar que, nesse caso, U €
contrdctil. Logo, H*(U) = 0 para k > 1.

2. A wvariedade M = R? — 0 tem o mesmo tipo de homotopia que S~ ': a
inclusio i : ST — RY—0 e a projec¢do m: RY — S, x s x/||z||, sdo inversas
uma da outra, a menos de homotopia. Assim, H®*(R? —0) ~ H*(S%™1).

Existe uma outra ferramenta béasica, que permite calcular a cohomologia
da variedade M a partir da decomposicao de M em espacgos mais simples
(dos quais sabemos calcular a cohomologia):

"Na verdade, duas aplicacdes sdo C°°-homotdpicas sse sdo C°-homotépicas: mostra-se
que aplicacdo continua entre duas variedades é C°-homotdpica a uma aplicacio C*. Por
esta razdo, muitas vezes definimos a homotopia apenas no intervalo [0, 1].
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Teorema 17.9 (Sucessao de Mayer-Vietoris). Seja M uma variedade difer-
encidvel, U eV abertos de M tais que M = U NV . FExiste uma sucessao
exacta longa:

—— H¥M) — HFU) @ H*(V) — HYU N V) - B+ (M) —

Observagao 17.10 (Crash Course em algebra homolégica-parte IV). Uma
sucessao de espagos vectoriais e homomorfismos

Ck-1 Ji1 Ok L Okl —— -+

diz-se exacta se Im f;_; = Ker fr. Uma sucessao exacta da forma:

0—A—toptoc— sy

diz-se uma sucessao exacta curta. Isto, significa que:
(a) f é injectivo,
(b) Im f =Kerg, e
(c) g é sobrejectivo.
Uma propriedade bésicas das sucessoes exactas é a seguinte: Dada uma

sucessao exacta de espagos vectoriais que termina nos espagos vectoriais
triviais:

0 CO . Ck . Cd 0
a soma alternada das dimensoes é nula:
d . .
> (-1)'dimC* = 0.
=0

Deixamos a demonstragao (ficil) para os exercicios.
Para o teorema, estamos interessados numa sucessao exacta curta de com-
plexos, i.e., numa sucessao de homomorfismos de complexos da forma:

0——>As—Lope 9. (e 0

Esta sucessao pode ser representada por um grande diagrama comutativo
em que todas as linhas sao exactas:

0 AR+ f Bl —Ls okt — 5
d d d

0 Ak ! Bk —2 ok 0
d d d

0 ab-1 L g1 9, Ok—1—=
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A demonstracao do teorema recorre ao seguinte facto basico de algebra
homolégica: Dada uma sucessao exacta curta de complexos existe uma
sucessao exacta longa associada em cohomologia:

R Hk(A) _f> Hk(B) _g>Hk(0) i> Hk+1(A) ...

onde d* : H¥(C) — HF*1(A) é o chamado homomorfismo de conexdo. O
facto de que Im f = Ker g decorre, imediatamente, da definigdo de sucessao
exacta curta. Por outro lado, as igualdades Im g = Kerd* e Imd* = Ker f
decorrem da construcao de d*, que passamos a descrever.

Para a construgao de d* é bom ter o grande diagrama comutativo acima
presente. Seja ¢ € C¥ um cociclo: de = 0. Como as linhas sdo exactas,
existe b € C* tal que g(b) = c¢. Como o diagrama comuta, obtemos

g(db) = dg(b) =dec=0.
Mais uma vez, sendo as linhas exactas, existe um tnico a € AF*! tal que
f(a) = db. Note que:

f(da) = df(a) = d% = 0,

logo da = 0, i.e., a é um cociclo. Desta forma, a um cociclo ¢ € C* associ-
amos um cociclo a € A**1,

Esta associacio depende de escolha intermédia de b € C*. Se escolhermos
outro ' € C¥ tal que g(b') = ¢, entdo obtemos um novo a’ € A**1. No
entanto, observe que

g(b=b") =g(t') — g(b) =c—c=0,
logo existe a € A* tal que f(a) = b — b'. Assim, obtemos
f(da—a+ad)=df(a)— fla)+ f(a')=d(b—-0b)—db+dv = 0.
Como f é injectiva, concluimos que a — a’ = da. Isto mostra que escolhas
diferentes levam a elementos na mesma classe de cohomologia.

Por outro lado, esta associacao leva cobordos em cobordos. De facto, se
¢ € C* é um cobordo, i.e., ¢ = dc/, entao existe ¥ € C*~! tal que g(b') = ¢.
Temos que

g(b—db) =g(b) —dg(t)) =c—dc =0.
Logo, existe a’ € A tal que f(a') =b—dV, e:
fla—dd) = f(a) —df(a’) = db—db+ d% = 0.
Como f é injectiva, temos que a = da’ é um cobordo.
Assim, esta associacio determina um homomorfismo d* : H*(C') — H**+1(A)

que transforma [c] em [a]. Deixamos como exercicio verificar que, para esta
definicao, temos Im g = Kerd* e Imd* = ker f.

Demonstracao da Teorema. Pela observagao, basta ver que temos uma sucessao
exacta curta:

0—= QM) —=Q*U)dQ*(V)—=Q*(UNV)—0
Nesta sucessao, a primeira aplicacao é dada por:

W = (w’U7w’V)7
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enquanto que a segunda aplicagao é dada por:

(0,m) — Olurnv — nluav.

Como M = U UV, é claro que a primeira aplicacdo é injectiva. Por outro
lado, se (8,n) € Q*(U) @ Q°*(V) pertence ao nicleo da segunda aplicagao,
entao

9|Umv = 77|UmV-

Assim, podemos definir uma forma diferencial em M por:

0, sepeclU,
wp =
N sep€eV.

Logo, a imagem da primeira aplicagdo coincide com o nicleo da segunda
aplicagdo. Finalmente, seja £ € Q*(U N V). Podemos escolher uma partigao
da unidade {py, py } subordinada & cobertura {U, V'}. Entao pyw € Q*(U) e
prw € Q°(V) (note a troca de U e V!). Este para de formas é transformado
pela segunda aplicacao em:

(pvw, —prw) = pyw + prw = w.

Logo a segunda aplicagao é sobrejectiva, e concluimos que a sucessao curta
é exacta. 0

ExEmMPLO 17.11.
Como exemplo vamos calcular a cohomologia das esferas S para d > 2 (no
Exemplo 16.5, calculdmos H'(S) = R directamente, a partir da definicdo).
Seja N € S o polo norte e consideremos o conjunto aberto U = S — N.
A projeccio estereogrdfica my : U — R™1 ¢ um difeomorfismo, logo U €
contrdctil. Da mesma forma, se S € S ¢ o pélo sul, o conjunto aberto V =
S — 8 € contrdctil. Por outro lado, M = U NV e a interseccgo UNV €
difeomorfa (por qualquer das projecgoes estereogrdficas) a R¥~1 — 0. Como
vimos no Exemplo 17.8.2, R%~1 —0 tem o mesmo tipo de homotopia que S* 1.
Assim, temos todos os ingredientes para calcular a sucessdo de Mayer-
Vietoris para o par (U, V):
eSe k > 1, esta sucessdo fornece:

0®0 HFS1) = gR1(S?) — > 05 0 — - -

Assim, HFT1(ST) ~ HE(S971) e, por inducdo, concluimos que
Hk(Sd) ~ kal(Sdfl) ~ e~ Hl(Sdkarl).
e Por outro lado, como U, V e UNV sao conexos, os primeiros termos da
sucessao $ao:

0 R R®R R—% HY(S?) —=0——> -

Daqui vemos que (ver Ezercicio 5 desta sec¢io) dim H'(S?) = 0.
Assim, concluimos que:

R sek=0,d,
H*(S%) =
0  caso contrdrio.
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Um gerador de H(S?) ¢ dado pela restricio a S da forma diferencial w €
Q4URITY) definida por:
d+1 -
w= Z(—l)ixidxl Ao Adzi A Adad
i=1

De facto, esta forma nao € exacta: um cdlculo simples mostra que de w # 0.

Como vimos na licao anterior, a cohomologia com suporte compacto nao
é functorial para as aplicages diferencidveis. No entanto, ela é functorial
para as aplicagOes proprias e para as inclusoes. Estes factos fazem com que a
cohomologia com suporte compacto satisfaca a propriedades andlogas, mas
distintas, da cohomologia de de Rham.

Por exemplo, temos agora:

Proposicao 17.12. Seja M uma variedade diferencidvel. Entdo:
H(M xR) ~ HY(M).

Demonstracio. Basta considerar o caso M = R?. Note que, se 7 : R x R —
R? ¢ a projeccdo, entdo uma forma 7*w tem suporte ndo-compacto. Assim,
vamos construir antes aplicagoes de “push-forward”

7 s Q0THRY x R) — Q2(RY),
ex : QO(RY) — Q2R x R).
que sao homomorfismos de complexos e que sao inversas homotdpicas.

Para construir m,, observamos que toda a forma com suporte compacto
em R? x R é uma combinacio de formas do tipo

[z, t)(m"w),
f(z,t)dt A m*w,

onde w é uma forma diferencial em R? com suporte compacto, e f é uma
func¢ao com suporte compacto. A aplicacao mw, é dada por:

[z, t)(7"w) — 0,
+o0
flz, t)dt A mw — / f(z, t)dt w.

Por outro lado, para construir e, escolhemos uma forma 6 € Ql(R) com
Jg @ =1 e definimos:
ex: Ww— T wAe.
E imediato, destas defini¢oes, que m,o0e, =id, dm, = m,d e e,d = de,. Para
completar a demonstracao, basta ver que a composicao e, o, ¢ homotdpica

a aplicacao identidade. Deixamos como exercicio verificar que a aplicacao
h: QSR x R) — Q8~1(R? x R) dada por:

flx,t)(m"w) — 0,

flz, t)dt A m*w — /t fz,s)dsmw — </+Oof(m,t)dt /t e) T w,

— o — 0
é uma homotopia entre e, o m, e a identidade. O
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Assim, a cohomologia com suporte compacto ndo € invariante por homo-
topia. Por outro lado, o Lema de Poincaré tem de ser modificado da seguinte
forma:

Corolario 17.13 (Lema de Poincaré para suporte compacto).

R sek=d,
HE(RY) =
0 sek#d.

Para construir a sucessao de Mayer-Vietoris para suporte compacto, ob-
servamos que, se U,V C M sao abertos com U UV = M, as inclusoes
UV —->MUNV—UeUNV — V fornecem uma sucessiao exacta curta

0=— QM) =—QU)dR(V)=—Q*(UNV)=—0
onde a primeira aplicacao é:
(0,m) — 0 +n,
enquanto que a segunda aplicacao é dada por:
w (—w,w).

Obtemos, entao:

Teorema 17.14 (Sucessao de Mayer-Vietoris para suporte compacto). Seja
M uma variedade diferencidvel, U e V' abertos de M tais que M = U U V.
Eziste uma sucessdo exacta longa:

~—— HNM) ~—— HE(U) & HY(V) —— HE(UN V) <— HE (M) —
Os detalhes da demonstracao sao deixados como exercicio.
EXERcic10s.
1. Demonstre a Proposicao 17.4.
2. Mostre que um conjunto em estrela é contractil.

3. Seja ¢ : N — M uma subvariedade. Dizemos que r : M — N é uma
retracgao se r oi =idy. Dizemos que N é uma deformacao por retracgao
de M se existe um retraccao r : M — N tal que i o r é homotdpica a id ;.
Mostre que:

(a)Se N é uma deformagao por retracgao de M, entdo H*(N) ~ H*(M).

(b)Mostre que S? é um deformacao por retraccao de R? — 0.

(c)Mostre que T? é uma deformagao por retraccio de R — St

4. Mostre que o homomorfismo de conexao da sucessao exacta longa satisfaz
Img = Kerd* e Imd* = ker f.

5. Dada uma sucessao exacta de espacos vectoriais

0 CO Ck Cd 0

mostre que



6. Calcule a cohomologia de T? e de P2.

7. Complete a construgao da sucessao de Mayer-Vietoris para cohomologia com
suporte compacto, mostrando que:

0=— QM) =—QQU)dQ(V)=—Q*(UNV)=—0

é um sequéncia exacta curta de complexos.

8. Calcule a cohomologia com suporte compacto de R% — 0.

Li¢Ao 18. CALCULOS EM COHOMOLOGIA

Vimos na licao precedente que a sucessao de Mayer-Vietoris relaciona a co-
homologia da unido com a cohomologia dos factores. Esta sucessao, fornece
uma técnica de cdlculo de cohomologia por inducao, que é extremamente
versatil. Para aplicar esta técnica, necessitamos de cobrir M por abertos
cujas interseccoes sejam triviais em cohomologia.

Definigao 18.1. Dizemos que uma cobertura aberta {Uy} de uma variedade
diferencidvel M € uma boa cobertura se todas as intersecgoes finitas Ugy, N
«+ N Uy, sdo difeomorfas a R?. Uma variedade de tipo finito é uma
variedade diferencidvel que possui uma boa cobertura finita.

Proposicao 18.2. Toda a variedade diferencidvel M possui uma boa cober-
tura. Se M € compacta entdo possui uma boa cobertura finita.

Demonstracdo. Seja g uma métrica Riemanniana para M. Por um resultado
bem conhecido de geometria Riemanniana, para cada ponto p € M, podemos
escolher uma vizinhanga U, convexa (i.e., para quaisquer q,q" € U, existe
uma unica geodésica em U, que une ¢ a ¢’), tais que:

(i) cada U, é difeomorfa a R%, e

(ii) a intersecgao de duas vizinhangas convexas é convexa.

Segue-se que {Up}penr € uma boa cobertura de M. Por outro lado, se M é
compacta, entdo um nimero finito de vizinhancas convexas cobre M. O

Estamos, entao, em condigoes de aplicar a nossa técnica. Comegamos por
mostrar que a cohomologia nao é muito grande.
Teorema 18.3. Seja M wuma variedade de tipo finito. Os espagos de coho-
mologia H*(M) e HY(M) tém dimensdo finita.

Para a demonstracao, precisamos do seguinte resultado de algebra ho-
moldgica:
Lema 18.4 (Lema dos Cinco). Considere um diagrama comutativo de ho-
momorfismos de espacos vectoriais:

A 1 B f2 c f3 D fa >
Lol
Al f{ B/ fé C/ fé D/ fi E/

onde as linhas sdo exactas. Se o, 3, § e e sdo isomorfismos, entdo v também
€ um isomorfismo.
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A demonstracao (elementar) consiste em passear pelo diagrama e é deix-
ada como exercicio.

Demonstracdo. Para quaisquer dois abertos U e V, a sucessao de Mayer-
Vietoris:

= HYUNV) S BN U U V) —> HYNU) @ HY (V) —> -

mostra que:
H¥U UV) ~Kerr ®Imr ~Imd* @ Imr.

Assim, se as cohomologias de U, V, e U NV tém dimenséo finita, entao a
cohomologia de U UV também tem dimensao finita.

Mostremos, por induc¢ao no cardinal da cobertura, que as variedades com
uma boa cobertura finita, tem cohomologia de dimensao finita:

e Se M ¢é difeomorfa a R? o Lema de Poincaré mostra que M tem
cohomologia de dimensao finita.

e Suponhamos que todas as variedades com uma boa cobertura com
no maximo p abertos, tém cohomologia de dimensao finita. Seja M
uma variedade que admite uma boa cobertura {Uj,...,Up41} com
p + 1 elementos. Observe que os abertos:

Up+la
UyU---UU,p, e
(UlU"'UUp)mUpH = (UlmUp-H)U'”U(Umep—H)’

tém todos cohomologia de dimensao finita, pois todos possuem uma
boa cobertura com no maximo p abertos. Assim, a cohomologia de
M =U;U---UUpy também tem dimensao finita.

A demonstracao para a cohomologia com suporte compacto é andloga. [

O leitor deverd estar familiarizado com a férmula de Euler para poligonos
regulares. Como uma aplicacao simples deste resultado vamos generalizar
esta férmula a variedades compactas que admitem uma triangulacao®. A
nog¢ao de triangulagdo de uma variedade M, corresponde uma boa decom-
posicao de M em simplices regulares, como passamos a explicar.

Um simplice ¢ : A? — M diz-se reqular se possui uma extensio a um
difeomorfismo & : U — &(U) C M, onde U é uma vizinhanca de A?. Para
um simplice o : A® — M definimos anteriormente as suas faces de dimenséao
d — 1, que sao simplices o* : A1 — M. Tterando esta construcio, obtemos
a faces de dimensdo d — k, que sdo (d — k)-simplices o : A% — M.
Observe que as faces de um simplice regular, sdo simplices regulares.

Definicao 18.5. Uma triangulagao de uma variedade compacta M de
dimensao d, € uma colec¢ao finita {o;} de d-simplices regulares, que cobrem
M, e satisfazem a seguinte propriedade: se para dois simplices o; N oj # 0,
entao a intersec¢ao o; Noj; € uma face de ambos os simplices o; e 0.

8Na realidade, toda a variedade compacta admite uma triangulagdo, mas este é um
resultado dificil que estd para além do ambito destas ligoes.
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A figura seguinte ilustra a condicao de triangulagdo em dimensao 2 e 3:
Enquanto que nas duas figuras de cima a condigao verifica-se, nas figuras de

S K
V=g

baixo ela nao se verifica.

Como vimos acima, uma variedade compacta M tem cohomologia finita.
Para uma variedade M com cohomologia finita, chama-se caracteristica
de Euler ao inteiro x(M) definido por:

x(M) = dim H°(M) — dim H' (M) + - - - + (—1)% dim H(M).
Temos entao:
Teorema 18.6 (Férmula de Euler). Seja M uma variedade compacta de
dimensao d. Para toda a triangulacao de M :
(=) (M) =ro =71+ -+ (=1)%rg,
onde r; designa o numero de faces de dimensdo i na triangulacao.

Demonstragao. Fixemos uma triangulagdo {oi,09,...,0,,} de M. Para
cada k=0,1,2...,d — 1, defina-se os conjuntos abertos:

Vi, = M — {faces da triangulagao de dimensao k}.
Vamos mostrar que, para 0 < k < d — 1, temos:
(18.1) X(M) = x(Vi) + (=1)%(ro =1 + - + (=1)"ry).

Como
Td

Va1 = U int(aj),
j=1
e cada aberto int(o;) é contractil, vemos que H¥(V;_1) = 0, se k > 0. Assim:
X(le) = dlm HO(Vdfl) =Td.

A relagao (18.1) (com k = d —1) e este resultado, demonstram a férmula de
Euler.
Vamos comecar por verificar (18.1) para kK = 0. Para cada face de di-

mensao 0 escolhemos vizinhangas abertas Ug 1, ..., U, disjuntas e difeo-
morfas & bola Bf = {z € R?: ||z|| < 1}, e deﬁmmos o aberto:
Uy = U Ui-
=0
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Note que Vo U Uy = M. Como cada Up; ¢ contréctil, temos que

0, se k=0,
0, se k # 0.

Por outro lado, cada interseccao Vo N Up; possui uma deformacao por re-

dim H*(Uy) = {

traccao em S, logo

0, Sel{}:O,d—l,

. k .
dim H (VWUO)_{ 0, se k#£0,d— 1.

Estamos em condicoes de aplicar a sucessao de Mayer-Vietoris ao par (Ug, Vp).
Se d > 2, esta sucessao fornece a seguinte informacao:

(i) Os termos de mais baixo grau sao:
0 — H'(M) — H(Uy) ® H*(Vy) — H°(Up N V) —
— H'(M) — 0@ H'(Vj) —= 0
Daqui resulta que:
dim H°(M) — dim H°(Uy) — dim H°(Vp)+
+ dim H°(Uy N Vp) — dim H' (M) 4 dim H* (Vp) = 0.
Como o nimero de componentes conexas de M e Vj sdo iguais, temos que
dim H(M) = dim H°(Vp).

Por outro lado, o niimero de componentes conexas de Uy e V) N Uy também
sao iguais, logo concluimos da relacao acima que:

dim H' (M) = dim H*(Vp).
(i) Para 1 < k < d — 1, obtemos:

0—= H*M)—=0® H*(Vp) —=0

Logo:
dim H*(M) = dim H*(Vp).
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(iii) Os tltimos termos nao-nulos da sucessao sao:
0—=H" (M) —=0& H" (Vo) —= H*"(Up N Vo) —
— HYM) —= 0@ HY(Vy) —=0
Como dim Hd*I(UO N Vo) = ry, esta sucessao fornece:

dim H*Y(M) — dim H (V) + dim HE (V) — dim HY(M) = —r
0 0 d

Se d = 2, obtemos os mesmos resultados sem necessidade de dividir a
sucessao por trocos. Assim, concluimos que:

d
(M) = S7(~1)! dim H' (M)
=0

d
::2:(—Uﬂﬁmfﬁﬂﬁ)+(—1Wnyzxﬂ@)+(—mdm.
=0

O que demonstra (18.1) se k = 0.

Para demonstrar (18.1) no caso k = 1, procedemos da seguinte forma:
para cada face de dimensao 1, escolhemos vizinhangas abertas Uy 1,...,Uq

das (1-faces)-(0-faces), que sdo disjuntas e difeomorfas a (int A') x B&! e

T1
Uy = U
=0

definimos o aberto:

Temos que Vy = Uy U Vj. Vemos, agora, que Uy é a uniao de r; abertos
contracteis, enquanto que U; NV} possui o mesmo tipo de homotopia que
a unido disjunta de (d — 2)-esferas. De forma inteiramente andloga ao caso
k = 0, utilizando a sucessao de Mayer-Vietor, mostra-se que

x(Vo) = x(V1) + (=) 'r1.
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Em geral, para cada k, escolhemos vizinhancas abertas Uy 1, ..., Uy, das
{k-faces} — { (k—1)-faces}, que sdo disjuntas e difeomorfas a (int A*)x B,

e definimos o aberto:
Tk

Ur = | Ui
=0
Temos que V, = U, UV}, com Uy a uniao de r; abertos contracteis, enquanto
que Ug N Vi possui o mesmo tipo de homotopia que a unido disjunta de
(d — k — 1)-esferas. Utilizando a sucessao de Mayer-Vietor, verifica-se que

X(Vie1) = x (Vi) + (=) Py,
Isto mostra que (18.1) é valida. O

Como vimos num exercicio da Licao 16, o produto exterior induz um
produto ao nivel de cohomologia:

U: HE(M) x H(M) — H* (M), [w]Un] = [w A7)

Se n tem suporte compacto, entdo w A 1 também tem suporte compacto.
Logo, temos igualmente um produto:

U: HY(M) x H(M) — H* (M),

Pelo Teorema de Stokes, a integracao de formas diferenciais desce ao nivel
da cohomologia (tal como no caso do Teorema de de Rham). Assim, se M
é uma variedade orientada de dimensao d, temos uma forma bilinear

(182 HYOH)x HEHO) =R, (Wl — [ wan
M
Teorema 18.7 (Dualidade de Poincaré). Seja M uma variedade orientada
de tipo finito. A forma bilinear (18.2) € nao degenerada. Em particular:
H*(M) ~ HI* (0>
Demonstracdo. Observe que a forma bilinear induz sempre um homomor-
fismo H*(M) — H2=k(M)*. Se U e V sdo abertos, deixamos como exercicio

mostrar que as sucessoes de Mayer-Vietoris para 2°® e para {22, determinam
um diagrama de sucessoes exactas longas:

HHU UV) H*(U) @ HAV) HYUNV)

| | |

—— HIHU UV —— HEFU) @ HE (V) —= HIFUN V) —

que é comutativo a menos de sinais. Isto significa, por exemplo, que

/ w/\d*Hz:I:/ d*w A T.
unv Uuv

Aplicando o Lema dos Cinco a este diagrama, vemos que, se a dualidade
de Poincaré se verifica para U, V e U NV, entao também se verifica para
vuvV.

Seja entao M uma variedade com uma boa cobertura finita. Mostramos
a dualidade de Poincaré por indugao na cardinalidade da cobertura:
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e Se M ~ R% pelos Lemas de Poincaré, temos:

R sek=0, R se k=d,
HE(RY) = HE(R?) =
0 sek#0. 0 sek#d.

Daqui, segue-se que a forma bilinear é nao-degenerada.

e Suponha-se que a dualidade de Poincaré se verifica para coberturas
de cardinalidade menor ou igual a p. Seja M uma variedade que
admite uma boa cobertura {Uy,...,Upy1} com p+1 elementos. Ob-
serve que os abertos:

Up+la
ULU---UT,, e
(UlU"'UUp)ﬂUerl = (UlﬂUerl)U"'U(UpﬂUerl),

satisfazem a dualidade de Poincaré, pois todos possuem uma boa
cobertura com, no maximo, p abertos. Assim, a dualidade de Poincaré
verifica-se para M = Uy U--- U Upyy.

O

Para uma variedade compacta, temos que H.(M) = H(M). Logo, se M
é compacta e orientada, a dualidade de Poincaré afirma que:

H*(M) ~ HT* (M),
Um corolério imediato é:

Corolario 18.8. Se M ¢ uma variedade compacta orientada, de dimensao
impar entao:
x(M) = 0.

Observagao 18.9. A dualidade de Poincaré ainda é valida para variedades
sem boas coberturas finitas. No entanto, se a cohomologia nao tem dimensao
finita, é preciso ter um pouco de cuidado com a forma como se enuncia:
0 que se mostra é que, para qualquer variedade orientada M, é valido o
isomorfismo

k d—Fk *

HY(M) ~ (H;™"(M))"
A equivaléncia dual HS%(M) ~ HF¥(M)*, em geral, nio ¢é vélida. Isto
deve-se a que o dual de um produto directo é uma soma directa, mas o dual

de uma soma directa ndao é um produto directo. Um exemplo é dado nos
exercicios desta licao.

Por causa desta observacao, no corolario seguinte omitimos a hipdtese de
existéncia de uma boa cobertura finita.

Corolario 18.10. Seja M wuma variedade coneza, orientdvel, de dimensao
d. Entao

HY(M) ~R.
Em particular, se M € compacta, conexa e orientdvel, entdo Hd(M) ~ R.

Deixamos como exercicio verificar que, se M é uma variedade conexa, de
dimensdo d, ndo orientével, entdao H4(M) = 0.
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Vemos, pois, que uma variedade conexa é orientdavel sse H g(M ) = R.
Note-se, ainda, que uma escolha de uma orientacao u determina um gerador
de HY(M). De facto, nesse caso, integracio fornece uma escolha canénica
para o isomorfismo H4(M) ~ R:

HM) =R, ]~ [ o

Na realidade, este isomorfismo nao é mais do que dualidade de Poincaré,
pois sendo M conexa, HY(M) é o espaco as funcdes constantes em M. Fre-
quentemente, utilizamos a mesma letra p para representar a orientacao e a
classe u € HY(M) que corresponde & fungdo constante 1.

Assim, seja ® : M — N uma aplicagao diferenciavel entre duas variedades
compactas, conexas, orientadas, com dim M = dim N = d. Os isomorfismos
canénicos HY(M) ~ R e H(N) ~ R permitem representar a aplicacio
induzida

®*: HY(N) — HY(M)
por um numero real a que se chama o grau da aplicacdo. Por outras palavras:

Definicao 18.11. Seja ® : M — N wuma aplicagao propria entre duas
variedades conexas, orientadas, com dimM = dim N =d. O grau de & €
o unico niumero real deg ® que satisfaz:

/ @*wzdeg@/w,
M N

para toda a forma diferencial w € QI(N).

Se ppr e pun sdo as orientagoes de M e N, entdo o grau da aplicagao é

dado por:

D%y = (deg @)pnr,
onde, seguindo a convenc¢ao acima, ys e gy também representam os ger-
adores de H4(M) e HY(N) determinados pelas orientacdes.

No que se segue, por uma questao de simplicidade, vamos considerar
apenas variedades compactas. A generalizagdo destes resultados ao caso
nao compacto é deixada ao cuidado do leitor. O nosso principal objectivo é
dar uma caracterizacao geométrico do grau de uma aplicagao.

Comegamos com a seguinte proposicao:

Proposicao 18.12. Seja ® : M — N wuma aplicacdo diferencidvel entre
duas variedades compactas, conexas, orientadas, com dim M = dim N = d.
Se ® nado € sobrejectiva entao deg ® = 0.

Demonstragao. Seja gy € N — ®(M). Como ®(M) é fechado, gy possui uma
vizinhanga aberta U C N — ®(M). Seja w € Q¢(N) uma forma com suporte
em U e tal que [, w # 0. Entao:

0:/ @*w:degq)/w,
M N

logo deg @ = 0. U

A interpretacao geométrica para o grau de uma aplicacdo, a que aludimos
acima, é dada pela resultado seguinte. Ela mostra, por exemplo, que o grau
de uma aplicacdo é sempre um ndmero inteiro, um facto que nao é nada
6bvio da definigao de grau.
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Teorema 18.13. Seja ® : M — N wuma aplicacdo entre variedades com-
pactas, conexas, orientadas, de dimensao d. Seja ¢ € N um valor regular
de ®, e para cada p € ®~1(q) defina

1 sedp,®:T,M — T,N preserva orientacoes,
sgn, ¢ =
-1 sedpy®:T,M — TN troca orientagoes.
Entao®:
deg ® = Z sgn, P.
pE®~1(q)

Em particular, o grau é sempre um numero inteiro.

Demonstragdo. Seja ¢ um valor regular de ®. O conjunto ® ~!(q) é discreto,
e como M é compacto, tem de ser finito: ®~!(q) = {p1,...,pn}. Precisamos
do seguinte lema:

Lema 18.14. FExiste uma vizinhanga V de q e vizinhangas disjuntas Uy, ..., Uy,
de p1,...,pN tais que

N V)=U,U---UUy.
Sejam Oq,...,Opn vizinhancas disjuntas de p1,...,pn, ¢ W uma vizin-
hanca compacta de ¢q. O conjunto W’ C M definido por:
W =&Y (W)-(0,U---UOy),

é um conjunto compacto. Assim, ®(W’) é um conjunto fechado que nao
contém ¢q. Existe, pois, um aberto V.C W — ®(W') contendo ¢ e temos que
®~YV) C O1U---UOy. Se tomarmos U; = O; N®~1(V), vemos que o lema
é satisfeito.

Fixemos V e Uy,...,Un, como no lema. Como cada p; é regular, pode-
mos, ainda, assumir que V é um dominio de coordenadas (y!,... ,yd) em
N e que os U;’s sao dominios de coordenadas em M, tais que ®|y, é um
difeomorfismo.

Escolha-se w € Q4(N) da forma:

w= fdy' A--- Ady,
onde f > 0 é uma funcao com sup f C V. E claro que

sup®*w Cc Uy U---U Uy,

N
d*w = / d*w.
/M ZZ:; U;

Como @[y, é um difeomorfismo, a férmula de mudanca de varidvel fornece:

/@*w:i/w:i/w,
U; 1% N

9Se ®~'(q) é vazio entdo, por defini¢do, a soma vale zero.
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onde o sinal é positivo se ®|y, preserva as orientagdes e é negativo caso
contrario. Como ®|, preserva orientagoes se sgn,, ® > 0 e troca orientagoes
se sgn,, ¢ <0, concluimos que

N
d*w = sgn _<1>/ w,
/M ; N

o que demonstra o resultado. O

Note que os graus de aplicacbes homotopicas coincidem. Este facto pode
ser utilizado com grande eficicia, como ilustramos através de um exemplo.

ExEmPLO 18.15.
Consideremos a aplicagcdo antipodal ® : S* — S¢ dada por ®(p) = —p. Para
a orientacdo candnica de S definida pela forma

d+1 /\

w= Z(fl)izidzl Ao ANdxt A Ada? T

i=1
temos que ® preserva ou troca orientacdes dependendo se n € impar ou € par.
Como ®~1(q) contém apenas um ponto, concluimos que

deg® = (—1)41.

Isto também se seque directamente a partir da defini¢do, pois fsd w#0, e

/Sd P*w = (—1)%71 /Sd w.

Vejamos que isto implica que numa esfera de dimensdo par todo o campo
vectorial se anula nalgum ponto. De facto, se X € X(S??) é um campo vec-
torial que ndo se anula, entdo, para cada p € S*¢, existe uma tnica semi-
circunferéncia vy, que une p a —p e que tem vector tangente X(p). Assim, a
aplicagdo H : S*¢ x [0,1] — S?¢ dada por

H(p, t) = Vp(t)a
€ uma homotopia entre ® e a aplicacdo identidade. Concluimos que:
—1=deg® =degid =1,

uma contradi¢cdo.
Por outro lado, para a esfera S>*=1 C R??, o campo vectorial X definido
por:
X(z1,...,724) = (22, =21, ..., T2d, —T24-1),

€ um campo vectorial que ndo se anula.

Como aplicagao destes resultados, vamos estudar o indice de um zero de
um campo vectorial X numa variedade M. Comegamos com o caso de um
campo vectorial num aberto U C R? ie., uma aplicacio X : U — R¢,
e suponhamos que zg € U é um zero isolado de X. Existe € > 0 tal que
Be(x9) C U (abola fechada de raio ¢ centrada em z) nio contém outro zero
de X. Tomando Sgil, a esfera de raio € centrada em x(, temos a aplicacdo

de Gauss G : ST™1 — S9! que é definida por:



Definimos o indice de X em xy com sendo o grau da aplicagdo de Gauss:
ind,, X = degG,

onde em cada esfera tomamos a orientacao canénica. O leitor devera verificar
que esta definicao é independente de €.
O indice ¢ invariante por difeomorfismos:

Lema 18.16. Se X e X' sdo campos vectoriais em U,U' C R4 e ® : U — U’
é um difeomorfismo, tal que X é ®-relacionado com X'. Se xg € um zero
isolado de X, entdo

indy, X = indg(s) X'

Demonstra¢ao. Podemos assumir que ®(xg) = 29 = 0 e que U é convexo.
Suponhamos, primeiro, que ® preserva orientacoes. Entao, a aplicagao

%CID(ta:), se t >0,
H(t,z) =
d'(x), set=0.

¢ uma homotopia entre ®' e ®, por difeomorfismos que fixam a origem. Como
@’ é homotdpica a identidade, por difeomorfismos que fixam a origem, vemos
que existe uma homotopia, por difeomorfismos que fixam a origem, entre ®
e identidade. Assim, concluimos que as aplicacoes de Gauss de X e de X’
sao homotopicas. Logo, estas aplicagcdes possuem o mesmo grau.

Para o caso nao-orientavel, basta agora considerar o caso em que ® é uma
reflexao. Neste caso, os campos X e X’ estao relacionados por:

X' =doXod L.
As fungoes de Gauss de X e X’ satisfazem a mesma relagao:
G =doGod !,
e, portanto, os seus graus coincidem. ]

Assim, se M é uma variedade e X € X(M) é um campo vectorial, defini-
mos o indice de X num zero isolado pg € M, por:

indpo X = indo ¢*X’U7

onde (U, ¢) é um sistema de coordenadas centrado em pg. Pelo lema, esta
defini¢ao é independente do sistema de coordenadas utilizado. Veremos na
préoxima série de ligoes o Teorema de Poincaré-Hopf que afirma que se X
¢ um campo vectorial numa variedade compacta M, com um ntmero finito
de zeros {p1,...,pn}. Entao:

N

X(M) = ind,, X.

i=1
Por enquanto, limitamo-nos ao problema de calcular o indice de um campo
vectorial.

Para isso, seja X um campo vectorial numa variedade M e pg € M um

zero de X. A seccao zero Z C T'M e a fibra T),)M C TM intersectam-se
transversalmente em 0 € T}, M:

To(TM) =Ty, Z & Ty (Tpy M) ~ Tpo M & Ty M.
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Para esta decomposicao, o diferencial d,,, X : T,y M — To(T' M) tem primeira
componente a identidade, pois X é uma seccdo. A segunda componente
determina uma aplicacao 1,, M — T, M que vamos, também, designar por
dp,X. Um zero pg de um campo vectorial X diz-se nao-degenerado se a
aplicacao dp, X : Ty, M — T, M é nao-degenerada.

Proposigao 18.17. Seja pg € M um zero ndo-degenerado de um campo
vectorial X € X(M). Entdo py € um zero isolado e

+1,  se detdp,, X >0,
indy, X =

-1, se detd,, X <0.

Demonstracao. Nas condigoes da proposicao, se escolhermos coordenadas
locais (U, ¢) centradas em pg, o campo vectorial (¢).X |y tem como aplicagao
de Gauss G : S¢=! — S9! um difeomorfismo. Este difeomorfismo preserva
(troca) orientagoes sse det dp, X > 0 (respectivamente, < 0), logo o resultado
segue-se do Teorema 18.13. O

ExXEMPLO 18.18.
Em R3, com coordenadas (x,y,z), temos o campo vectorial

0 0
X=y——o—.
yax oy
Este campo vectorial ¢ tangente a esfera S* = {(x,y,2) : 2% + y? + 2% = 1}
e por isso define um campo vectorial em X € X(S?), que possui dois zeros: o

polo norte py e o pdlo sul pg.

A aplicagio ¢ : (x,y,z) — (x,y) é um sistema de coordenadas locais para
S? na vizinhanga de py (e também de ps), e temos que:

onde (u,v) sdo as coordenadas em R?. Como a aplicacdo (u,v) — (v, —u) tem
diferencial
0 1
RN

concluimos que py € ps sdo zeros nao-degenerados e que:

indy, X =ind,g X = 1.

Em casos simples, é ficil determinar o indice de um campo vectorial a
partir do seu retrato de fases, mesmo se os zeros sao degenerados. A figura
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seguinte ilustra alguns exemplos de campos vectoriais planares, com um zero
e os respectivos indices. O leitor deverd verificar que os graus das aplicagoes
de Gauss sao, de facto, os inteiros que constam na figuram.

= B

indp, X = -1 indp, X =0
indp, X =1 indp, X =2

EXERCICIOS.
1. Demonstre o Lema dos Cinco.

2. Calcule H*(M) e H¥(M) para as seguintes variedades:
(a)Banda de Mobius;
(b)Garrafa de Klein;

()M =T
(RESPOsTA: dim H*(T?) = ({).)
(d)M =P(C);

(RESPOSTA: dim H2*(P4(C)) = 1 se 2k < n, e 0 caso contrario.)

3. Seja M uma variedade conexa, de dimensao d, nao orientavel. Mostre que
H4(M) = 0, da seguinte forma:
(a)Mostre que basta ver que sio exactas as formas w € QZ¢(M) com supw C
U, onde U é um aberto difecomorfo a R<.
(b)Se w é como em (a), e [,;w =0, entao w é exacta.
(c)Se w é como em (a), mas [, w > 0, entdo w também é exacta.

SuGESTAO: Construa uma cadeia de abertos Uy, ..., Uy, com U; NU;11 # 0 e
U, = U = U, que sdo dominios de coordenadas ¢; : U; — R?, com ¢; o gb;_ll,
para i = 1,...,k — 1, positivos e ¢p_1 o qb,;l negativo. Construa, também,
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formas diferenciais w; = w,ws...,wy = —w de grau d com suporte supw; C U;
compacto, e que satisfazem

_ fUi Wi
- fUi Wi—1

Finalmente, mostre que existem formas de suporte compacto 7; tais que:

C; > 0.

w; = ciwi—1 + dn;,

e conclua que w é exacta.

4. Sejam Mi, M, ..., variedades de tipo finito de dimensao d, e considere a
uniao disjunta dos M;:

+oo
M= M.
=1

Mostre que:
(a)A cohomologia de M é o produto directo:

—+o0
H M) = [] #*(0);
=1
(b)A cohomologia de M com suporte compacto é a soma directa:
+oo
HE(M) = €D HE (M;);
i=1

Conclua que existe um isomorfismo:
H*(M) ~ (HI (M),
mas que H4F(M) nio é isomorfa H*(M)*.

5. Mostre que, na demonstracao da dualidade de Poincaré, o diagrama de
sucessoes exactas longas:

Hk(UUV) Hk(U)EBHk(V) Hk(UﬂV)
s HIHU U V)" —— HIHU)* @ HEH(V) —— HIHU A V) —
é comutativo a menos de sinais.

6. Considere as seguintes subdivisées do quadrado [0, 1] x [0, 1]:

(a)Verifique que apenas uma destas subdivisoes induz uma triangulacao do
toro T?;
(b)Calcule rg, r1 e ro para essa triangulagio.
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7. Sejam M e N variedades conexas de dimensao d. Seja M#N a soma conexa
de M e N, i.e., a variedade obtida por colagem de M com N ao longo do bordo
de abertos difeomorfos & bola {z € R? : ||z|| < 1}:

M N

M#N

Calcule a caracteristica de Euler de M#N em termos das caracteristicas de
Euler de M e de N.

8. Seja @ : M — N uma aplicacao diferencidvel entre duas variedades com-
pactas, conexas, orientdveis, com dim M = dim N = d. Mostre que deg® = 0,
se ® nao é sobrejectiva.

9. Identifique o plano M = R? com o corpo dos complexos C. Mostre que a

funcao polinomial z — z* define em R? um campo vectorial com um zero na
origem de indice k.
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PARTE 1IV. Fibrados

A nocao de fibrado tangente foi introduzida na primeira série de ligoes.

Vimos,

também, outros exemplos de fibrados, tais como o fibrado cotan-

gente, os fibrado exterior, etc. Até agora, utilizdmos este conceito de forma
informal e limitada. Acontece que muitos dos invariantes que podemos asso-
ciar a uma variedade estao intimamente relacionados com o fibrado tangente
e, mais geralmente, com fibrados sobre a variedade. E, pois, tempo de for-
malizar o conceito abstracto de fibrado e estudar de forma sistematica as
suas propriedades.

Os conceitos e ideias principais a reter nesta quarta série de licbes sao:

Na Licdo 19: A nocédo de fibrado vectorial, que abstrai algumas das
caracteristicas do fibrado tangente, e desempenha um papel fulcral
em geometria diferencial. As construcoes béasicas com fibrados vec-
toriais, tais como soma de fibrados, produtos tensoriais, produtos
exteriores, etc.

Na Licao 20: O pull-back de fibrados vectoriais e classificacao de
fibrados vectoriais, que mostra que todo o fibrado vectorial é o pull-
back de um fibrado vectorial universal.

Na Licao 21: O classe de Thom e a classe de Fuler, dois invariantes
topolégicos dos fibrados vectoriais. Para o caso do fibrado tangente,
a relacdo entre a classe de Euler e a caracteristica de Euler. O
Teorema de Poincaré-Hopf, que exprime a caracteristica de Euler
em termos de zeros de campos vectoriais.

Na Licao 22: As conexdes em fibrados vectoriais, que permitem
diferenciar secgoes do fibrado ao longo de campos vectoriais da base.
A curvatura de uma conexao, e a holonomia de uma conexao plana.
Na Licao 23: A teoria de Chern-Weil de classes caracteristicas de
fibrados vectoriais reais (classes de Pontrjagin) e complexos (classes
de Chern).

Na Licao 24: A nocao abstracta de fibrado, e as construgoes bésicas
com fibrados. Os fibrado principais e os seus fibrados associados.
Na Ligdo 25: A classificacdo de fibrados principais, conexoes em
fibrados principais e classes caracteristicas de fibrados principais.
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Li1¢AO 19. FIBRADOS VECTORIAIS

Um fibrado vectorial é uma coleccao { Ep }penr de espagos vectoriais parametriza-
dos por um espago M. A unido destes espago vectoriais é um espago F, e a
aplicagdo 7 : E — M, m(E,) = p deve satisfazer uma condicao local de triv-
ialidade. O leitor devera reconhecer todas estas caracteristicas no fibrado
tangente a uma variedade. Vamos, agora, formalizar este conceito.

E
/ —— p
~ 7[ T

p

Seja w : E — M uma aplicacao diferencidvel entre duas variedades difer-
encidveis. Uma carta trivializante (de dimensao r) para = é um par (U, ¢),
onde U C M é um aberto e ¢ : 71 (U) — U x R" é um difeomorfismo, tal
que o seguinte diagrama comuta:

7 1(U) ¢ U xR"
\ /
U

Neste diagrama, w1 : U x R" — U designa a projec¢ao no primeiro factor.
Seja E, = 7 !(p) a fibra sobre p € U. Definimos um difeomorfismo
¢P : B, — R" como sendo a composicao:

¢
¢p:Ep—>{p}er—>Rr,
Assim, se v € E),, temos que

o(v) = (p, #"(v)).
Observe que, como cada ¢? é um difeomorfismo, podemos utilizar ¢P para
transportar a estrutura de espaco vectorial de R" para FE,. Dadas duas
cartas trivializantes que se intersectam, vamos querer que as estruturas de
espago vectoriais induzidas em cada fibra coincidam. E isso que garante a
seguinte definigao:
145



Definicao 19.1. Uma estrutura de fibrado vectorial de rank r numa
variedade M é um terno & = (w,E, M), onde 7 : E — M € uma aplicagdo
diferencidvel, com uma colecgdo de cartas trivializantes C = {(Uq, ¢o) : v € A}
de dimensdo r, satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) {Uy : € A} € uma cobertura aberta de M: \Jycy Ua = M;

(i) As cartas sao compativeis: Para quaisquer o, € A e para todo o
p € UaNUp, as fungoes de transicdo go3(p) = gbg,o(gf)g)_l :R" - R"
sao isomorfismos lineares;

(i1i) A colec¢io C é mazimal: se (U,¢) é uma carta trivializante de di-
mensdo r com a propriedade de que para todo o o € A, as aplicacdes
P o (¢h)"1 e ¢h o (¢P)~! sdo isomorfismos lineares, entdo (U, ¢) € C.

Ao terno € = (m, E, M) chamamos um fibrado vectorial de rank r.

Dado um fibrado vectorial £ = (w, E, M), chamamos a E espago total,
a M espago base, e a m projecgao do fibrado £&. A uma coleccao de
cartas que satisfaz (i) e (ii) chamamos um atlas de fibrado vectorial
ou trivializacao de £&. Um atlas de fibrado vectorial define um fibrado
vectorial, pois todo o atlas esta contido num tnico atlas maximal. Como ja
observamos, por (ii), cada fibra E, possui uma estrutura de espaco vectorial
tal que, para toda a carta trivializante (U, ¢), a aplicacdo ¢P : E, — R" é
um isomorfismo linear.

Na definigao de fibrado vectorial, todas as aplicagoes sao C'*°. Da mesma
forma, podem-se definir fibrados vectoriais sobre variedades C*, variedades
complexas, espacos topoldgicos, etc. Por outro lado, podemos definir fi-
brados vectoriais complexos, substituindo R” por C". Salvo mencao em
contrario, consideramos sempre fibrados vectoriais reais C'*°.

Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial e U C M um conjunto aberto.

Uma aplicacao s : U — FE diz-se uma secgao sobre U se mo s é a identidade
em U. As seccOes sobre U formam um espago vectorial real que designaremos
por I'y(E). Se rank{ = r, uma colecgao si,..., s, de secgoes sobre U diz-se
um referencial em U se, para todo o p € U, as secgdes {s1(p),...,s(p)}
formam uma base para F,. No caso das seccoes globais de F, U = M e
escrevemos I'(E) em vez de I'y/(E).
Definigao 19.2. Sejam & = (71, E1, M1) e & = (mwo, B2, Ms) dois fibrados
vectoriats. Um morfismo de fibrados vectoriais é uma aplicacao difer-
encidvel ¥ : E1 — FEy que transforma fibras de & linearmente em fibras de
&, t.e., W cobre uma aplicacdo diferencidvel ¢ : M1 — Ms:

B —Y>E,
S
My v, M,
e, para cada p € My, a aplicagdo de fibras

WP =T, : (B1)p = (E2)y(p)
€ uma transformacao linear.
Desta forma, obtemos uma categoria de fibrados vectoriais. Muitas vezes,
estamos interessados em fibrados vectoriais sobre a mesma base, e em morfis-

mos sobre a identidade (i.e., a aplicagao ¢ : M — M é a identidade). Note
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que estes também formam uma categoria. Vamos dizer que dois fibrados
vectoriais & = (w1, Eq, My) e & = (mg, B2, Ms) sao:

e equivalentes se existirem morfismos ¥ : £ — & e W' @ & — &
que sdo inversos um do outro (i.e., um isomorfismo na categoria dos
fibrados vectoriais). Assim, ¥ cobre um difeomorfismo ¢ : M7 — Mo
e cada aplicacdo de fibras WP : (Ey), — (FE2)y(p) ¢ um isomorfismo
linear.

e isomorfos se M; = My = M e existirem morfismos ¥ : & — &
e U : & — &, que cobrem a identidade e que sdo inversos um
do outro (i.e., um isomorfismo na subcategoria dos fibrados com a
mesma base). Neste caso, U cobre a identidade ¢ =id; e cada
aplicagao de fibra ¥P : (E}), — (E2), é um isomorfismo linear.

ExXEMpPLOS 19.3.

1. Para wma variedade M, temos os fibrados vectoriais TM, T*M e N*(T*M).
As secgoes deste fibrados sao os campos vectoriais e as formas diferenciais, que
estuddmos anteriormente. Se W : M — N € uma aplicacdo diferencidvel, entdao
o seu diferencial AV : TM — TN € um morfismo de fibrados vectoriais (note,
no entanto, que as transpostas (d,®)*, em geral, ndo formam um morfismo de
fibrados wvectoriais).

2. Para qualquer variedade M chama-se fibrado vectorial trivial de rank r
sobre M ao fibrado vectorial ety = (m, M x R", M), onde 7 : M x R" — M
€ a projecgao no primeiro factor. Note que I'(ehy,) = C(M;R"). Em geral,
um fibrado vectorial £ sobre M de rank r diz-se trivial se € isomorfo a €.
Deizamos como exercicio verificar que um fibrado vectorial € trivial sse possui
um referencial global. Uma variedade paralelizdvel € uma variedade M para
a qual TM € um fibrado vectorial trivial. Por exemplo, qualquer grupo de Lie
G € paralelizdvel, mas a esfera S? ndo € paralelizdvel.

8. Uma distribuicao D, r-dimensional, numa variedade M, define um fibrado
vectorial sobre M de rank r. As fibras sao os subespagos D, C T,M. O leitor
deverd verificar a condi¢do de trivialidade local. Uma seccdo deste fibrado é
um campo vectorial tangente a distribuicdo.

4. A um fibrado vectorial com rank 1 chama-se um fibrado linha. Por exem-
plo, um campo vectorial nao nulo define um fibrado linha, que € sempre trivial
(porqué?). Mais geralmente, uma distribuicao de dimensdo 1 define um fibrado
linha que € trivial sse for a distribuicao € gerada por um campo vectorial global.

Um exemplo muito importante de fibrado linha é o sequinte fibrado vectorial
sobre o espaco projectivo P?. O espaco total é a variedade:

E = {(Jz],v) € P* x R4 . v = Az, para algum \ € R}.

A projecgio T : E — P? € a aplicagio 7([z],v) = [z]. Para verificar a trivial-
idade local, seja V C ST um aberto tal que se x € V entdo —x & V. Designe
por U = {[z] : x € V} C P? 0 aberto correspondente no espago projectivo. A
aplicacdao definida por:

V:UxR— 7 YU), (z],t) = ([x],tx), Yz € V.

é um difeomorfismo e a sua inversa ¢ = Y~ ! define um carta trivializante
sobre U. A familia de todas as cartas (U, @) deste tipo formam um atlas de
fibrado vectorial sobre P?. A este fibrado vectorial chama-se o fibrado linha
candnico sobre P? e designa-se por vé.
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Os fibrados vectoriais podem ser descritos pelas suas fungoes de transicao.
Seja £ = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank r. Se (Uy, ¢o) € (Uq, Pa)
sdo cartas trivializantes, designe por gog : Uy N Ug — GL(n) a fungao de
transicao

P 9ap(p) = o (¢h) .
Assim, temos que:
Qba o (@bﬁ)il(pav) = (pagaﬁ(p) : V)'

Estas aplicacoes satisfazem a condicao:

(19.1) 9a5(P)93+(P) = gory(P), (P € Ua NUgNU,).

Se a = (3 = v, esta condigao reduz-se a:

Joa(p) =1, (p€U,),

e quando v = « obtemos:

96a(P) = 9ap(P) ™", (p € Ua NUp).

Note que a familia {gg} depende da escolha de trivializacao. No entanto,
temos:

Lema 19.4. Sejam & e n fibrados vectoriais sobre M com trivializacoes
{pa} e {¢),}, subordinadas a mesma cobertura aberta de M. Sejam {gap}
e {gfﬁ} funcdes de transicao correspondentes. Se & é isomorfo a n, entao
existem aplicagées Ay, : Uy — GL(n) de classe C°, tais que:

(19.2) Iog (D) = Xa(D) - gap() - Az ' (0), (0 € Ua NUp).

Demonstracdo. Seja ¥ : & — 1 um isomorfismo. Para cada U,, definimos
aplicagoes A\, : U, — GL(r) de classe C*°, por:

Aa(p) = ¢ 0 Wo (gh) "
Se p € Uy N Ug, temos:

Gop(p) = @' 0 (¢5) 7"
= Aa(p) 0 05 0 (8) " o (As(p)) !
= Xa(p) © gas(p) 0 Aa(p) "
0

Seja M uma variedade. Chamamos coclico subordinado a uma cobertura
aberta {Uy}aca de M, a uma familia de aplicacoes g : Uy NUg — GL(r),
de classe O, que satisfazem a relagdo (19.1). Dois cociclos {gag} e {g,5}
subordinados & mesma cobertura dizem-se equivalentes se existir uma
familia de aplicagoes A\, : U, — GL(r) de classe C°, que satisfazem a
relagao (19.2).

Vimos acima que (i) uma trivializagdo de um fibrado vectorial fornece um
cociclo, e que (ii) duas trivializagoes de fibrados vectoriais isomorfos, subor-
dinadas & mesma cobertura, determinam cociclos equivalentes. O reciproco
também é verdadeiro:
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Proposigao 19.5. Seja M uma variedade. Dado um cociclo {gas}, subordi-
nado a uma cobertura {U,} de M, existe um fibrado vectorial £ = (mw, E, M),
que admite trivializagoes {¢o}, para as quais as fungoes de transi¢ao sao
{gap}. Dois cociclos {gap} € {9} equivalentes determinam fibrados vecto-
riais isomorfos.

Demonstragao. Dado um cociclo {gqs}, subordinado a uma cobertura {U,}
de M, construimos uma variedade £ como o quociente:

E=U<Uaer>/~

acA
onde ~ ¢ a relacao de equivaléncia definida por:

Pp=gq¢e
(p,v) ~ (g, W) sse
Ja,B€ A gog(p) - v =w.
A projeccao m: E — M ¢é a aplicagao dbvia:
m([p,v]) = p.

E f4cil de ver que as funcdes ¢, : 71 (Uy) — Uy x R dadas por:

gba([p,v]) = (p7 V)a

sao cartas trivializantes, e as respectivas fungoes de transicao sao precisa-
mente os {gog}. Designemos este fibrado vectorial por { = (m, E, M)

Seja {g,4} ¢ um cociclo equivalente a {gog} através de uma familia {Aq}.
Se construirmos o respectivo fibrado ¢ = (7, E', M), obtemos um isomor-
fismo de fibrados W : ¢ — ¢/, definindo ¥ em cada aberto 7—1(U,) por:

Y([p,v]) = [p; Aalp) - V).

Os detalhes sao deixados como exercicio. O

Existe um principio geral que afirma: toda a construcdo functorial com
espacos vectoriais pode ser transposta para fibrados vectoriais. Embora este
principio pode ser tornado preciso, em vez de prosseguir esta via abstracta,
vamos descrever explicitamente as construgoes mais importantes que en-
volvem fibrados vectoriais, e que correspondem a construgoes bem conheci-
das com espago vectoriais.

Antes de mais, todo o fibrado vectorial £ = (m, E, M) pode ser restrito a
uma subvariedade N C M. A restricao &y ¢ o fibrado vectorial com espago
total dado por:

En ={E,:pe N},
e cuja projeccao my : Eny — N é a restricao de m a En. A restricao é
um exemplo de um subfibrado vectorial: um fibrado vectorial n = (7, F, N)
diz-se um subfibrado vectorial de um fibrado vectorial £ = (7, E, M), se
F é uma subvariedade de F, e a inclusao F' — FE é um morfismo de fibrados
vectoriais.

Se ¥ : n — ¢ é um morfismo de fibrados vectoriais que cobre a identidade,
em geral, o seu nucleo e a sua imagem nao sdo subfibrados vectoriais. Para
evitar este problema, consideramos morfismos de fibrados vectoriais ¥ :
(m,E,M) — (1, F, M), que cobrem a identidade, e que tém rank constante
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k, i.e., todas as aplicagoes entre as fibras WP : F, — F,, possuem rank k.
Para um morfismo de rank constante podemos, entao, definir os seguintes
fibrados vectoriais sobre M:

e O ntcleo de ¥: ¢é o subfibrado vectorial Ker® C E cujo espaco
total é {ve E: ®(v)=0};
e A imagem de ¥: é o subfibrado vectorial Im® C F' cujo espago
total é {®(v) € F: v € E};
e O co-niicleo de V: é o fibrado vectorial coKer ® cujo espago total
é o quociente F'/ ~, onde ~ é a relagdo de equivaléncia dada por
W1 ~ Wy sse Wi — wg = ®(v), para algum v € E.
Note que se ¥ é um monomorfismo (i.e., cada WP é injectivo) ou se ¥ é um
epimorfismo (i.e., cada WP é sobrejectivo) entao tem rank constante. Logo o
nucleo, a imagem e co-niucleo de monomorfismos e epimorfismos sao fibrados
vectoriais. Os detalhes destas construgoes sao deixados como exercicio.

Os conceitos associados a sucessoes exactas extendem-se, facilmente, a
fibrados vectoriais e morfismos de rank constante. Por exemplo, numa
sucessao exacta curta de fibrados vectoriais:

0—>§&—>1—>f)—>0
® é um monomorfismo e ¥ é um epimorfismo. Temos, ainda, isomorfismos
& ~ KerV e 0 ~ coKer V. Neste caso, seguimos a terminologia usual,
dizendo que 6 ¢é o fibrado vectorial quociente do monomorfismo ®.

Um exemplo importante de fibrado quociente é obtido considerando um
subfibrado vectorial £ = (7, F, M) C n = (w, E, M). Neste caso, a inclusao
¢ um monomorfismo de fibrados vectoriais, logo podemos formar o seu quo-
ciente, que designamos por n/£. Note que as fibras de n/{ sdo os espagos
vectoriais quocientes E,/F),.

EXEMPLO 19.6.

Seja M uma variedade e N C M uma subvariedade. O fibrado tangente T'N
é um subfibrado vectorial de TyM. O fibrado quociente v(N) = TnM/TN
costuma-se chamar fibrado normal de N em M.

Mais geralmente seja D uma distribuicao involutiva de classe C*° numa
variedade M. Entao D determina uma folheacao F de M e um subfibrado
vectorial TF C TM. O fibrado quociente v(F) = TM/TF costuma-se chamar
fibrado normal de F em M. Se L € uma folha de F a restri¢ao de v(F) a
L é o fibrado normal v(L).

Sejam ¢ = (m, E,M) e n = (7, F, M) fibrados vectoriais sobre a mesma
variedade M. A soma de Whitney ou soma directa de £ e n é o fibrado
vectorial & @ 7 cujo espacgo total é dado por

EaF={(v,w)€e ExXF:n(v)=7(w)},
e cuja projeccao ¢ dada por:
E®F — M, (v,w) — 7w(v) =7(W).
Note que as fibras de £ @ n sao as somas directas £, @ F),. A condicao de
trivialidade local é facilmente verificada: se {¢,} e {14} sdo trivializagoes de

¢ e, subordinadas & mesma cobertura, a que correspondem cociclos {ga3} €
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{hag}, entao obtemos uma trivializagao de £ ®n dada por {(¢a X Va)|Eer},
e a que corresponde um cociclo com fungoes de transicao

0
M@W:P?%A'

De forma andloga, podemos definir:

e O produto tensorial ¢ ® n: as fibras sa@o os produtos tensoriais
E, ® F), e as funcoes de transicao sao gng ® hag.

e O fibrado vectorial dual £*: as fibras sdo os espagos vectoriais du-
ais E]’; e as funcoes de transicao sao as inversas transpostas (g(’;ﬁ)_l.

e Os produtos exteriores AF¢: as fibras sao os produtos exteriores
/\kEp e as funcoes de transicao sao os produtos gag A -+ A gag-

e O fibrados Hom(¢,n): as fibras sao os espacos de homomorfis-
mos Hom(E,, F,;). Deixamos como exercicio calcular as fungoes de
transigao e verificar que existe um isomorfismo natural Hom(§, n) ~

£ @mn.

Seja & = (w, E, M) um fibrado vectorial de rank r. Vamos dizer que &
é um fibrado vectorial orientavel se o produto exterior A*¢ possui uma
seccao que nao se anula. Note que esta seccao corresponde a escolher uma
orientagao em cada espago vectorial E,. Se {gog} ¢ um cociclo definido
por uma trivializagdo {¢,} de £, deixamos como exercicio verificar que &
. C . . . , ) ~
¢é orientavel sse existir um cociclo equivalente {gaﬁ} em que as funcgoes de
transigao tomam valores em GL™(r), o grupo das matrizes invertiveis r x r
com determinante positivo:

9op : Ua NUg — GL™(r) C GL(r).

No caso em que £ = T'M, esta nocao corresponde & nogao de orientagao
de M que estudamos anteriormente. As possiveis orientacoes de &, £ e M
estao relacionadas da seguinte forma.

Lema 19.7. Se & = (m, E, M) € um fibrado vectorial orientdvel e M é uma
variedade orientdvel, entao E é uma variedade orientdvel.

A demonstracdo é deixada como exercicio.

Uma estrutura Riemanniana num fibrado vectorial {¢ = (7, E, M) é
uma escolha de um produto interno ( ,) : E, x E, — R em cada fibra, e
que varia suavemente, i.e., para quaisquer secgdes s1,s2 € I'(F) a fungao
p — (s1(p), s2(p)) é de classe C*°. Se {gas} é um cociclo definido por uma
trivializacao {¢,} de £, deixamos como exercicio verificar que £ possui uma
estrutura Riemanniana sse existir um cociclo equivalente {gfw} em que as
fungoes de transi¢ao tomam valores no grupo ortogonal O(r):

9o : Ua NUg — O(r) C GL(r).
Como GL(r) admite a decomposigao polar

GL(r) = O(r) x {matrizes simétricas definidas positivas},
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vemos que € sempre possivel encontrar um cociclo equivalente com valores
em O(r). Assim, qualquer fibrado vectorial admite uma estrutura Riemanni-
ana. Também podemos utilizar particoes da unidade para obter uma demon-
stracao alternativa deste facto.

Se £ = (m, E, M) é um fibrado vectorial e ( , ) é uma estrutura Rieman-
niana em £, entdo para qualquer subfibrado vectorial n = (7, F, N) podemos
definir o fibrado vectorial ortogonal i sobre N como sendo o subfibrado
vectorial de ¢ com espaco total F-, onde

Fpl ={vek,: (v,w)=0,Vw e F,}.
No caso em M = N, temos que:
E=non.

Neste caso, - ~ £/n, pois a projeccio natural & — & /7 restrita a n' fornece
um isomorfismo.

ExXERcicIOS.
1. Mostre que um fibrado vectorial é trivial sse possui um referencial global.

2. Seja G-(R?) a variedade Grassmanniana dos r-planos de R?. Considere a
variedade E C G,.(R%) x R definida por:

E ={(S,z): S é um subespaco de R? ¢ x € S},
e aplicagao diferencidvel 7 : E — G,(R%) dada por:
(S, x) = S.

Mostre que v, = (m, E,G,-(R%)) é um fibrado vectorial de rank k. A este
fibrado chama-se fibrado canénico sobre G,.(R?).

3. Complete os detalhes da demonstragao da Proposicao 19.5.

4. Seja ¥ : n — £ um morfismo de fibrados vectoriais que cobre a identidade.
Mostre que o nicleo e a imagem de ¥ sao subfibrados vectoriais se o rank das
aplicacoes lineares WP é constante. Dé contra-exemplos quando o rank nao é
constante.

5. Considere uma sucessao exacta curta de fibrados vectoriais

0 ¢ n—Ls9 0

Mostre que esta sucessao exacta curta cinde-se, i.e., existe um monomorfismo
de fibrados vectoriais ® : § — 1 tal que ¥ o ® =idy.

6. Dados dois fibrados vectoriais § = (7, E, M) e n = (r, F, M), mostre que
existe um fibrado vectorial Hom(&, n) cujas fibras sdo os espagos de homomor-
fismos Hom(FE,, F). Calcule as fungoes de transi¢dio Hom(&, ) em termos das
fungoes de transicao de £ e n e verifique que existe um isomorfismo natural

Hom(&,n) ~ &£ @n.

7. Se £ = (m, E, M) é um fibrado vectorial orientdvel e M é uma variedade
orientavel, mostre que E é uma variedade orientavel.
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8. Seja ¢ = (m, E, M) uma fibrado vectorial. Mostre que existe um isomorfismo
de fibrados vectoriais

T]\JEZ&EBTM,

que é natural: se ¥ : (7, E,M) — (7, F, N) é um morfismo de fibrados que
cobre a aplicagao ¥ : M — N, entao o seguinte diagrama comuta:

TyE —Y o TyF

”l lN

9. Seja & um fibrado vectorial e {gog} um cociclo definido por uma trivializagao
{da} de £ Mostre que as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(a)¢ é orientdvel;
(b)Existe um cociclo equivalente a {gog} em que as funges de transigéo
tomam valores em GL™(r);
(c)Existe um cociclo equivalente a {gng} em que as fungées de transigao
tomam valores em SO(r).

L1¢AO 20. PULL-BACKS E A CLASSIFICAGAO DE FIBRADOS VECTORIAIS

Vamos, agora, estudar propriedades globais de fibrados vectoriais. Uma
construcao que desempenha um papel crucial neste estudo é o pull-back de
fibrados vectoriais por aplicagoes diferenciaveis, que passamos a descrever.

Seja v : M — N uma aplicacdo diferencidvel e £ = (7, E, N) um fibrado
vectorial sobre N de rank r. O pull-back de ¢ por ¢ é um fibrado vectorial
Y*¢ = (w,¢*E, M) de rank r, onde o espago total é dado por

P E={(p,v) € M x E:¢(p) = n(v)},

e a projeccao é definida por:
7:Y*E — N, (p,v) — p.

Observe que a fibra de 1)*¢ sobre p é isomorfa a fibra de £ sobre ¢ (p). Por
outras palavras, o pull-back de £ por ¥ é um fibrado vectorial em que a fibra
sobre cada ponto da pré-imagem 1 ~!(g) é uma cépia da fibra de ¢ sobre gq.

Para verificar a trivialidade local de *¢, seja {¢, } uma trivializacdo para
¢, subordinada a uma cobertura {U,} de N. Obtemos uma trivializagao
{¢a} para ¥*¢, subordinada & cobertura {¢y~1(U,)} de N, definindo

P ﬁ_l(w_l(Ua)) - w_l(Ua) x R
(p,v) — (p, 0¥ P (v)).

Se {gap} € o cociclo de £ definido pela trivializacao {¢}, entdo o cociclo de
*¢ definido pela trivializacao {(;Aga} é {¢*gap} = {gap 0 ¥}
Note que a aplicagao ¥ : ¢*¢ — ¢ dada por (p,v) — v é um morfismo
de fibrados vectoriais que cobre . Assim, vemos que o pull-back permite
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completar o seguinte diagrama num morfismo de fibrados vectoriais:

Por outro lado, temos a seguinte propriedade universal que caracteriza o
pull-back. A demonstragao é deixada como exercicio.

Proposicao 20.1. Seja v : M — N uma aplicagdo diferencidvel, n =
(r,F,M) e & = (m, E,N) fibrados vectoriais e ® : n — £ € um morfismo de
fibrados vectoriais que cobre v. Entao existe um dnico morfismo de fibrados
d . n — P*¢, que cobre a identidade, e que torna o diagrama comutativo:

LW

N

Temos ainda que ® é um isomorfismo sse ®P : Fy — Eyp) € um isomor-
fismo, para todo o p € M.

Sejam £ = (m, E,N) e n = (1, F,N) fibrados vectoriais sobre N, e seja
® : £ — n um morfismo de fibrados vectoriais, que cobre a identidade. Se

¥ : M — N é uma aplicacao diferenciavel, entao temos um morfismo de
fibrados vectoriais ¥*(®) : 1*¢ — ¥*n, definido por:

P (@)(p, v) = (p, ®(v)).
E claro que este morfismo torna o seguinte diagrama comutativo:

W E P (®) a

N\

Proposicao 20.2. Seja v : M — N wma aplicagdo diferencidvel. Entao:
(1) O pull-back do fibrado trivial € o fibrado trivial: *(e}y) = €'y
(ii)) Se ¢ : Q — M € uma aplicagio diferencidvel, entao (¢ o ¢)*§ =
¢*(V*€), para qualquer fibrado vectorial & sobre N.
(iii) O pull-back do morfismo identidade € a identidade: V*(ide) = idy»¢.
(iv) Se ®: & —neW:n— 0 sio morfismos de fibrados vectoriais sobre a
identidade, entao ¢*(V o ®) = ¢*(¥) o ¢*(P).
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Assim, fixadas variedades diferencidveis M e N, e uma aplicacao difer-
enciavel ¢ : M — N, temos:

e O pull-back define um functor covariante da categoria dos fibrados
vectoriais sobre N na categoria dos fibrados vectoriais sobre M.

Por outro lado, seja Vect, (M) o conjunto das classes de isomorfismo de
fibrados vectoriais de rank r sobre uma variedade M. E um conjunto com
um ponto distinguido: a classe dos fibrados triviais. Dada uma aplicagao
diferencidvel ¢ : M — N, a aplicagao ¥* : Vect,.(IN) — Vect,(M) preserva
o ponto distinguido. Assim, também temos:

e O pull-back define um functor contravariante da categoria das var-
iedades diferenciaveis na categoria dos conjuntos com um ponto dis-
tinguido.

Uma propriedade fundamental do pull-back de fibrados vectoriais é a seguinte:

Teorema 20.3 (Invaridncia por homotopia). Se ¢ e ¢ : M — N sao apli-
cagdes homotdpicas e & € um fibrado vectorial sobre N, entdo os pull-backs
Y*€ e ¢*E sao fibrados vectoriais isomorfos.

Demonstracdo. A demonstracdo que apresentamos é véalida na categoria CY.
Seja H : M x [0,1] — N um homotopia entre ¢ e 1. Temos que:

¢*§ = Hy& = H €| oy
Y= Hi§ = H"¢|pxqy

Assim, basta verificar que, para todo o fibrado vectorial n sobre M x [0, 1],
as restricoes 1|arx 0} € N arx{1} sdo isomorfas.

Vejamos que, para todo o fibrado vectorial n = (7, E, M x [0,1]), existe
um morfismo de fibrados vectoriais A : 7 — 1, que cobre a aplicagao

§: M x[0,1] —» M x[0,1], (p,t) — (t,1),

e tal que as aplicacoes das fibras sao isomorfismos. Daqui resulta, imedi-
atamente, que 77|Mx{0} e 77|Mx{1} sdo isomorfos. Para construir A, vamos
precisar do seguinte lema cuja demonstracao é deixada como exercicio:

Lema 20.4. Seja n um fibrado vectorial sobre M x [0,1]. Eziste uma cober-
tura aberta {Us}aca de M tal que as restrigoes 1|y, x[o,1) @0 triviais.

Assim, seja {Uy}ren uma cobertura aberta de M, contavel, e tal que as
restrigoes 77’ka[0,1] sao triviais. Designamos as aplicagoes trivializantes por

Ok

Ely, x[0,1] i (U x [0,1]) x R"

Uk X [0, 1]
Seja, ainda, {p}reny um envelope da identidade subordinado & cobertura

{Uk }rkenn, i-e., uma colecgao de aplicagdes continuas py : M — R tais que
0<pr<1,suppr C Ui e, paratodoop e M,

max{pk(p) : k € N} = 1.
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Para obter um envelope da unidade, tomamos uma particao da unidade
{0k}, e definimos:

Or(p)
max{0(p) : k € N}
Para cada k € N, definimos morfismos Ay : n — n por:
(a) Ay cobre a aplicagao o : M x [0,1] — M x [0, 1] dada por:
S(p,t) = (p, max(pk(p), t)).
(b) Em 7= YUy x [0,1]), A é definida por:
Ak(¢y, " (p,t,v)) = ¢y, (0, max(pr(p), 1)),

e Ay é a identidade no complementar de 7~ (Uj, x [0,1]).

pr(p) =

Finalmente, definimos A por:
A=---0Apo---0A;.

Como cada p € M possui uma vizinhanga que intersecta, apenas, um nimero
finito de abertos Uy, obtemos um morfismo de fibrados A : 5 — n que,
localmente, é a composicao de isomorfismos de fibrados (de classe C). Logo
A é um isomorfismo (de classe C°) que cobre § : M x [0,1] — M x [0,1](19).

O

Corolario 20.5. Um fibrado vectorial sobre uma variedade contrdctil € triv-
tal.

Demonstracao. Seja& = (m, E, M) um fibrado vectorial e tomemos aplica¢oes
M — {x}e¢:{x} - M tais que ¢ o 1) é homotdpica a aplicagao id ;.
Pelo teorema, temos que:

£~ (Y od)'&~ o (Y79
Como 9*¢ tem base um conjunto singular, é um fibrado vectorial trivial.
Logo, ¢*(¢*¢) é um fibrado vectorial trivial. O

Assim, o conjunto Vect, (M), formado pelas classes de isomorfismo de
fibrados vectoriais sobre M, é um conjunto singular, se M é uma variedade
contractil. E claro que, em geral, existem fibrados nao triviais. Por exemplo,
deixamos como exercicio verificar que Vect;(S') é um conjunto com dois
pontos. O problema de determinar o conjunto Vecty (M) pode ser reduzido
a um problema de teoria de homotopia, o que passamos a explicar.

Recordemos que v, designa o fibrado canénico sobre a variedade Grass-
manniana G, (R") (Exercicio 2, da Ligao anterior). O espago total de v], é:

E ={(S,z) : S é um subespago de R" e z € S},

e a projeccao na base é dada por w(S,x) = S. O fibrado canénico é um sub-
fibrado vectorial do fibrado trivial ¢, pn) = (71, Gr(R™) x R™, G,.(R™)). O

10pyde-se mostrar que um morfismo de classe C° | que cobre uma aplicacdo C'°, pode

ser aproximado por um isomorfismo de classe C°, que cobre a mesma aplicagdo. Por

outro, um morfismo suficientemente préximo de um isomorfismo é um isomorfismo, donde
o resultado também é verdadeiro no caso C'™
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fibrado quociente universal é o fibrado quociente definido pela sucessao
exacta curta de fibrados vectoriais:

O ’Y;LL_T 67GL’n7'r(Rn) - 77;’; - O

A razao para o adjectivo universal é justificado pela seguinte proposicao:

Proposicao 20.6. Seja M uma variedade diferencidvel e & um fibrado vec-
torial de rank v sobre M. Se & admite n sec¢oes globais si,...,sn, que
geram E,, para todo o p € M, entdo existe uma aplicacao diferencidvel

Y M — Gnr(R") tal que & = ¢ (ny,).

Demonstracao. Seja V' o espago vectorial de dimensao n com base {s1,..., s, }.
Como, para cada p € M, as secgoes geram a fibra I, temos uma aplicacao

linear sobrejectiva
av

V —p> Ep —(.
O ntcleo Kerav, desta aplicagao ¢ um subespago de V de codimensao 7.
Por outro lado, a fibra do fibrado quociente universal n] da Grassmanniana
Gp—r(V) é V/Kerav, ~ E,. Assim, se definirmos a aplicagao diferencidvel

i M — Gur(V), pr— Kerav,,

entao £ ~ *(n). E claro que podemos identificar V com R” e Gn—r(V)
com Gy, (R™). O

A uma aplicagao 1 : M — G,,—(R™), como na proposi¢ao, chama-se uma
aplicagao classificante para o fibrado vectorial £&. Um fibrado vectorial
sobre uma variedade de tipo finito, possui sempre um conjunto finito de
secgoes geradoras.

Lema 20.7. Seja M uma variedade que admite uma boa cobertura com k
abertos, e & um fibrado vectorial de rank r sobre M. Entao & admite n = rk
secgoes globais s1, ..., s, que geram E,, para todo o p € M.

A demonstracao deste lema é deixada como exercicio. Assim, para var-
iedades de tipo finito existem sempre aplicacoes de classificacao.
Designando por [M, N] o conjunto das classes de homotopia das aplicagoes
¢: M — N, temos:
Teorema 20.8 (Classificagao dos Fibrados Vectoriais). Seja M uma var-
tedade que admite uma boa cobertura com k abertos. Para todo o n > rk,
existe um correspondéncia biunivoca

Vect, (M) ~ [M,G,,—(R"™)].

Demonstragao. Se ¢,¢' : M — G,_.(R™) sdo duas aplicagoes classificantes
de um fibrado & sobre M, que correspondem a duas escolhas de secgoes

globais s1,...,8, € s],...,s,, entdo

¢'(p)=A-¢(p), VpeM,
onde A € GL(n) é independente de p. Seja ~(t) : [0,1] — GL(n) um
caminho com v(0) = I e (1) = A. Entao

ot(p) = () - 6(p), (p€ M),

define uma homotopia entre ¢ e ¢'. Note, ainda, que, se £ e n sao fibrados
vectoriais isomorfos, entdo temos uma correspondéncia biunivoca entre as
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secgoes de £ e as secgoes de 7). Logo, a classe de homotopia de uma aplicagao
classificante de £ é determinada pela classe de isomorfismo de . Assim,
temos uma aplicacao:

f: Vect, (M) — [M : Gp—-(R™)].

Por outro lado, pela invariancia por homotopia dos pull-backs, temos que
o pull-back do fibrado quociente universal, induz uma aplicacao

g:[M:Gur(R")] — Vect, (M), 1p — p™n;.
Estas aplicacoes sao inversas uma da outra. O

Este resultado reduz a classificacao dos fibrados vectoriais a uma questao
de homotopia. No exemplo seguinte, ilustramos com o caso das esferas. Este
exemplo, pressupoe alguma Teoria de Homotopia.

ExeEmpPLO 20.9.
Para uma espago topologico X, conexo por arcos, a homotopia livre e a ho-
motopia com um ponto base xq, estao relacionadas por:

(X, 2)/m (X, z) ~ [Sk,X],

onde o quociente corresponde & ac¢do natural de w1 (X, x) em (X, x). Assim,
Vemos que

Vect, (S*) = [§%, Grr (R™)] = 74(Grr (R™)) /71 (G (R™)),

para n suficientemente grande. Por outro lado, utilizando o facto de que a
Grassmanniana € o espago homogéneo:

Gn—r(R") = O(n)/(O(n — 1) x O(r)),

e que T (0(n)/O(n—r)) = 0, sen € suficientemente grande, a sucessio exacta
longa de homotopia mostra que Ti(Gp_r(R™)) = m,_1(0(r)), se n € suficien-
temente grande. Concluimos que:

Vect,(SF) = m_1(O(r)) /70 (O(r)) = 71 (O(r)) ) Zs.
Por exemplo, temos:
Vecty(S¥) = m_1(0(2))/Zo = 71 (SY) ) Zs,
se k> 2. Logo:
Vecto(S¥) = 0, se k > 3.

Se g € O(r), a acgdo de g em O(r) por conjugacio induz uma acgdo ao
nivel de homotopia:

ig : O(n) — O(n), ig(h) = ghg™ = (iy). : Tu(O(r)) — T (O(r).

Se g1 e gz pertencem & mesma componente conexa, entdo (ig )s = (igy)s-

Assim, obtemos uma acgao de mo(O(r)) = Zg em m—1(O(r we corresponde
) )

precisamente & acg¢do descrita acima. Se v € impar, entdo —I representa a

classe nao-trivial em mo(O,). Como a ac¢do por conjugagao por —I € trivial,

esta acgao € trivial, e concluimos que:

Vect,(S*) = m,_1(O(r)), ser ¢ tmpar.
Por ezemplo, temos:

Vects(S*) = m3(SO(3)) = m3(S?) = Z.
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Se a variedade nao é de tipo finito, ainda existe uma classificagdo de
fibrados vectoriais sobre M. Nesse caso, considera-se o espago:

o
R> = PRY,
d=0
que € o limite directo da sucessao de espacos vectoriais:

"'CRdCRd+1CRd+2C"'

Em R, consideramos os subespagos de codimensao r, que formam a Grass-
manniana G,(R*) = Go—(R*>), e que pode, também, ser vista como o
limite directo da sucessdo de Grassmannianas:

d d+1 d+2
o C Gy r(RY) C Gay1—»r (R C Ggpo (R C - -
A sucessao de fibrados quocientes universais sobre estas Grassmannianas:

“ Cng CNggr CMgyo C o

possui um limite directo 77, que é o fibrado quociente universal de rank r
sobre a Grassmanniana infinita G, (R>).

Mostra-se que um fibrado de rank r sobre uma variedade M ¢ isomorfo a
um pull-back ¥*n., para alguma aplicacao ¢ : M — GT(RC’O). Assim, para
qualquer variedade M, temos uma bijeccao:

Vect,. (M) ~ [M, G, (R*®)].
EXERCicCIOS.

1. Demonstre a Proposicao 20.1. Mostre, ainda, que a propriedade universal
dada por esta proposicao caracteriza o pull-back de espagos vectoriais a menos
de isomorfismo.

2. Verifique as propriedades béasicas do pull-back dadas pela Proposicao 20.2.

3. Seja & um fibrado vectorial sobre M x [0, 1]. Mostre que existe uma cobertura
aberta {Us}aeca de M tal que as restrigoes |y, x[0,1] s80 triviais.

SUGESTAO: Mostre que, se & é um fibrado vectorial sobre M X [a,c] que é
trivial quando restrito a M X [a,b] e a M x [b, ], para algum a < b < ¢, entdo
£ é um fibrado vectorial trivial.

4. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectoriale N C M uma subvariedade fechada.
Mostre que toda a seccao s : N — FE sobre N, admite uma extensao a uma
secgao § : U — E definida num aberto U D N.

5. Calcule Vect;(S*) (sem recorrer & classificagio dos fibrados vectoriais).

6. Seja M uma variedade que admite uma boa cobertura com k abertos, e £
um fibrado vectorial de rank r sobre M. Mostre que & admite n = rk secgoes
globais s1, ..., sy, que geram F,, para todo o p € M.

7. Calcule Vect,.(S?), Vect,.(S?) e Vect,(S?).

159



LigAo 21. A CLASSE DE THOM E A CLASSE DE EULER

Aquando do nosso estudo da invariancia por homotopia da cohomologia
de Rham, vimos que:
H*(M xR") ~ H*(M),
H}(M xR")~ H>"(M).
Este resultados podem ser interpretados como resultados que relacionam a

cohomologia do espago total do fibrado trivial com a cohomologia da base.
Mais geralmente, temos:

Proposicao 21.1. Seja £ = (m, E, M) um fibrado vectorial. Entdo:
H*(E) ~ H*(M).

Demonstracdo. Seja s : M — FE a seccdo zero. A sua imagem é uma de-
formacao por retraccao de F. Pela invaridncia por homotopia, obtemos que
s*: H*(F) — H*(M) é um isomorfismo. O

A proposicao correspondente para cohomologia com suporte compacto
nao é verdadeira, como mostra o exemplo seguinte.

ExXEMPLO 21.2.

Seja M = S' e consideremos o fibrado linha ndo-trivial m : E — S'. Uma
realizacao concreta para este fibrado, € dada pela banda de Méobius. Como E
¢ uma variedade de dimensdo 2, ndo-orientada, temos que H2(E) = 0. Por
outro lado, H>~1(S') = H'(S') ~R.

No entanto, quando E e M sao orientaveis, obtemos:

Proposicao 21.3. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank r, com
E e M orientdveis de tipo finito. Entao:

HX(E)~ H " (M).
Demonstracdo. Como FE e M sao orientaveis, de tipo finito, podemos utilizar
dualidade de Poincaré, obtendo:
H?(E) ~ H¥tr=*
~ Hd-i—r—o

(E) (por dualidade de Poincaré para E),

(M) (pela Proposigao 21.1),

~ H"(M) (por dualidade de Poincaré para M).

(]

Se M é uma variedade compacta, entao o espaco total de qualquer fibrado
vectorial sobre M é de tipo finito. Logo:

Coroldrio 21.4 (Dualidade de Thom). Seja & = (w, E, M) um fibrado vec-
torial orientdvel, de rank r, e M uma variedade compacta orientdvel. Entdao:

H*(E) ~ H*~"(M).

A aplicacdo que fornece o isomorfismo da dualidade de Thom é a inte-
gracdo ao longo das fibras m. : QN(E) — Q°*"(M). Para descrever T,
podemos cobrir M com sistemas de coordenadas trivializantes orientadas
(Uy, da), € em que cada U, é um dominio de coordenadas (z1,... ,xd) de
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M. Obtemos sistemas de coordenadas (z',...,z% t!,... t") para =1 (U,),
onde (t!,...,t") sdo coordenadas lineares nas fibras. Se w é uma forma
diferencial em F, entao w, = w\ﬂﬂ(Ua) é uma combinagao linear de formas
diferenciais de dois tipos:

flx, ) (7T*O) Adtt A --- Adt, com k < 7

fla, ) (T ) Adtt A~ Adt";
onde 6 é um forma diferencial em M e f(x,t) possui suporte compacto.
A aplicacao m, @ Q2(E) — Q°* " (M) é zero nas formas do primeiro tipo,
enquanto que nas formas do segundo tipo é dada por:

F@, )T O AdtE A Adt" — 0 [ fx,th, .. tT)dt - dt”
R"
Como dois sistemas de coordenadas nas fibras (t!,...,#") e (£!,...,1") estdo
relacionadas por um elemento de GL(r)*, obtemos mw, = m.wg, sempre
que U, NUg # 0.
A integracdo ao longo das fibras comuta com o diferencial: dm, = m,d.
Deixamos como exercicio verificar que ¢é vélida a férmula de projecgao:

(21.1) (T O Aw) = 0 A Tmaw,

para toda as formas 0 € Q*(M) e w € Q2 (E).

Observagao 21.5. Para fibrados vectoriais sobre variedades nao-compactas
também existe uma versao da dualidade de Thom. De facto, podemos
considerar formas com suporte compacto na direc¢ao vertical: o complexo
Q,(E) é definido por formas diferenciais w em E tais que supw N7 1(K) é
compacto para todo o conjunto compacto K C M. Assim, a restrigdo de w a
cada uma das fibras F, tem suporte compacto, e podemos definir integracao
ao longo das fibras. Assumindo E orientdvel, obtemos a dualidade de Thom:

H® (E)~ H*"(M).

Nestas notas, vamos considerar dualidade de Thom, apenas, no caso em que
M é compacto.

Se M é um variedade orientada, conexa, com d = dim M, com orientagao
p, vimos que existe um gerador canénico em p € HI(M): a classe p é
representada por qualquer forma w € Q4(M) tal que:

/wzl.
M

Note que p é a imagem de 1 pela dualidade de Poincaré HO(M) ~ HI(M).
A dualidade de Thom, por sua vez, fornece uma classe candnica em

HE(E).

Definicao 21.6. A classe de Thom de um fibrado vectorial orientado

¢ = (m, E,M) sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M € a

imagem de 1 pela a dualidade de Thom H°(M) ~ H'(E). Designamos esta

classe por U € H](E).

A classe de Thom permite-nos escrever o inverso da integracao ao longo
das fibras m, : H2(E) — H* "(M), que fornece a dualidade de Thom.
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De facto, como .U = 1, segue-se da férmula de projeccao (21.1), que a
aplicagao H*(M) — H2'"(E) que inverte 7., é dada por:

(m) "H([w]) = [T*w] U U

A proposicao seguinte fornece uma outra caracterizacao importante da classe
de Thom:

Teorema 21.7. A classe de Thom de um fibrado vectorial § = (7w, E, M),
orientado, sobre uma variedade compacta, orientada, conera, € a Unica
classe U € H](E) que se restringe em cada fibra E, ao gerador candnico de
H!(E,), i.e.,

/ *U=1, Vpe M,
EP

onde i : E, — E € a inclusao.

Demonstracao. Como m,U = 1, vemos que a restricao ¢*U a cada fibra E,
¢ uma forma de suporte compacto tal que fEc U = 1.
Reciprocamente, seja U’ € HJ(E) tal que a restricio i*U’ € H(Ep) é
o gerador candnico, para todo o p € M. Pela férmula de projeccao (21.1),
obtemos
T (T ONUY =0 AT U =0, V0e H*(M).

Assim, 6 — 7*0 AU’ inverte ,, logo a imagem de 1, que é U’, coincide com
a classe de Thom. O

Podemos utilizar a classe de Thom de um fibrado vectorial { = (m, E, M)
de rank r para determinar um elemento em H" (M), que é um invariante do
fibrado vectorial.

Definigao 21.8. Seja & = (w, E, M) um fibrado vectorial orientado de rank
r, sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M. A classe de Euler
de § € a classe x(§) € H" (M) definida por:

x(§) = s,
onde U € a classe de Thom de & e s: M — E € uma sec¢ao global de &.

Note que um fibrado vectorial possui sempre secgoes globais (por exemplo,
a seccao nula). Por outro lado, se sg,s1 : M — E s@o duas secgoes globais,
entdao H(p,t) = tsi1(p) + (1 — t)so(p) é uma homotopia entre sy e s1, logo
[s¢U] = [s1U], e a classe de Euler estd bem definida.

A proposicao seguinte fornece algumas propriedades elementares da classe
de Euler. Deixamos a demonstracao para os exercicios.

Proposicao 21.9. Seja & = (n,E, M) um fibrado vectorial orientado de
rank r sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M. Entao:

(i) Se ¥ : n — & € um morfismo de fibrados vectoriais de rank r, que
preserva orientacoes, e que cobre uma aplicagcao Y : N — M, entdo:
x(m) =¥ x(§)- )

(ii) Se & designa o fibrado £ com a orientagao oposta, entio x(§) = —x(&).

(i1i) Se o rank r € impar, entao x(§) = 0.
(iv) Se & = (7', E', M') € outro fibrado vectorial orientado de rank ' sobre
M, entdo x(§ ') = x(§) U x(£).
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A classe de Euler de um fibrado vectorial é uma obstrucao a existéncia
de secgoes globais que nao se anulam. De facto, temos:

Teorema 21.10. Seja & = (mw, E, M) um fibrado vectorial orientado de rank
r sobre uma variedade compacta, orientada, conexa M. Se & admite uma
secgdo que nao se anula, entdo x(§) = 0.

Demonstragao. Seja s : M — E uma secgao que nao se anula. Se w € Q7(E)
¢ uma forma diferencial de suporte compacto que representa a classe de
Thom, i.e., U = [w], entdo existe um ¢ € R tal que a imagem da seccdo cs
nao intersecta supw. Logo:

x(€) = (es)*U = [(cs)*w] = 0.
|

Deve-se observar, no entanto, que existem fibrados vectoriais £ com x(§) =
0, mas que nao possuem secgdes que nao se anulam.

A designacao classe de Fuler esta relacionada com o caso especial & =
TM. Recordando a nogao de indice de um zero isolado de um campo vec-
torial (ver Licao 18), temos:

Teorema 21.11. Seja M uma variedade compacta, orientada, conexa, de
dimensao d. FEntdo, para qualquer campo vectorial X € X(M) com um
ndmero finito de zeros {p1,...,pN}, temos:

N

X(TM) = (Z ind,, X> pe HY(M),

i=1
onde p € HY(M) € a classe definida pela orientacdo de M.

Demonstragdo. Seja w € Q4T M) é uma forma diferencial de suporte com-
pacto que representa a classe de Thom. Designando a soma dos indices por
o, precisamos de mostrar que:

/ X*w =o.
M

Escolhemos sistemas de coordenadas (U, ¢;) centrados em p;, e desig-
namos por B; os conjuntos:

B = ¢ ({x e R : ||z]] < 1}).

Observe que podemos supor que X, ¢ supw, para p ¢ Uf\il B;. Assim,
basta verificar que:

/ X*w =ind,, X.
B;
Deixamos a verificacdo desta identidade como um exercicio. O

Um corolédrio imediato do teorema é:

Corolario 21.12. Sejam X e Y campos vectoriais com um numero finito de
zeros, numa variedade compacta, orientada, conexa M. A soma dos indices
dos zeros de X € igual a soma dos indices dos zeros de Y .

Por esta altura altura (e como é sugerido pela notagao) o leitor j& deverd

desconfiar do seguinte resultado:
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Teorema 21.13 (Poincaré-Hopf). Seja M uma variedade compacta, orien-
tada, conexa. FEntdo, para qualquer campo vectorial X € X(M), com um

ndmero finito de zeros {p1,...,pN}, temos:
N
x(M) = Zind - X.
i=1

Demonstracao. Pelo corolario, basta mostrar que existe um campo vectorial
X em M, com um numero finito de zeros, para a qual a igualdade é satisfeita.
Para isso, fixamos uma triangulagéo {o1,...,0,,} de M, e construimos um
campo vectorial X com as seguintes propriedades:

(a) X possui um tnico zero p; em cada face da triangulagao.
(b) p; é ndo-degenerado e ind,, X = (—1)*, onde k é a dimenséo da face.
Assim, se r; é o nimero de faces de dimensao k, vemos que:

N
Zind X =ro—m +"'+(—1)d7“d.
1=1
Logo o resultado segue-se da férmula de Euler (Teorema 18.6). O campo

vectorial X pode ser descrito pelo seu espacgo de fases, restrito a cada face:

e Nas faces de dimensao 0, o campo vectorial X tem zeros.
e Numa face de dimensao 1, consideramos um zero no centro da face
e tomamos curvas que unem os zeros nos vértices a esse zero.

e Numa face de dimensao 2, tomamos um zero no seu centro e unimos
com heteroclinicas aos zeros das faces de dimensao 1:

Completamos o retrato de fase do campo vectorial na face de
dimensao 2, de forma que o zero no seu interior é um atractor:

/
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e Em geral, uma vez construido o retrato de fase nas faces de di-
mensao k — 1, construimos o retrato de fase numa face de dimensao
k, tomando o seu centro e unindo com heteroclinicas esse centro aos
zeros nas faces de dimensao k — 1. Completamos o retrato de fase
de forma que o novo zero é um atractor do campo vectorial restrito
a face de dimensao k.

Claramente, o campo construido desta forma tem zeros exactamente nos
centros da faces. Esses zeros sdo nao-degenerados. Para um zero p; na face
de dimensao k, a linearizacao do campo em p; é uma matriz real com k
valores préprios com parte real negativa (que correspondem as direc¢oes ao
longo da face) e n — k valores préprios com parte real positiva (que corre-
spondem as direcgoes transversais a faces). O determinante desta matriz
tem sinal (—1)*. Assim, para este zero, o fndice é ind,, X = (—1)*, donde o
campo X satisfaz (a) e (b). O

Observagao 21.14. Como observamos acima, existem fibrados vectoriais
com x(§) =0, e em que todas as seccoes se anulam. No entanto, no caso do
fibrado tangente, pode-se mostrar que x(T'M) (e, portanto, x(M)) é zero
sse existe um campo vectorial que nao se anula (Exercicio 6 desta ligao).

EXERCICIOS.

1. Seja & = (w, E, M) um fibrado vectorial orientdvel sobre uma variedade
compacta. Demonstre a férmula de projeccao:

T ("0 ANw) =0 Amw, (0€Q (M), we QE)).

2. Sejam Fy — M e FE5 — M fibrados vectoriais orientados sobre uma var-
iedade M compacta, orientada e conexa. Considere a soma de Whitney deste
fibrados vectoriais e as projecgoes:

E, ® B,
E1 E2
Mostre que as classes de Thom de Ey, Fs e E1 @ E5 estao relacionadas por:

* *
Ug,¢p, = m{Ug, ANm5UE,.

3. Sejam £ = (m, E, M) e £ = (7', E', M) fibrados vectoriais orientados sobre
uma variedade M compacta, orientada e conexa. Mostre que:
x(€® &) =x(&ux(&),

onde na soma £ @ £’ consideramos a soma directa das orientagoes.

4. Sejam & = (w, E, M) e n = (7, F, N) fibrados vectoriais de rank r orientados,
onde M e N sao variedades compactas, orientadas e conexas. Mostre que se
U :n — £ é um morfismo de fibrados, que preserva orientagoes, e que cobre
uma aplicagao ¥ : N — M, entao:
x(n) = ¢¥*x(§).

Utilize esta propriedade para mostrar que: -

(a)Se ¢ designa o fibrado & com a orientacao oposta, entdo x (&) = —x(&).

(b)Se rank £ é impar, entdo x(§) = 0.
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5. Complete a demonstracao do Teorema 21.11.

6. Seja M uma variedade compacta de dimensao d. Pode-se mostrar que:
(a)Se p1,...,pn € M entdo existe um aberto U C M, difeomorfo & bola
{z € R%: ||z]| < 1}, tal que py,...,p, € U.
(b)Se ¢ : ST~ — S9! possui grau zero, entdo é homotdpica & aplicacio
constante.
Utilize estes factos para demonstrar que, se x(M) = 0, entdo existe um campo
vectorial em M que nao se anula.

Li¢gAO 22. CONEXOES E CURVATURA

Em geral, ndo existe uma forma natural de diferenciar as sec¢oes de um
fibrado vectorial. A razao é que, em geral, ndo existe uma forma natural
de comparar as fibras sobre pontos diferentes da base. Assim, introduz-se
de forma axiomética uma derivada nas secgoes, a que se chama conexdo. A
definicao precisa é a seguinte:

e

Definicao 22.1. Uma conexao num fibrado vectorial § = (v, E, M) é
uma aplicacdo

V:X(M)xT'(E)—-T(FE), (X,s)— Vxs,

que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Vx,4x,8 = Vx,5+ Vx,s;
(ii) Vx(81 + 82) =Vxs1+ Vxss;
(iii) Vsz = fVXS;
(iv) Vx(fs) = fVxs+X(f)s.

As propriedades (iii) e (iv) mostram que uma conexao V é local. Assim,
V pode ser restrita a um aberto U C M, resultando num conexao em &|y.
Por outro lado, a aplicacdo X — Vyx é C°°(M)-linear, logo, para toda a
seccao s definida numa vizinhanca U de p € M e para v € T,M, podemos
definir

Vys = Vxs(p) € Ep,

onde X é qualquer campo vectorial definido numa vizinhanca de p e tal
que X, = v. Note, no entanto, que Vys depende dos valores de s numa
vizinhanga de p, e ndo apenas de s(p) (propriedade (iv) da definigao).

Seja U C M um aberto trivializante para . Entao podemos escolher uma
base {s1,...,s,} para as secgoes de &|y7, de forma que qualquer outra sec¢ao
¢ uma combinacao linear:

s= fis14+ -+ frsp.

para certas fungdes f; € C°(U). A conexao V fica determinada pelo sua
accao nestas seccoes, pois se X é um campo vectorial, entao pela propriedade
(iv), temos que:

Vxs = faVxsa+X(fi)sa-
a=1
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Por outro lado, se U é ainda um dominio de um sistema de coordenadas
(z1,...,2%) de M, entdo temos que:

T
Vlsa:ZF?asb, (i=1,...,d, a=1,...,7),
ozt
b=1

para certas fungoes I'?, s, € C*°(U). Estas fungdes chamam-se os simbolos
de Christoffel da conexao.

Uma outra forma de codificar a informacao local da conexao é através da
matriz r X r de 1-formas diferenciais em U definida por:

r
b _ b i
W, = g Ir;,dz".
i=1

A matriz w = [w?] chama-se a 1-forma da conexo.

EXEMPLO 22.2.

Recordemos que um fibrado & = (w, E, M) de rank r € trivial sse possui uma
base de secgoes globais {s1,...,$,}. Para cada escolha de uma base, podemos
definir uma conexdo em & por:

Vxsi=0, (a=1,...,7).

Esta conexao depende da escolha de base trivializante.

A coleccao das conexdes sobre um fibrado vectorial £ ndo possui uma
estrutura de espago vectorial. No entanto, se f € C°°(M) é uma funcao
diferenciavel e V1 e Vo sao conexoes, entao a combinacao linear

fV1+(1—f)V2,

ainda define uma conexao em &. Isto permite-nos mostrar a

Proposicao 22.3. Todo o fibrado vectorial & = (m,E, M) admite uma
CONETA0.

Demonstracao. Seja {U,} uma cobertura de M por abertos trivializantes.
Pelo exemplo acima, em cada U, podemos escolher uma conexao V®. Defini-
mos uma conexao V em M “colando” estas conexdes: se {p,} é uma partigdo
da unidade subordinada & cobertura {U,}, entao

V=) paV,

define uma conexao em ¢&. O

Deixamos como exercicio verificar que as construgoes com fibrados e as
conexoes estao relacionadas da seguinte forma:

Proposigao 22.4. Sejam & e & fibrados vectoriais sobre M, com conexdes
V e V'. Entdo os fibrados associados EBE’, € e NFE, possuem todos conexdes
induzidas por V e V'. Se 1 : N — M ¢é uma aplicacao diferencidvel, entao
Y*E possui uma conexao induzida por V.
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Se V é uma conexao num fibrado vectorial £ = (w, E, M), entao definimos
a curvatura de V como sendo a aplicacao R : X(M) x X(M) xT'(§) — I'(¢)
definida por:

(X,Y,s) = R(X,Y)s =Vx(Vys) = Vy(Vxs) = Vix,ys.

Um célculo simples mostra que R é C°°(M)-linear em todos os argumentos,
de forma que podemos pensar em R como uma aplicagao de fibrados (um
“tensor”) R: TM & TM & E — E.

A expressao local do tensor de curvatura num aberto trivializante U C M

para &, em termos de uma base de secgoes {si,...,s,} e de coordenadas
(z',..., 2%, é dada por:
o 0 b
(Bui> 9o % = Fisatt:

b

onde as componentes leasb podem ser expressas em termos dos simbolos

de Cristoffel I'?, por:

a

b
b _ Mja %  repb _pe b
ija ot Oxd ia’ jc jat ic:

Também podemos codificar a curvatura em termos de uma matriz de formas
diferenciais:
bo_ b i j
Q) = E Ry dx’ AN da/,
1<j

A matriz Q = [QP] chama-se a 2-forma de curvatura da conexdo. Deix-
amos como exercicio verificar que a 1-forma de conex@o e a 2-forma de
curvatura satisfazem a equagao de estrutura:

Qb :dwg—l—ZwS/\wg.
C

Esta equacao pode, também, ser escrita na forma matricial:
Q=dw+wAw.

Tomando a derivada exterior da equagao de estrutura obtemos:

Teorema 22.5 (Identidade de Bianchi). Para uma conexdo num fibrado
vectorial £, com 1-forma de conexdo w e 2-forma de curvatura ), € vdlida
a identidade:

dQ=QAw—-wAQ.

A fim de fornecer uma interpretacdo geométrica para a curvatura duma
conexao, vamos estudar o transporte paralelo ao longo de curvas em M.
Esta nocao exprime, de forma precisa, o facto de que uma conexao permite
comparar as fibras sobre pontos diferentes da base.

Seja, entao, £ = (w, E, M) um fibrado vectorial com uma conexao V. Se
¢ :[0,1] - M é uma curva diferencidvel, entao o fibrado ¢*¢ possui uma
conexao induzida, que designamos ainda por V. Uma seccao s do fibrado
¢*¢ nao é mais do que uma secgao de & ao longo de ¢, i.e., uma aplicagao
diferencidvel s : [0,1] — E tal que 7(s(t)) = c¢(t), para todo ¢t € [0,1]. A
derivada covariante de uma seccao ao longo da curva c é a secgao ao longo

de ¢ dada por:
Ds
Ft = V%S
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Assim, obtemos uma forma de diferenciar secgbes ao longo de uma curva c.
Dizemos que uma seccao s ao longo de uma curva ¢ é uma seccao paralela
se a sua derivada covariante é nula: %f =0.

Fixemos coordenadas locais (U, z!, ..., z%) e seccdes trivializantes {sq, ..., 5.}
sobre U. Se escrevermos a curva c(t) em coordenadas locais c!(t) = z%(c(t)),
entao a derivada covariante de uma seccao s(t) = > v%(t)sq(c(t)) ao longo
de ¢ tem componentes:

Ds\®  dv*(t de(t
<E> = dt( ) + d7(§ ) ale(t)(®t), (a=1,...,r).

a

Observagao 22.6. Observe que, mesmo para a curva constante c(t) = po,
a derivada covariante ao longo de ¢ ndo é nula! De facto, neste caso, uma
seccao ao longo de ¢ nao é mais do que uma curva f : [0,1] — T, M no
espaco tangente, e a derivada covariante é a derivada usual desta curva.

Recorrendo a resultados standard da teoria das equacoes diferenciais or-
dindrias, obtemos imediatamente:

Lema 22.7. Dada uma curva c: [0,1] — M e um vector na fibra vo € Eq),
existe uma unica seccdo s ao longo de ¢ que € paralela e tem condi¢ao inicial
s(0) = vg.

Nas condigoes do lema, dizemos que os vectores s(t) € E () sao obtidos
por transporte paralelo ao longo de c. Designamos por 7¢ : Eg) — E)
a operacao de transporte paralelo, definida por 7¢(vg) = s(t).

Proposigao 22.8. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial com uma conexao
V, ec:[0,1] = M wuma curva diferencidvel. Entao:

(i) O transporte paralelo ¢ : Eqy — E.4) ao longo de c € um isomorfismo
linear.
(ii) Se v = c'(0) € T,0)M ¢ o vector tangente a c, entdo:

N S
Vys = lim = (77 Vo) = Yeqo)) »
para qualquer sec¢ao s € T'(€).

Demonstracdo. Como a equacao diferencial que define o transporte paralelo
¢ linear, é claro que 7; ¢é linear. Por outro lado, 74 € invertivel, pois a sua
inversa é transporte paralelo ao longo da curva ¢ : [0,¢t] — M, percorrida em
sentido contrério. A demonstragao de (ii) é deixada como exercicio. g

Estamos agora prontos para dar uma interpretacao geométrica da cur-

vatura. Para isso, escolhemos uma imersao injectiva ¢ : [0,1] x [0,1] —
M (i.e., uma superficie parametrizada), e vamos designar por (z,y) os
parametros. Dada uma seccao s do fibrado ao longo de ¢, introduzimos
as seguintes derivadas:
Ds
Dx
. B—Z(m, y) derivada covariante ao longo da curva t — ¢(z,t) em t = y;
o % = gb*(%) e g—i = gb*(a%)

Temos entao:

° (z,y) derivada covariante ao longo da curva t — ¢(t,y) em t = x;
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Proposicao 22.9. Para uma seccao s de £ ao longo de uma superficie
parametrizada ¢ : [0,1] x [0,1] — M, a curvatura de uma conexao satisfaz:

D Ds D Ds _ 0¢ 0¢
DrDy  DyDr ' ow on
A demonstracdo é imediata calculando em coordenadas locais.
Uma conexao plana é uma conexao para a qual o tensor de curvatura é

identicamente nulo. Um corolario do resultado anterior, é a seguinte forma
canédnica local para conextes planas:

Coroldrio 22.10. Seja § = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank r com
uma conexao plana V. Para todo o p € M, existe uma base de sec¢des locais
{s1,...,8:} definidas numa vizinhanca U de p, tais que

Vxsi=0, VX eX(M).
Assim, |y € isomorfo ao fibrado trivial €7, com a conexdo plana candnica.

Demonstracdo. Seja U um vizinhanga trivializante difeomorfa a R”. Para
construir as secgoes {si,...,s,}, escolhemos uma base para E, e fazemos
transporte paralelo de cada elemento da base, ao longo das rectas que unem
q € U ap. Assecgoes que se obtém satisfazem a condigdo da proposi¢ao. [

O corolario anterior descreve as conexoes planas localmente. Para descr-
ever o que se passa com uma conexao plana globalmente, vamos introduzir
o conceito de holonomia. Seja, entdo, & = (m, E, M) um fibrado vectorial
de rank r com uma conexao V e fixemos um ponto na base pg € M. Para
cada curva ¢ : [0,1] — M fechada, com base em pgy (¢(0) = ¢(1) = pp) o
transporte paralelo ao longo de ¢(t) fornece um isomorfismo linear Hp,(c) =
71 : Bp, — Ep,. Podemos, ainda, estender esta definicao a curvas fechadas
seccionalmente C''. Deve ser claro que, se ¢; e ¢y designam curvas fechadas,
seccionalmente C, e ¢; - ¢p designa a sua concatenacio, entdo

Hp,(c1 - c2) = Hpy(c1) o H(ca).

Para conexoes planas temos a seguinte propriedade, que é um corolario do
resultado anterior:

Lema 22.11. Se ¢y e ¢1 sdo curvas homotdpicas com base em pg, entao
Hy, (CO) = Hp, (Cl)'

Assim, obtemos um homomorfismo H,, : m1(M,pg) — GL(E,,), a que
chamamos homomorfismo de holonomia da conexao plana V, com base
em pg. Note que se gg € M é outro ponto da mesma componente conexa
de M, entdao podemos escolher um caminho ¢ : [0,1] — M, que une pg a qo
(i.e., ¢(0) = po e ¢(1) = qo). Transporte paralelo ao longo de ¢(t) fornece
um isomorfismo 7 : E,, — Ey e:

Hy, =710 Hp, 0 L.
Logo, os homomorfismos de holonomia relativos a pontos na mesma com-
ponente conexa sao conjugados. Assim, no caso conexo, podemos ignorar o
ponto base e obtemos:

Teorema 22.12. Seja M uma variedade conexa. Se & = (m, E, M) é um

fibrado vectorial de rank r com uma conexdo plana V, entdo a holonomia de

V induz uma representagio H : m1(M) — GL(R") do grupo fundamental.
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Reciprocamente, toda a representacdo do grupo fundamental de M, define
um fibrado vectorial de rank r com uma conexdo plana V, cuja holonomia
induz a representac¢ado.

Demonstracdo. Ja vimos acima que um fibrado vectorial com uma conexao
plana, induz uma representacao do grupos fundamental. Reciprocamente,
seja H : m (M, pg) — GL(R") uma representagao do grupo fundamental, de
forma que temos uma acgao de w(M,pg) em R". Recordemos, também, que
o grupo 71(M,pg) actua no revestimento universal M por transformagoes
de deck. Se identificarmos M com o conjunto das classes de homotopia de
caminhos [c], com ponto inicial ¢(0) = pg, a accao de w1 (M,pg) em M ¢é
dada por concatenacao:

m1(M,po) x M — M, ([y],[c]) = [y .

Note que esta accao ¢ livre e propriamente descontinua, logo a ac¢ao diagonal
de m (M) em M x R também 6 livre e propriamente descontinua. Assim, o
espago quociente é uma variedade, que designamos por F. Para a aplicacao
m: B — M definida por:

7([[c], v]) = (1),
o triplo £ = (w, E, M) é um fibrado vectorial. A conexao candnica plana em

M x R" induz uma conexao em £ para a qual a holonomia com base em pg
é precisamente H : 71 (M,po) — GL(R"). O

O exemplo cldssico de uma conexao é a conexdo de Levi-Civita no fibrado
tangente de uma variedade Riemanniana. Vamos recordar de seguida a
construgao desta conexao. Comecamos com uma defini¢ao:

Definicao 22.13. Seja & um fibrado vectorial sobre M com uma métrica
Riemanniana ( , ). Uma conexao em & diz-se compativel com a métrica se

X((s1,82)) = (Vxs1,82) + (s1, Vxs2),
para todo o campo vectorial X € X(M) e todo o par de secgies s1,s2 € T'(£).

A proposicao seguinte fornece caracterizacoes alternativas para uma conexao
ser compativel com uma métrica Riemanniana.

Proposicao 22.14. Seja & = (n,E, M) um fibrado vectorial com uma
métrica Riemanniana ( , ). Para uma conexao V em &, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) V € compativel com a métrica.
(ii) O transporte paralelo T4 : Ec0) = Ecr) ao longo de qualquer curva c,
€ uma isometria.
(iii) Para toda a base de seccoes trivializante ortonormada, a 1-forma da

conexdo w = (W8] € uma matriz anti-simétrica.

Vejamos, agora, o caso do fibrado tangente & = T'M de uma variedade
M. Fixada uma conexao V em T'M, as nogoes que discutimos anteriormente
adquirem um significado ainda mais geométrico. Por exemplo, se M = R¢9,
entdo temos a conexao plana canénica V em TRY = R?xR%, que corresponde
a derivada direccional usual. Para esta conexao, um campo vectorial X (i.e.,
uma secgao de T'M) é paralelo ao longo de uma curva c(t) sse os vectores
Xe(t) sao paralelos no sentido usual.
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Ha, no entanto, varios conceitos que podemos associar a uma conexao no
fibrado tangente T'M e que ndo fazem sentido para conexoes em fibrados
vectoriais arbitrarios. Isto deve-se a que, neste caso, uma conexao permite
diferenciar campos vectoriais ao longo de campos vectoriais, o que torna a
situacao particularmente simétrica.

Por exemplo, para uma conexao V em T'M uma geodésica é uma curva
c(t) para a qual a derivada ¢(t) (que é um campo vectorial ao longo de ¢(t))
é paralela, i.e., satisfaz:

Déy =0

Dt( -
E f4cil de ver que, dado pg € M e v € Ty, M, existe uma tnica geodésica c(t)
tal que ¢(0) = pg e ¢(0) = v. Esta geodésica estd definida para 0 < t < ¢,
e escolhendo v suficientemente pequeno podemos assumir que € > 1. Nesse
caso, definimos:

exppo(v) = ¢(1).

Assim, obtemos uma aplicagao exponencial exp, : U — M, definida
numa vizinhanca U C T, M da origem.

Um outra nocao que sé faz sentido para conexées V em T'M é a nogao de
tor¢ao: ¢ a aplicagao T : X(M) x X(M) — X(M) definida por:

T(X,Y)=VxY -VyX —[X,Y].

Como T é C°°(M)-linear em ambos os argumentos, define um morfismo de
fibrados T : TM &TM — TM, e chamamos a T o tensor de torgao. Uma

conexao simétrica é uma conexao V com tensor de tor¢ao nula. A seguinte
proposicao fornece uma caracterizagao geométrica do tensor de torgao:

Proposicao 22.15. Para uma superficie parametrizada ¢ : [0,1] x [0,1] —
M, a tor¢do de uma conexdo V em TM satisfaz:
D o¢p D 0oy (ng ng)
Dz dy Dyox ox’ Oz’
Demonstracao. Imediata, calculando ambos os lados em coordenadas locais.
O
Finalmente, para uma variedade Riemanniana existe uma escolha natural
de conexao:
Proposicao 22.16. Seja (M,{ , )) uma variedade Riemanniana. FExiste
uma unica conexao em T M simétrica e compativel com a métrica.

Demonstragao. Sejam X,Y, Z € X(M) campos vectoriais em M. A condicao
de compatibilidade de V com a métrica, fornece:

X (Y, Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ),
Y (Z,X)=(VyvZ,X)+ (Z,VyX),
Z-(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X,VzY).
Somando as primeiras duas equagoes e subtraindo a terceira, obtemos:
X-Y,Z2)+Y - (Z,X)—-Z - (X,)Y)=2(VxY,Z)
— (X, [V, Z]) = (v, [2,X]) = (Z,[X,Y)),
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onde utilizdmos a simetria da conexao. Esta relacao mostra que as duas
condigoes determinam completamente a conexao pela férmula:

(VxY,Z) = L (X-(V,2) 4+ Y {2,X) 2+ (X,Y)

n % (X, [V, Z)) + (Y, [Z, X)) + (Z,[X,Y])) .

Por outro lado, ¢é facil verificar que esta férmula define uma conexao em
T M, simétrica e compativel com a métrica. O

A conexao da proposicao é conhecida como a conexao de Levi-Civita da
variedade Riemanniana. Define-se curvatura, geodésica, etc., da variedade
Riemanniana, como as nogoes correspondentes da conexao de Levi-Civita.
E claro que, nesta situagdo, a métrica fornece informacao adicional para
além da conexao. Por exemplo, o Corolério 22.10, no caso de uma variedade
Riemanniana, admite a seguinte versao mais fina:

Teorema 22.17. Seja (M, ( , )) uma variedade Riemanniana, com tensor
de curvatura nulo: R = 0. Para cada p € M, existe uma vizinhanca U que
¢ isométrica a R, com a métrica euclidiana.

Deixamos a demonstracao como exercicio.

EXERCICIOS.

1. Seja & um fibrado vectorial sobre M, com conexao V. Mostre que:
(a)Os fibrados associados £* e AF¢ possuem conexoes induzidas por V.
(b)Se v : N — M é uma aplicagao diferencidvel, entdao 1)*¢ possui uma
conexao induzida por V.
Determine as 1-formas de todas estas conexoes em termos da 1-forma da
conexao de V.

2. Sejam & e &' fibrados vectoriais sobre M, com conexoes V e V’. Mostre que
& @ ¢ possui uma conexao induzida por V e V. Determine a 1-forma desta
conexao em termos das 1-formas das conexoes de V e V'.

3. Para uma conexao num fibrado vectorial £, com 1-forma de conexao w e
2-forma de curvatura ), verifique a equagao de estrutura e a identidade de
Bianchi.

4. Seja £ = (w, E, M) um fibrado vectorial com uma conexao V. Para uma
curva diferencidvel ¢ : [0,1] — M, designe o transporte paralelo ao longo de ¢
por 7; : By — Ec). Mostre que se v = ¢/(0) € T,)M é o vector tangente a
¢, entao:
o1,
Vys = }51% n (77 Yoy — Ye(o)) »
para qualquer seccao s € I'(€).

5. Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie g. Mostre que existe
uma unica conexao V em T'G, que é invariante por translagoes a esquerda e
A direita, e pela inversdo g — ¢~ !. Mostre, ainda, que V satisfaz as seguintes
propriedades:

(a)Para todos os campos invariantes & esquerda X,Y € g:

1
VxY = S[X,Y].
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(b)A torcao de V é nula e a sua curvatura é dada por:

RIX,Y) Z = i[[X, Y], Z], VX,Y,Z € X(G).

(c)A exponencial de V na identidade exp, coincide com a exponencial exp :
g—G.
(d)O transporte paralelo ao longo da curva ¢(t) = exp(tX), X € g, é dado
por:
Tt(V) = dLexp(%X) . dReXp(%X) *V, Vv € TeG.

(e)As geodésicas sao as translagoes dos subgrupos a 1 pardmetro.

6. Seja £ um fibrado vectorial sobre M com uma métrica Riemanniana ( , ).
Mostre que & possui uma conexao compativel com a métrica.

7. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial com uma métrica Riemanniana
(, ). Para uma conexdo V em &, mostre que as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:
(a)V é compativel com a métrica.
(b)O transporte paralelo 7; : E,) — Ec(;) ao longo de qualquer curva c, é
uma isometria.
(c)Para toda a base ortonormada de secgoes trivializantes, a 1-forma da

conexdo w = [w?] é uma matriz anti-simétrica.

8. Seja (M, (, )) uma variedade Riemanniana, com tensor de curvatura nulo:
R = 0. Mostre que, para cada p € M, existe uma vizinhanca U isométrica a
R? com a métrica euclidiana.

Li¢AO 23. CLASSES CARACTERISTICAS

Nesta licao vamos estudar certas classes de cohomologia que se podem
associar a um fibrado vectorial. Estas classes sao invariantes das classes de
isomorfismo de fibrados vectoriais, e caracterizam certas propriedades dos
fibrados, a menos de isomorfismo.

Seja m : E — M um fibrado vectorial. Vamos considerar as formas
diferenciais com valores em F:

QO (M; E) = Q*(M) @ T(E).

Assim, QF(M; E) é o espaco das secgdes do fibrado vectorial AKT*M ® E.
Uma forma diferencial de grau k com valores em FE é, pois, uma aplicagao
k-multilinear alternada:

w:XM) X xX(M)—-T(E).

Em particular, Q°(M; E) é o espaco I'(E) formado pelas seccdes do fibrado
m:FE— M.

Uma conexao V no fibrado vectorial 7 : E — M determina um operador
dy : Q(M; E) — QY(M; E), através da férmula:

(dys)(X) = Vxs.
A aplicacdo dy é R-linear e satisfaz:

dv(fs) = df ® s+ fdvs.
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Reciprocamente, todo a aplicacio Q°(M; E) — QY(M; E), que é R-linear
e satisfaz esta propriedade, define uma conexao. Esta é, pois, uma forma
diferente de pensar nas conexoes em FE.

Deixamos como exercicio verificar que o operador dy extende-se, de forma
Unica, a formas diferenciais com valores em E de qualquer grau:
Proposicao 23.1. Eziste um tinico operador dy : Q*(M; E) — Q*TY(M; E)
que € R-linear e satisfaz a identidade de Leibniz:

dy(w®s) =dy(w) ® s+ (=1)%*“w Ady(s), Ywe Q*(M),se(E).
Este operador é um diferencial, i.e., dy ody = 0, sse a conezxdo € plana.

Explicitamente, o operador dy : QF(M; E) — QF1(M; E) é dado pela
férmula:

k+1
(23.1) dyw(Xo, ..., Xp) =Y _(-1)'Vx,(w(Xo,. .., Xi, ..., X))
=0
+ Z(—l)iJrjw([Xi,Xj],Xo, e ,5(:2‘, e ,)/(:j, e ,Xk)

1<j
Por outro lado, dy e o tensor de curvatura Ry da conexao estao relacionados
por:
dy(dvs)(X,Y) = Ry(X,Y)s, VX, Y € X(M),seT'(E).

No caso em que V é uma conexao plana, a cohomologia determinada pelo
complexo (Q°(M; E),dy) chama-se a cohomologia de M com coefi-
cientes em F e designa-se por H*(M; E). Em geral, R # 0 mas satisfaz a
identidade de Bianchi, o que se traduz nesta linguagem na identidade:

(23.2) dy Ry = 0.

Nesta equacao, vemos o tensor de curvatura como uma aplicagao bilinear
alternada R : X(M) x X(M) — I'(End(E)), i.e., é uma 2-forma com valores
em End(E). Por sua vez, em End(FE) tomamos a conexao induzida de V.

A equacao de Bianchi pode ser utilizada para associar & conexao certas
classes de cohomologia. Para isso, precisamos primeiro de recordar algumas
nogoes elementares sobre a relagao entre polinémios homogéneos num espago
vectorial V' e aplicacoes P : V x --- x V — R multilineares e simétricas.

Seja G um grupo de Lie com élgebra de Lie g. Vamos designar por I*(G) o
espaco das aplicacoes P : gx - -+ X g — R que sao k-multilineares, simétricas,
e invariantes pela ac¢ao adjunta:

P(Adg-Xy,...,Adg- X;) = P(Xy,...,Xs), VgeGqG, X1,..., X €g.

Introduzimos, ainda, o anel de todas as expressoes simétricas invariantes:
o
1(G) = P I*(G).
k=0

O produto em I(G) é o produto simétrico:

P Py(Xy,..., Xpt) =

1

m Z Py (XJ(1)7 s 7X0(k))P2(XU(k+1)7 s 7Xo(k+l))'

JESk+l
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Note que, se P € [k(G) entao a aplicacao P g — R dada por:
P:X— P(X,...,X),

é um polinémio homogéneo, de grau k, e Ad-invariante. Reciprocamente,
todo o polinémio P : g — R, homogéneo de grau k, e Ad-invariante, deter-
mina uma aplicagdo k-multilinear, simétrica, e Ad-invariante. De facto, se
€L ..., & é uma base para g*, entdo um polinémio P : g — R homogéneo
de grau k, escreve-se na forma:

T
D — § =1 i
P(X)_ an---zkf €k7
iq-ip=1
onde os coeficientes a;,...;, sao simétricos nos indices. Este polindmio define
uma aplicagdo k-multilinear, simétrica, e Ad-invariante, por:

T
P(X1,. . Xp) = D €5, (X0) - €% (X).
i1 ip=1

Assim, podemos identificar I(G) como a dlgebra dos polinémios em g que séo
Ad-invariantes. Sob esta identificacdo, o produto de polinémios corresponde
ao produto simétrico.

Nesta ligdo, vamos estar interessados, apenas, no caso G = GL(r), de
forma que g = gl(r) é o espago vectorial das matrizes r x r. A condi¢ao de
invariancia reduz-se a:

PAX A7 JAXL AT = P(Xy, .., X)), X1,..., X € gl(r),
para toda a matriz invertivel A € GL(r). A observagao chave é a seguinte:
Proposicao 23.2. Seja m: E — M wum fibrado vectorial de rank r. Todo o
elemento P € I*(GL(r)) determina uma aplicacdo

P :Q*(M;®*End(E)) — Q*(M),
que satisfaz:

dP = Pdy.

Demonstracdo. Observe que se si, ..., ¢ um base local de seccgoes de F,
entdo, dada uma seccao A € I'(End(E)), temos:

r
ASZ‘: E AgSj,
J=1

para certas funcoes Af Assim, para cada P € I*(GL(r)), podemos definir
P :T(®*End(E)) — C>®(M) por:

P(Ay @ -+ @ Ap) = P([(A)i] -+ [(Ae)])-
Pela condicao de invariancia, esta definicao é independente da escolha de
base local de secgoes. Como uma forma w € QY(M;®*End(E)) é uma
aplicacdo [-multilinear alternada w : X(M) x --- x X(M) — T'(®* End(E)),
a composicao com P determina uma aplicagao [-multilinear alternada Pow :
X(M)x---xX(M) — C®(M), i.e., um elemento P(w) € Q(M). Deixamos
como exercicio verificar que:

dP = Pdy.
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Se V é uma conexao num fibrado vectorial w : £ — M, com curvatura
R, entdao R* ¢ Q%(M;®FEnd(E)). Logo, se P € I*¥(GL(r)), obtemos
um forma diferencial P(R*) € Q2*(M). Pela identidade de Bianchi (23.2),
obtemos:

dP(R*) = P(dyR*) = kP(RF1dyR) = 0,
logo P(R) é uma forma diferencial de grau 2k fechada. Esta forma diferencial
¢é dada, explicitamente, por

1 Sgn o
P(R*)(X1,...,Xop) = @0 Z (=1 P(Ry1)0(2)5 - - - » Ro(2k—1)0(2k))-
oc€S

onde Xi,...,Xop € X(M) e R;; = R(X;, X;). Pode-se, ainda, verificar que,
se P, € I*(GL(r)) e Py, € I'(GL(r)), entéo:

PPy (R = P (RF) A Py(RY) € Q2F+D ().
Desta forma, concluimos que:

Teorema 23.3 (Chern-Weil). Seja V uma conexdo num fibrado vectorial
m:E— M, com curvatura R. A aplicagao I(G) — H(M) definida por

I*(G) — H* (M), P+ [P(R")],
€ um homomorfismo de anéis. Este homomorfismo € independente da conexdo.

Demonstracdo. Falta, apenas, mostrar que o homomorfismo é independente
das conexoes. Para isso, vamos ver que, se Vg e Vi sao duas conexoes em
7 : E — M, entdo, para todo o P € I*(GL(r)), as formas diferenciais
P(R%O) e P(R’%l) diferem por uma forma exacta.

Para isso, considere a projecgao p : M x [0,1] — M. No fibrado pull-back
p*E temos uma conexao V definida por:

V=tVi+(1—-1)Vy, (te]0,1]).

Por outro lado, podemos introduzir uma operagao de integragcao ao longo
das fibras:

/1 QMM % [0,1]) — Q°~L(M),
0

através da férmula:

1 1
0
(/ w)(Xl, e 7Xl71) = / M(E’Xh e ,lel)dt.
0 0
Assim, define-se a forma de transgressao de Chern-Simons por
1
(23.3) P(Vy, V1) = / P(RY) € Q**~Y(M).
0
Temos o seguinte lema:
Lema 23.4. A forma de transgressio de Chern-Simons satisfaz:
dP(Vy, V1) = P(RY)) — P(RE,).

A demonstracdo é uma aplicacdo simples de integracdo por partes, e é
deixada como exercicio. Esta férmula mostra que P(R%l) e P(R’%O) definem
a mesma classes de cohomologia. ([
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Assim, toda o elemento P define uma classe de cohomologia em H*® (M),
a que se chama classe caracteristica do fibrado vectorial { = (7, E, M).
Esta classe depende, apenas, da classe de isomorfismo de £. Isto é uma
consequéncia da
Proposicao 23.5. Seja ¢ : N — M wuma aplicagdo diferencidvel e seja
¢ = (m,E, M) um fibrado vectorial de rank r. Para todo o P € I*(GL(r)),

¢*P(RY) = P(RE.v),

onde V € uma qualquer conexdo em &.

A demonstracao é deixada como exercicio.

Restarnos, pois, determinar expressoes simétricas invariantes ou, equiva-
lentemente, polindémios invariantes. Para isso, dada uma matriz A € gl(r),
designamos por o (A) a fungao simétrica elementar de ordem k, de forma
que:

det(I +AA) =1+ Ao1(A) + -+ N0, (4),

para todo o A € R. Vemos, facilmente, que o : gl(r) — R é um polinémio
homogéneo de grau k, Ad-invariante.

Defini¢ao 23.6. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank r. Para
k=1,2,... define-se as classes de Pontrjagin de & por:

1
—_ RZk‘ H4k‘ M
pk(é.) (27[_)2k [U2k( )] S ( )7
onde R ¢ a curvatura de uma conexdo V em &. Definimos a classe de
Pontrjagin total do fibrado vectorial & por:

p(§) =1+pi1(§) + -+ ppyg(§);
onde [r/2] designa o maior inteiro menor ou igual a r/2.

A razao porque nao consideramos as classes [O'k(Rk)] para k impar é que
estas classes sdo zero. A proposicao seguinte fornece propriedades basicas
destas classes.

Proposicao 23.7. Seja M uma variedade diferencidvel. As classes de Pon-
trjagin satisfazem:

(1) p(€ ®n) =p(&) Up(n), para quaisquer fibrados & e n sobre M ;

(ii) p(¥*&) = ¥*p(§), para qualquer fibrado & sobre M e aplicag¢ao difer-

encidvel ¥ : N — M;

(iii) p(§) =1, se & é um fibrado que admite uma conexdo plana.

A demonstracio é imediata da construcio das classes de Pontrjagin e do
seu caracter functorial.

ExEmPLO 23.8.
Seja M = S e consideremos o seu fibrado tangente TS®. Temos ST — R4+1
e designamos por v(S™) o fibrado normal a S™. Como

TS @ v(S?) = TsaRY,

esta soma directa € trivial. Por outro lado, o fibrado normal v(S™) também é
trivial (porqué?). Pela propriedade (i), concluimos que p(TS?) = 1.
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A fim de obter exemplos mais interessantes, vamos considerar classes car-
acteristicas de fibrados complexos. No caso complexo, temos a seguinte
proposicao:

Proposicao 23.9. Para uma matriz A € gl(r,C), designe por o,(A) a
funcdo simétrica elementar dos valores prdprios de A, de forma que:

det(I +AA) =1+ Ao1(A) + -+ N0, (4),

para todo o X\ € C. Todo o polindmio invariante em gl(r, C) pode ser expresso
como uma fungdo polinomial dos o1,...,0y.

Demonstracdo. Se A € gl(r,C), seja J = SAS™! a sua forma canénica de
Jordan. Seja, ainda, S. a matriz:

e 0 0 0
0 &2 0
0 el 0
0 o0 0 & |
Se P é um polindmio invariante, entdao P(A) = P(S:AS71). A matriz

S.AS-! difere de J, apenas nas entradas nao diagonais que sdo multiplicadas
por €. Tomando e pequeno, por continuidade, concluimos que P(A) depende
apenas dos valores proprios de A. Como P(A) é uma funcao simétrica poli-
nomial dos valores préprios, concluimos que é um polinémio das a fungoes
simétricas elementares o1(A4),...,0.(A). O

Vamos considerar um fibrado vectorial complezo { = (7, E, M), de forma
que E, ~ C", onde r = rank&. Um fibrado vectorial complexo £, pode ser
visto como um fibrado vectorial real £ = (7, E, M) de rank 2r, com uma
estrutura complexa, i.e., um morfismo de fibrados vectoriais (reais) J : £ — ¢
tal que J2 = —id. A estrutura complexa J e a estrutura complexa das fibras
estao relacionadas por:

(a+ib)v =av +bJ(v), VveE.
Note que, para um fibrado vectorial complexo, podemos definir o homomor-
fismo de Chern-Weil
I(GL(r,C)) — H(M).
Tomando as funcdes simétricas elementares como elementos o), € I*¥(GL(r,C)),
definimos:

Definigao 23.10. Seja £ = (w, E, M) um fibrado vectorial complezo de rank
r. Para k=1,...,r definimos as classes de Chern de & por:
1 k 2%
=— H" (M
Ck(g) (27Tl)k [Uk(R )] € ( )7

onde R € a curvatura de uma conexao V em £. A classe de Chern total
do fibrado complexo £ € a soma:

c(§) =1+ ci(§) + -+ cr(§) € H(M).

De forma andloga ao caso real temos:
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Proposicao 23.11. Seja M uma variedade diferencidvel. As classes de
Pontrjagin satisfazem:

(1) c(€Dn) = c(§)Uc(n), para quaisquer fibrados vectoriais complezos § e
n sobre M ;
(11) c(*&) = *e(€), para qualquer fibrado vectorial complexo £ sobre M e
aplicacao diferencidvel ¢ : N — M;
(117) c(§) =1, se & € um fibrado vectorial complexo que admite uma conexdo
plana.

Se¢ = (m,E,M)é um fibrado vectorial complexo, entao o seu conjugado
é o fibrado vectorial & que, como fibrado real, coincide com &, mas em que
a estrutura complexa ¢ a oposta: Jgz = —Je. Assim, a aplicacao identidade

id: ¢ — ¢ satisfaz:
id(zv) =z id(v), VveE,zeC.
A demonstracio da seguinte proposicao é deixada como exercicio:

Proposicao 23.12. Seja § = (m, £, M) € um fibrado vectorial complezo.

As classes de Chern de & e € estio relacionadas por ci(€) = (—1)kcy(€) de
forma que:

c(§) =1—cr(§) +e2(6) =+ (=1)"er(§).

Deixamos como exercicio verificar que para o fibrado linha (complexo)
canénico sobre P}(C) = S2, que designamos por vi (C), a primeira classe de
Chern é ¢1(y1) = —1, onde —1 € H%(P!(C)) é o gerador canénico. Pode-se
mostrar que esta normaliza¢do em conjunto com as propriedades (i) a (iii)
acima, determinam completamente as classes de Chern.

Finalmente, as classes de Pontrjagin de um fibrado vectorial real £ podem
ser obtidas a partir das classes de Chern do fibrado vectorial complexo £ ®C,
obtido por complexificacao de &:

Proposicao 23.13. Para um fibrado vectorial real &, as suas classes de
Pontrjagin e as classes de Chern do seu complezificado estao relacionadas
por:

Pr(€) = (=1)Fear (¢ ® C).

E fécil de ver que a complexificagdo £ ® C e o seu conjugado sao fibrados
vectoriais isomorfos. Assim, pela Proposicao 23.12, vemos que ¢ (@ C) = 0
se k é impar. Isto fornece outra explicagdo para o facto de que as classes de
Pontrjagin sao classes em grau 4k, e nao estao definidas para grau 2k.

EXERCICIOS.

1. Seja V uma conexao num fibrado vectorial 7 : £ — M. Mostre que existe
um tnico operador R-linear dy : Q*(M;E) — Q°*F1(M;E) que satisfaz a
identidade de Leibniz:

dy(w®s) =dy(w) @ s+ (—1)98“w Ady(s), VYw € Q*(M;E),s € T(E).

Verifique que dy o dy = 0 sse a conexao é plana.

2. Seja w : E — M um fibrado vectorial de rank r. Para um elemento P €
I*(GL(r)), mostre que a aplicacio P : Q*(M; ®" End(E)) — Q®*(M), satisfaz:
dP = Pdy.
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3. Mostre que a forma de transgressdo de Chern-Simons, definida por (23.3),
satisfaz:

dP(Vo, V1) = P(RY,) — P(RE,).

4. Seja ¢ : N — M uma aplicacao diferencial e £ = (m, E, M) um fibrado
vectorial de rank r. Mostre que, para todo o P € I*(GL(r)),

¢*P(R) = P(RL.g),

onde V é qualquer conexao em &.

5. Seja & = (w, E, M) um fibrado vectorial de rank r. Mostre que, se k é fmpar,
entdo [oax (R?*)] = 0, para qualquer conexdo V em ¢ com curvatura R.
(SUGESTAO: Escolha uma métrica em £ e tome uma conexdo V compativel
com a métrica.)

6. Seja & = (m, £, M) é um fibrado vectorial complexo. Mostre que as classes
de Chern de ¢ e do seu conjugado £ estdo relacionadas por ci(€) = (—1)Fci(€).

7. Seja vi(C) o fibrado linha (complexo) canénico sobre P(C) = S%. Mostre
que ¢1 (1) = —1, onde —1 € H?(P*(C)) é o gerador canénico.

8. Mostre que a classe de Chern total do fibrado tangente a P"(C) é:
«(TP™(C)) = (1 +a)",
onde a € H?(P"(C)) é um gerador apropriado.

L1GAO 24. FIBRADOS GERAIS

E 1til considerar fibrados em que a fibra ¢ um espaco fixo (variedade) F
sem propriedades adicionais, generalizando o caso de fibrados vectoriais (em
que as fibras sdo espagos vectoriais).

Seja, entao, m : E — M uma aplicacao diferencidvel entre duas variedades
diferencidveis. Uma carta trivializante para m com tipo de fibra F' é
um par (U,¢), onde U C M é um aberto e ¢ : 7 1(U) — U x F é um
difeomorfismo, tal que o seguinte diagrama comuta:

Neste diagrama, m : U x ' — U designa a projeccao no primeiro fac-
tor. Mais uma vez, se E, = 7~ *(p) é a fibra sobre p € U. Definimos um
difeomorfismo ¢ : E,, — F' como sendo a composigao:
¢
(ﬁp:Ep—>-{p}><F—>F.
Assim, se v € E,, temos que
o(v) = (p,9"(v)).

A defini¢do de um fibrado geral é a seguinte:
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Definicao 24.1. Seja F' uma variedade. Uma estrutura de fibrado com
tipo de fibra F' numa variedade M é um terno §{ = (w, E, M), onde 7 : E —
M € uma aplicagao diferencidvel, com uma colec¢do de cartas trivializantes
C =A{(Un,¢a) : € A} com tipo de fibra F, satisfazendo as sequintes pro-
priedades:

(i) {Uq : o € A} € uma cobertura aberta de M: \Jycy Ua = M;

(i) As cartas sao compativeis: Para quaisquer o, € A e para todo o
p € UsNUg, as fungdes de transicdo g.5(p) = ¢ho (gbg)*l F—F
sao difeomorfismos;

(i1i) A colecgio C é mazimal: se (U,¢) é uma carta trivializante com a
propriedade de que para todo o o € A, as aplicacoes ¢P o (¢h)~! e
@b o (¢P)~1 sdo isomorfismos lineares, entio (U, ) € C.

Ao terno & = (m, E, M) chamamos um fibrado de tipo de fibra F'.

Utilizaremos a mesma nomenclatura que para o caso dos fibrados vec-
toriais. Assim, falamos de espago total, espago base, e projeccao do
fibrado. A uma coleccao de cartas que satisfaz (i) e (ii) chamamos um atlas
de fibrado ou trivializagao de £. Da mesma forma, definimos secgao so-
bre um aberto U, e designamos o conjunto das secgoes sobre U por 'y (E).
Embora existam sempre sec¢oes definidas localmente, um fibrado geral pode
nao ter seccoes globais.

Os fibrados podem ser descritos pelas suas funcoes de transicao: Seja & =
(m, E, M) um fibrado com tipo de fibra F'. Se (Uy, ¢a) € (Uq, o) sdo cartas
trivializantes, definimos a funcao de transigao g.g : Uy, N U — Dif(F)
por:

P 9ap(p) = o (¢h) .

Assim, temos que:

da © (¢3) " (0, V) = (9, gap(P) - V).

Os fibrados mais interessantes possuem uma estrutura adicional na fibra e
as fungoes de transicao preservam essa estrutura adicional. Assim, dizemos
que o fibrado possui grupo de estrutura um grupo de Lie G se as fungoes
de transicao sao aplicagoes C'*° com valores no grupo G, e G é um grupo de
transformagoes de F':

(baﬁ : UaﬁUg — G C le(F)

Vamos usar a abreviagdo G-fibrado, para um fibrado com grupo de estru-
tura G. Exemplos muito importantes de fibrados com grupo de estrutura
sao:
e Fibrados vectoriais: Neste caso a fibra é um espago vectorial V'
e o grupo de estrutura é o grupo das transformacoes lineares G =
GL(V). Este foram os fibrados que estuddmos nas li¢goes anteriores.
e Fibrados principais: Neste caso a fibra é um grupo de Lie G e
o grupo de estrutura é o mesmo grupo de Lie G, que actua em si
préprio por translagdes a direita: G x G — G, (h,g) — hg. Neste
caso, G actua no espaco total F, a accao é livre, M coincide com o
quociente E/G, e m: E — M = E/G é a aplicacao quociente.
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No que se segue, vamos considerar fibrados com grupo de estrutura um
grupo de Lie G. No entanto, muito dos resultados que obtemos ainda sao
vélidos no caso G = Dif(F'), com as modifica¢bes apropriadas.

A nocao de morfismo de G-fibrados é analoga a de morfismos de fibrados
vectoriais, onde substituimos GL(r) pelo grupo de estrutura G.
Definicao 24.2. Sejam & = (m,E,M) e & = (v, E',M') dois fibrados
com tipo de fibra F' e mesmo grupo de estrutura G. Um morfismo de G-
fibrados ¢ uma aplicagcao diferencidvel ¥ : E — E’ que transforma fibras
de & em fibras de &', i.e., ¥ cobre uma aplicacdo diferencidvel v : M — M’:

E—>F
|,
M v, M’
e, para cada p € M, a aplicacdo de fibras
VP =V|g, : E, — E(;,
onde q = (p), satisfaz:

¢ oo (h) 7 € G,

para quaisquer trivializagoes {¢po} de & e {¢'} de &'

Desta forma, obtemos uma categoria de fibrados com fibra F' e grupo
de estrutura G. Também para estes, faremos a distin¢do entre fibrados
equivalentes e fibrados isomorfos, analoga a distincao ja feita no caso dos
fibrados vectoriais.

EXEMPLOS 24.3.

1. Para qualquer fibra F e grupo de estrutura G C Dif(F) temos sempre o fi-
brado trivial (m1, M x F, M). As sec¢oes deste fibrado podem ser identificadas
com as aplicacoes diferencidveis M — F.

2. O 2-toro fornece um fibrado trivial (mw1,S' x S',SY) com fibra S* e grupo
de estrutura S'. Este fibrado é um S'-fibrado principal. Um exemplo dum
St-fibrado principal naio-trivial, é dado pela garrafa de Klein (7, K,S?b).

3. Seja T : M — M o revestimento universal de uma variedade M. O terno
(m, M, M) €é um fibrado principal com grupo de estrutura (e fibra) o grupo
fundamental 71 (M) (a topologia de w1 (M) € a topologia discreta).

A descrigao de fibrados pelas suas funcoes de transicdo é andloga & de-
scrigao de fibrados vectoriais. Assim, se £ = (m, E, M) é um G-fibrado com
fibra F', as func¢oes de transicao

gaganﬂUﬁﬁG,
relativas a uma trivializagao {(U,, 0o )}, satisfazem a condigao de cociclo:

9a8(P)957(P) = Gary(p),  (p € Ua NU N T,).
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Dizemos que dois cociclos {gas} € {g,5} sdo equivalentes se existem aplicagdes
Ao 1 Uy — G de classe C°, tais que:

9os(P) = Xa(D) - ap(p) - A5 (), (p € Us NUp).

Mais uma vez, duas trivializagoes dao origem a G-fibrados equivalentes. Re-
ciprocamente, temos o seguinte andlogo da Proposicao 19.5. A demonstragao
é idéntica ao caso dos fibrados vectoriais.

Proposicao 24.4. Seja M uma variedade e G um grupo de Lie que actua
numa variedade F. Dado um cociclo {ga3} com valores em G, subordinado
a uma cobertura {U,} de M, existe um fibrado & = (mw, E, M) com tipo de
fibra F' e grupo de estrutura G, que admite trivializagoes {¢q}, para as quais
as fungoes de transi¢do sao {gop}. Dois cociclos equivalentes determinam
G-fibrados isomorfos.

Seja ¢ = (m, E, M) um fibrado com tipo de fibra F' e grupo de estrutura G,
e {gas} 0 cociclo definido por uma trivializagao {¢o} de . Se H C G é um
subgrupo, dizemos que o grupo de estrutura de £ pode ser reduzido
a H se existir um cociclo equivalente {ggﬁ} em que as funcoes de transicao
tomam valores em H:

Jop - UaNUg — H C GL(r).

Os exemplos seguintes ilustram de que forma o grupo de estrutura (e a
redugdo do grupo de estrutura) estd intimamente relacionado com pro-
priedades geométricas do fibrado.

EXEMPLOS 24.5.

1. Um fibrado § = (w, E, M) com tipo de fibra F e grupo de estrutura G é
trivial sse o seu grupo de estrutura pode ser reduzido ao grupo trivial {e}.

2. Vimos anteriormente que um fibrado vectorial de rank r € orientdvel sse
o seu grupo de estrutura pode ser reduzido a GLT(r). De igual forma, um
fibrado admite uma estrutura Riemanniana sse o grupo de estrutura pode ser
reduzido a O(r) (o que, pela decomposicio polar, pode sempre ser feito). A
redugao do grupo de estrutura a SO(r) corresponde a escolha de uma estrutura
Riemanniana e de uma orientagao para o fibrado.

Observagao 24.6. Na definicdo de morfismo de fibrados, a escolha do grupo
de estrutura é fulcral: um G-fibrado pode nao ser isomorfo ao fibrado triv-
ial, por um morfismo de G-fibrados, mas pode acontecer que é isomorfo ao
fibrado trivial, por um morfismo de G’-fibrados, onde G’ © G é um grupo
de estrutura que contém G como subgrupo. Um exemplo é dado num dos
exercicios, no final desta ligao.

Os fibrados principais destacam-se entre os fibrados gerais, pois temos:

e A todo o G-fibrado £ = (m, E, M) com tipo de fibra F', podemos
associar um G-fibrado principal £ = (w, P, M): de facto, fixando
uma trivializacdo {¢,} de &r, o cociclo {gag} toma valores em G.
Como G actua em si préprio por translagoes a direita, este cociclo
define um G-fibrado com fibra G, que é um G-fibrado principal.
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e A um G-fibrado principal £ = (m, P, M) e a uma variedade F' onde
G actua & esquerda, podemos associar um fibrado £p = (7, E, M)
com tipo de fibra F' e grupo de estrutura G: uma trivializagao {¢4}
de &, determina um cociclo {g.g} que toma valores em G. Como G
actua em F', este cociclo define um G-fibrado £r com fibra F'.

Para um fibrado principal £ = (7, P, M) com grupo de estrutura G, um
seu fibrado associado {r = (wp, F, M) pode, também, ser descrito sem
recorrer a cociclos. O espaco total de g é

E=PxgF,

onde P X F designa o espaco quociente para a accao a direita de G em
P x F definida por: (u,f)-g = (u-g,97" - f) (recorde-se que G actua a
direita em P e a esquerda em F'). A projeccao np : E — M é dada por:
mr([u, f]) = 7 (w).

De agora em diante, vamos concentrar-nos no estudo dos fibrados princi-
pais. Para estes, temos a seguinte caracterizacao alternativa:

Lema 24.7. Um fibrado £ = (w,E, M) é um G-fibrado principal sse existe
uma acg¢ao d direita B X G — E que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) A acgao € livre;
(ii) O quociente E/G é uma variedade, M = E/G en: E — E/G=M ¢
a aplicacdo quociente;
(i1i) As trivializagoes locais (U, ¢) sao G-equivariantes: ¢pP(g-v) = g-dP(v).

A demonstracao é deixada como exercicio. Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLOS 24.8.

1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao d. O fibrado dos refer-
enciais € o fibrado 7w : F(M) — M com grupo de estrutura GL(d), em que a
fibra sobre p € M € o conjunto das bases ordenadas de T, M :

F(M), ={(v1,...,vy): v1,...,V, € uma base de T,M}.

O grupo GL(d) actua @ esquerda em F(M): se u = (vi,...,v,) € um refer-

J

encial e A = (a]) € uma matriz invertivel, entdo A-u = (W1,...,Wq) € 0

referencial dado por:
d .
Wi:ZGJng, (Z:L,d)
j=1

Esta ac¢ao satisfaz as propriedades do Lema 24.7, logo F(M) é um fibrado
principal com grupo de estrutura GL(d).

Considere-se a ac¢do de GL(d) em R? por multiplicacdo de matrizes. Obte-
mos um fibrado associado a F(M) com fibra de tipo R", i.e., um fibrado vec-
torial. Deizamos como exercicio verificar que este fibrado € canonicamente
isomorfo ao fibrado tangente T(M). Da mesma forma, obtém-se os fibrados
cotangente, exterior, tensorial, etc., tomando as accdes de GL(d) em (RY)*,
AFRY @FRE ete.

Mais geralmente, para qualquer fibrado vectorial m : E — M de rank r,
podemos considerar o fibrado dos referenciais F(E), que € um fibrado principal
com com grupo de estrutura GL(r). O fibrado associado a F(E) com fibra R",
obtido da ac¢ao de GL(r) em R”™ por multiplicagdo de matrizes, é um fibrado
vectorial canonicamente isomorfo ao fibrado original w : E — M. De igual
forma, podemos obter os fibrados associados E*, NFE, @FE, etc.
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2. Seja ExG — E uma acgao livre e propria de um grupo de Lie G numa var-
iedade E. Entio 7w : E — E/G é um fibrado principal com grupo de estrutura
G. Pelo Teorema 12.4, as condigdes (i) e (ii) do Lema 24.7 sao satisfeitas. A
verificagcao da condigao (i) foi feita no Exercicio 1 da Ligdo 12.

Por exemplo, seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Entao
a acc¢ao a direita de H em G por translagoes, € uma ac¢ao livre e propria.
Assim, obtemos um fibrado principal m: G — G/H com grupo de estrutura H.

Seja & = (m, P, M) um G-fibrado principal, e F' uma variedade com uma

acgao a esquerda de G. Qualquer construgdo functorial no fibrado associado
&p = (m, E, M) deve poder ser expressa em termos de & e F. Como exemplo
deste principio, para as secgoes de g, temos:
Proposicao 24.9. Sejam & = (w, P, M) um G-fibrado principal e F uma
variedade com uma ac¢ao a esquerda de G. As secgdes do fibrado associado
&p = (m,E, M) estao em correspondéncia biunivoca com as aplicagoes G-
equivariantes h : P — F.

Demonstracdo. Recordemos que o espago total do fibrado associado é dado
por:
E=PxgF=(PxF)/G.

Um elemento v € E), é, pois, uma classe de equivaléncia em P, xg F', que
pode ser escrita na forma:

v=[(u ()], Vue Py
para uma tnica aplicacao h, : P, — F G-equivariante:
hp(u-g) = 9_1 < by (u).
Assim, uma seccado s : M — E pode ser escrita na forma:
s(p) = [(u, h(u))], Yu € P com 7(u) = p,

onde h : P — F é uma aplicagdo G-equivariante. Reciprocamente, uma
aplicacao G-equivariante h : P — F' determina, através desta férmula, uma
seccao de &p. O

Convém generalizar a nogao de morfismo para fibrados principais, da
seguinte formas:
Defini¢ao 24.10. Sejam &' = (', P, M') um G'-fibrado principal e & =
(m, P, M) um G-fibrado principal. Um morfismo ¥ : & — £ € um par
formado por uma aplicagio ¥ : P' — P e um homomorfismo de grupos de
Lie ® : G' — G, tal que

U(u-g) =V (u)d(g),Vue P ,ge .

Como um morfismo de fibrados principais ¥ : ¢’ — ¢ leva fibras em fibras,

U cobre uma aplicacao diferencidvel ¢ : M' — M:

PILP
/ —
M ” M
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Nocasoemque ¥ : P/ — Pe® : G’ — G sao mergulhos, podemos identificar
P’ e G' com as suas imagens W(P') C P e ®(G’) C G. Dizemos, pois, que &’
¢ um subfibrado do fibrado principal £&. No caso em que M’ = M e 1) =id,
o subfibrado corresponde a reducao do grupo de estrutura de G a H. Neste
caso, dizemos que &’ é o fibrado reduzido de &.

EXERCICIOS.

1. Verifique que £ = (m, E, M) é um G-fibrado principal sse £ = (w, E, M) é
um fibrado com uma accao a direita £ x G — E que satisfaz as seguintes
propriedades:
(i)A acgo é livre;
(i1)O quociente F/G é uma variedade, M = E/Gen: E —- E/G=M é a
aplicacao quociente;
(iii) As trivializagoes locais (U, ¢) sd@o G-equivariantes:

P(g-v)=g-¢"(v).
2. Demonstre a Proposicao 24.4

3. Considere a cobertura de M = S! pelos abertos:
Us = {(z,y) e R? 1 2® + ¢ =1} — {(+1,0)}.
Defina um cociclo {gas} relativo a esta cobertura, por

I se(x,y)ey>0,
g+_(l‘, y) =
—I se(x,y) €ey<0.
onde I é a matriz identidade 2 x 2. Mostre que:
(a)Este cociclo define um fibrado com fibra S! e grupo de estrutura S' =
S0(2) que é isomorfo (como S!-fibrado) ao fibrado trivial.
(b)Este cociclo define um fibrado com fibra S! e grupo de estrutura Zs =
{I, —I} que nao é isomorfo (como Zs-fibrado) ao fibrado trivial.

4. Mostre que um fibrado principal é trivial sse possui uma seccao global.
(NoTa: Este exercicio é um caso muito particular do préximo exercicio.)

5. Seja & = (m, P, M) um G-fibrado principal e H C G um subgrupo fechado.
Note que o grupo G actua no quociente G/H, de forma que temos um fibrado
associado {q g = (7', P x¢g (G/H), M). Mostre que o este fibrado pode ser
identificado com o quociente (7', P/H, M), onde «’ : P/H — M é a aplicagdo
induzida por 7 : P — M no quociente, e verifique que as seguintes afirmagcoes
sao equivalentes:

(a)O grupo de estrutura de £ pode ser reduzido a H.

(b)O fibrado associado {;,y possui uma seccdo, i.e., existe uma aplicacao

s: M — P/H tal que 7’ o s =id.
(c)Existe uma aplicagdo G-equivariante h: P — G/H.

6. Seja M uma variedade Riemanniana e considere o O(d)-fibrado principal
7m: OF (M) — M formado pelos referenciais ortonormados:

OF (M), ={(v1,...,V,): vi,...,v, é uma base ortonormada de T}, M }.
Mostre que OF (M) é o fibrado reduzido de F (M), que corresponde & reducao
do grupo de estrutura de GL(d) a O(d).
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L1¢AO 25. FIBRADOS PRINCIPAIS

Seja ¢ : N — M uma aplicagdo diferenciavel e £ = (m, P, M) um G-
fibrado principal. Tal como no caso dos fibrados vectoriais, podemos formar
o pull-back *¢: é o fibrado principal sobre N, com grupo de estrutura G,
cujo espaco total é dado por:

PP ={(p,u) € N X P:4(p) =m(u)}.

Note que G actua a direita neste espago: (p,u)-g = (p,u-g). Temos, também,
um morfismo de fibrados principais ¥ : ¢¥*¢ — &, dado por ¥(p,u) = u, e
que permite completar o diagrama:

PP - === > P
|

Tl g
\

M N

O pull-back de fibrados principais satisfaz propriedades analogas as do pull-
back de fibrados vectoriais, tais como propriedade universal, invariancia por
homotopia, etc., que deixamos ao cuidado do leitor enunciar (e demonstrar!).

Vejamos, agora, de forma abreviada, a classificacao dos fibrados princi-
pais. Seja & = (w, P, M) um G-fibrado principal ¢ F um espago com uma
accao livre de G. Pela Proposigao 24.9, as seccoes do fibrado associado
&g = (m, P Xxg E, M) estao em correspondéncia biunivoca com as aplicagoes
G-equivariantes ® : P — FE. Note que esta aplicagdo cobre uma aplicagao
¢: M — E/G:

i3]

P E
|1
M —> E/G

Como a acgao é livre, a aplicacdo ® é injectiva. Note, ainda, que 7 : £ —
E/G é um G-fibrado principal n e que ® : £ — 1 é um morfismo de fibrados
principais. Da propriedade universal dos pull-backs concluimos que existe
um isomorfismo de fibrados principais:

£~ ¢
Assuma, adicionalmente, que F é contrdctil. Entao quaisquer duas secgoes

S0, 51 de g sao homotépicas, logo a classe de homotopia da aplicagao ¢ é
unica e independente da escolha da secgao. Assim, obtemos:

Teorema 25.1 (Classificagdo de Fibrados Principais). Seja E um espago
contractil com uma accgao livre de G. Entdo as classes de equivaléncia de
G-fibrados principais estdo em correspondéncia biunivoca com as classes de
homotopia de aplicagoes ¢ : M — E/G.

O fibrado Fg = E costuma-se chamar o fibrado classificante e o quo-
ciente Bg = F/G costuma-se chamar o espago classificante dos fibrados
principais com grupo de estrutura G. Este espaco classificante é tnico a
menos de tipo de homotopia. Infelizmente, em geral, Bg nao tem dimensao
finita.
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EXEMPLOS 25.2.

1. Vimos que no caso dos fibrado vectoriais de rank r, o espago classificante
é a Grassmanniana infinita G.(R*) formada pelos subespagos de R*™ de codi-
mensao . Como vimos acima, os fibrado vectoriais de rank r sao fibrados asso-
ciados a fibrados principais com grupo de estrutura GL(r). De facto, mostra-se
que:
Bariy = Gr(R™).
2. A esfera infinita S, i.e., o limite directo das esferas de dimensdo finita
ocstesttl st

pode ser identificada com a esfera unitdria em R para o produto interno:

((wn), (yn)) = Z TnlYn

(note que, nesta soma, apenas um nimero finito de termos € ndo nulo). A
ac¢ao natural do grupo Zo em S, é uma acgao livre. Como S € contrdctil,
concluimos que Ez, = S* e que:

By, = P>.

Vimos anteriormente a nocao de conexao num fibrado vectorial. Pelo
nosso principio geral, deve existir uma nocao de conexao em fibrados prin-
cipais, pelo menos no caso em que G = GL(r), que determina a conexao no
fibrado associado. De facto, pode-se definir conexoes para quaisquer fibrados
principais como iremos ver de seguida.

Definigao 25.3. Seja & = (mw, P, M) um G-fibrado principal. Uma conexao
de Ehresmann ' em & € uma distribuicao H no espaco total P tal que:

(i) H ¢é horizontal: para todo o u € P,
(i) H é G-invariante: para todo o g € G eu € P,
Hug — (Rg)*Hua
onde Ry : P — P ¢ a transformagdo dada por Ry(u) = u- g = ug.
Seja ¢ = (m, P, M) um G-fibrado principal com um conexao I'. Para
u € P, vamos chamar a Vi, = Ty(Pr(,)) (0 espago tangente a fibra que

contém u) o espago vertical e a H,, o espago horizontal. Assim, qualquer
vector tangente v € Ty, P possui uma decomposigao:

v ="h(v)+v(v), ondeh(v) € Hyv(v) € V,.

Como a distribuigao da conexao é C'*°, qualquer campo vectorial X € X(M)
decompoe-se num campo vectorial horizontal h(X) e num campo vectorial
vertical v(X).

ExEmMPLO 25.4.

Seja M uma variedade diferencidvel e Ep = (w, E, M) um fibrado vectorial

sobre M com uma conexio V. Consideremos o fibrado & = (m, F(E), M) dos

referenciais de Ep: € um fibrado principal com grupo de estrutura GL(r), onde

r =rankép. Seu = (v1,...,v,) € F(E) é um referencial, e c : I — M €

uma curva com ¢(0) = w(u), entdo os campos vectoriais X1,...,X, ao longo
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de c(t) obtidos por transporte paralelo de vi,...,v,, determinam uma curva
u(t) = (X1(t),..., X (t)) em F(E). Considerando todas as curvas u(t) obtidas
desta forma, definimos o subespago:

H, ={u'(0) € T,F(E): para todas as curvas u(t)}.

E ficil de ver que a distribui¢cao u — H, é C* e verifica as condigdes (i) e
(i) da defini¢io de conexdo. Assim, toda a conexdo V num fibrado vectorial
determina uma conexdo I' no fibrado dos referenciais.

Seja & = (w, P, M) um G-fibrado principal. A acgdo de G em P induz
uma acc¢ao infinitesimal da sua algebra de Lie v : ¢ — P. Vamos usar a
notagao X* = 1(X), para designar o campo vectorial em P determinado
pelo elemento X € g. Este campo é vertical, i.e., h(X*) = 0. Para cada
u € P, a aplicagdo X — X fornece um isomorfismo linear g ~ V,,.

Fixemos uma conexao I' em P. Chama-se 1-forma da conexao a 1-
forma diferencial w com valores em g que satisfaz:

w(v) =X, onde X € g étal que X, = v(v),

para todo o v € T, P. Note que w(v) = 0 sse v é um vector vertical, de forma
que w determina a distribuigdo. De facto, esta 1-forma caracteriza comple-
tamente a conexao, como mostra a seguinte proposicao cuja demonstragao
deixamos como exercicio:
Proposicao 25.5. Seja & = (w, P, M) um G-fibrado principal. Se T' é uma
conexdo em &, a 1-forma de conexao w satisfaz:

(i) w(X*) =X, para todo 0 X € g;

(ii) (Ry)sw = Ad(g™)w, para todo o g € G.
Reciprocamente, se w € QY(P;g) satisfaz (i) e (ii), entdo existe uma nica
conexdo I' em P cuja 1-forma de conexdo € w.

Seja I' uma conexao num G-fibrado principal £ = (7, P, M). Para definir
a curvatura de T, introduzimos a derivada exterior covariante D : QF(P) —

QF1(P) por:
(DO)(Xo,...,Xi) = (dO)(h(Xo),...,h(Xk)), (Xo,...,Xr € X(P)).

A 2-forma de curvatura de I é, entdo, a forma diferencial Q € Q?(P,g)
dada por:

Q= Duw.

Seja {(Uq, ¢a)} uma trivializagao do G-fibrado principal £ = (m, P, M). A
trivializacio define secgoes locais s, : Uy — P por s4(p) = ¢, (p, e), onde
e € G ¢é a identidade. A 1-forma de conexao w determina uma familia de
1-formas locais de conexio w, € 2}(Uy,;g) por:

wa = (84) w.

Por seu lado, a 2-forma de curvatura {2 determina 2-formas locais de
curvatura Q, € Q%(U,;g) por:

Qo = (5a)" 2
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ExXEMPLO 25.6.

Como vimos no Exemplo 25.4, toda a conexdo V no fibrado vectorial m: E —
M determina uma conexdo de Ehresmann T' no GL(r)-fibrado principal dos
referenciais w : F(E) — M. A 1-forma de conexdo e a 2-forma de curvatura
de T' tomam valores na dlgebra de Lie gl(r).

Como vimos na Licao 22, uma vez escolhida a trivializagao do fibrado vec-
torial m : . — M, a conexao V determina, em cada aberto U,, uma ma-

triz de 1-formas diferenciais w, = [wW] e uma matriz de 2-formas de cur-

vatura Q, = [Qb]. Para a trivializagdo induzida do fibrado dos referenciais
7w : F(E) — M, estas matrizes de formas diferencias sao, precisamente, as
1-formas locais de conexao e as 2-formas locais de curvatura da conexdo I'.

Tal como no caso de conexoes em fibrados vectoriais, temos:

Teorema 25.7. Seja I’ uma conexao num G-fibrado principal & = (w, P, M),
com 1-forma de conexdo w e 2-forma de curvatura 2. Entao, sdo as validas:

(i) Equagdo de estrutura: Q = dw + 3[w,w].

(ii) Identidade de Bianchi: d©2 = 0.

Vejamos, agora, a nogao de transporte paralelo para uma conexao I' num
G-fibrado principal £ = (7w, P, M). Se X € X(M) é um campo vectorial na
base M, existe um tunico campo vectorial X € X(P) no espaco total, tal
que:

(a) X ¢ horizontal: h(X) = 0;
(b) X é m-relacionado com X.

A X chama-se o levantamento horizontal de X. A proposicao seguinte
enumera as principais propriedades dos levantamentos horizontais, e é ime-
diata das definicoes:

Proposicao 25.8. Seja X,Y € X(M) e f € C°(M). Entdo:

(i) X +Y ¢ o levantamento horizontal de X + Y ;

(ii) (7*f)X € o levantamento horizontal de fX;
(iii) h([X,Y]) € o levantamento horizontal de [X,Y].

Pela propriedade (iii), o campo vectorial

[X,Y] - [X,Y],

é vertical. De facto,temos a seguinte interpretacao geométrica da curvatura,
cuja demonstracao deixamos como exercicio:
Teorema 25.9. Seja I’ uma conexao num G-fibrado principal & = (w, P, M),

com 2-forma de curvatura 0 € Q?(P;g). Para toda a sec¢io s : U — P,
definida num aberto U C M, temos que:

(s"Q)(X,Y)* = [X,Y] - [X,Y].
Uma conexao plana é uma conexdo para a qual a curvatura ¢ nula:

2 = 0. Como os levantamentos horizontais X de campos X € X(M) geram
a distribuicao horizontal da conexao, obtemos:

Corolario 25.10. Uma conexao € plana sse a distribuicdo horizontal € in-
tegravel.
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Para definirmos o transporte paralelo precisamos de fazer levantamentos
horizontais de curvas ¢ : I — M de classe C': uma curva u : I — P de classe
C! diz-se um levantamento horizontal da curva c(t), se m(u(t)) = c(t) e
u(t) é uma curva horizontal (i.e., é tangente a distribuicao horizontal).
Proposicao 25.11. Seja I' uma conexdo num G-fibrado principal & =
(7, P,M). Sec:1— M ¢ uma curva de classe C* e ug € 71(c(0)) emiste
um unico levantamento horizontal u : I — P de ¢(t) tal que u(0) = uy.

Demonstracao. Pela trivialidade local do fibrado, podemos levantar c(t)
numa curva v : I — P, tal que v(0) = ug e w(v(t)) = c(t). O levanta-
mento horizontal v : I — P, caso exista, é da forma:

u(t) = v(t)g(t),

onde g : I — G é uma curva de classe C! em G tal que g(0) =e. Sew é a
1-forma de conexao, diferenciando esta relacao, vemos que:

w(a(t)) = Ad(g(t) w(0(t) + g(t) (),
onde t — g(t)"tg(t) = dg(r)Lg)-19(t) é uma curva na dlgebra de Lie g. A
curva u(t) é horizontal sse

g(t)Hg(t) = = Ad(g(t) " w((1).
A proposicao segue-se do lema seguinte, cuja demonstracdo deixamos como
exercicio:

Lema 25.12. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se t — X (t)
€ uma curva continua em g, entdo existe uma unica curva g : I — G de
classe C1, com g(0) = e, que satisfaz:

g(t)"Hg(t) = X (1), (e 0,1)).
(]

Assim, dada uma curva ¢ : I — M, podemos definir o transporte par-
alelo 7; : P,y — P por:

Tt(uo) = u(t),

onde u(t) é o tdnico levantamento horizontal u : I — P de ¢(t) tal que
u(0) = up. Note que podemos definir o transporte paralelo ao longo de
curvas seccionalmente C'!, fazendo o transporte paralelo sucessivamente ao
longo das suas componentes de classe C'1.

O transporte paralelo é um isomorfismo das fibras, pois temos:

Proposicao 25.13. O transporte paralelo ao longo de uma curvac: I — M
seccionalmente C' comuta com a acgdo de G:

TtORg:RgOTta ngG
Temos, ainda, que:
(i) 71 € um isomorfismo com inverso o transporte paralelo ao longo da
curva ¢(t) = c¢(1 —t).
(i) Se c1 e cz sdo curvas seccionalmente C' e c1(1) = c2(0), entdo o

transporte paralelo ao longo da concatenacdo c1-co € a composicdo dos
transportes paralelos.
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Demonstracao. Para a primeira afirmacao, basta observar que R, leva cur-
vas horizontais em curvas horizontais. O resto é ébvio. ([l

Assim, se I' é uma conexao num G-fibrado principal £ = (7, P, M), pode-
mos definir o grupo de holonomia de I' com ponto base pg € M, como
sendo o conjunto dos isomorfismos 71 : B,, — FP,, obtidos por transporte
paralelo ao longo de curvas ¢ : I — M com ¢(0) = ¢(1) = pg. Designamos
este grupo por ®(py).

Fixando um ponto ug € 7 1(pg), um elemento 7 € ®(pg) é da forma
T(u) = wupg, para algum elemento g € G. Desta forma, obtemos um
isomorfismo entre ®(pg) e um subgrupo ®(ug) C G. Dados dois pontos
ug, uy € 7 1(pp) existe um elemento go € G tal que uf, = uggo, logo

®(up) = go®(uo)gy -

Assim, os subgrupos ®(u), para u € 7! (pg) sdo todos conjugados. Pode-se,
ainda, mostrar o seguinte resultado fundamental:

Teorema 25.14 (Ambrose-Singer). Seja I' € uma conexdao num G-fibrado
principal & = (w, P,M). Para qualquer u € P, designe por P(u) C P o
conjunto dos u' € P que podem ser unidos a u por uma curva horizontal. O
grupo de holonomia ®(u) € um subgrupo de Lie de G, com dlgebra de Lie:

{Qu(v,w):v,w € Hy,u' € Pu)} Cg.

Seja & = (m, P, M) um G-fibrado principal e p : G — GL(r) uma rep-
resentacao de G, de forma que temos uma acgao linear de G em R". O
fibrado associado &gr = (w, E, M) é, pois, um fibrado vectorial. O trans-
porte paralelo em £ induz uma operacao de transporte paralelo em £g» como
passamos a explicar.

Se ¢ : I — M é uma curva seccionalmente de classe C'!, um levantamento
horizontal de ¢(t) no fibrado associado é, por definigao, uma curva v(t) € E
da forma:

v(t) =[(u(t),v)] e PxgR" = E,

onde u(t) é um levantamento de ¢(t) em P. E facil de ver que, para qualquer
vo € E,q), existe um tinico levantamento horizontal v(t) de c(t) tal que
v(0) = vg. Pelo procedimento usual, obtemos o transporte paralelo ao
longo de c(t), agora, no fibrado associado: 7¢ : Ec(g) — Ee(1)-

Seja s um secgao do fibrado associado. Se v € T,M seja c : [ — M
uma curva de classe C! tal que ¢(0) = p e ¢(0) = v. Definimos a derivada
covariante Vs de s na direccao de v por:

Vs = %LI%% [ (s(el(t) — s(p)] € B

Se X € X(M) é um campo vectorial, entao definimos a derivada covariante
duma secgao s ao longo de X, como sendo a secgao dada por:

(Vxs)(p) = Vx,s.

Como nao poderia deixar de ser, temos:
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Proposicao 25.15. A derivada covariante V : X(M) x I'(E) — I'(E) asso-
ciada a conexdo I' em € define uma conexdo V no fibrado vectorial associado
&rr. Reciprocamente, toda a conexdo V no fibrado vectorial associado Egrr
define uma conexdo I' no fibrado principal §&. Estas correspondéncias sdo
inversas uma da outra.

A correspondéncia entre conexdes num fibrado principal e no fibrado vec-
torial associado, sugere que a teoria de classes caracteristicas para fibra-
dos vectoriais, que estudamos na Licao anterior, deve-se generalizar a fi-
brados principais. De facto, se I' é uma conexdo num G-fibrado principal
& = (m, P, M), entao definimos o homomorfismo de Chern-Weil

I*(G) — H* (M), P — [P(QF)],

de forma analoga ao que fizemos no caso de fibrados vectoriais. Mais uma
vez, este homomorfismo é independente da conexao e pode, entdo, ser uti-
lizado para construir classes caracteristicas.

Por exemplo, se £ é um fibrados principal com grupo de estrutura GL(r, R)
as classes de Pontrjagin de £ obtém-se tomando os polinémios simétricos
elementares:

1

(27r)2k

De igual forma, se £ é um fibrados principal com grupo de estrutura GL(r, C)
as classes de Chern de £ obtém-se tomando

(6) = Gamgelon ()] € B

02 (2°7)] € H*(M).

pr(§)

Na verdade, esta é a abordagem geométrica as classes caracteristicas. Ex-
iste também uma abordagem topoldgica, que recorre a classificagao de fibra-
dos principais. Para um grupo de Lie G, definem-se, primeiro, certas classes
de cohomologia naturais no espaco classificante Bg, e que correspondem a
classes caracteristicas universais do fibrado classificante E¢ — Bg. Para
um fibrado principal £ = (7, P, M) com grupo de estrutura G, definem-se
as classes caracteristicas tomando os pull-backs pela aplicacao classificante
¥ : M — Bg das classes caracteristicas do espago classificante. Isto per-
mite precisar as classes caracteristicas, pois elas sao agora classes nos grupos
abelianos H*(M,Z), em vez de classes nos espacos vectoriais H*(M) (i.e.,
podem ter torgao).

EXERCICIOS.

1. Seja G um grupo de Lie compacto, nao trivial. Mostre que nao existe uma
variedade (de dimensao finita) contractil, com uma acgao livre de G.

2. Seja G = S'. Mostre que Eg = S® e que Bg = CP™.

3. Seja I" uma conexao num G-fibrado principal £ = (7, P, M), com 2-forma de
curvatura 0 € Q%(P;g). Para toda a secgao s : U — P, definida num aberto
U C M, mostre que:

—_~—

(s*Q)(X,Y)" = [X,Y] - [X,Y].
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4. Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Se t — X(t) é uma curva
continua em g, mostre que existe uma tnica curva g : I — G de classe C'*, com
9(0) = e, que satisfaz:

g)'g(t) = X (1), (telo,1]).

5. Demonstre a correspondéncia entre conexoes em fibrados vectoriais e conexoes
em fibrados principais dada pela Proposicao 25.15.

6. Fornega os detalhes da construgao do homomorfismo de Chern-Weil no caso
dos fibrados principais.
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