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Seja (@, (,)) uma variedade pseudo-Riemanniana e V a conexdo de Levi-Civita em @ associada a (,). A
primeira identidade de Bianchi implica que

Rcdab == gceRedab = gce(*Reabd - Rebda) == *Rcabd - Rcbda (1)

Uma vez que a conexao V é compativel com a métrica, o tensor de Riemann satisfaz Ripeq = —Rpacd-
Portanto

Rcdab = Racbd + Rbcda (2)

Usando novamente a primeira identidade de Bianchi, a propriedade de antissimetria nos dois primeiros indices
e a propriedade de antissimetria nos dois tltimos indices (vélida para qualquer conexao) obtemos sucessivamente

Rcdab - Racbd + Rbcda - (_Rabdc - Radcb) + (_Rbdac - Rbacd)
= Rabcd + (Rdacb + Rdbac) + Rabcd = 2Rabcd - Rdcba (3)
= Rcdab + Rdcba == 2}zabcd = Rcdab + Rcdab = 2}zabcd = Rcdab == Rabcd (4)

como se pretendia mostrar, para a conexao de Levi-Civita, o tensor de Riemann satisfaz a propriedade de
simetria para a troca de pares de indices.

2.
Seja V uma conexéo simétrica em @, f € C*°(Q,R) e T um campo tensorial em Q. Entao
Vo(fT) = (Vof)T+ fVT (5)
Vavb(f T) = Va(vbf)T + Va(f vbT) = (vavbf)T + (vbf)(vaT) + (vaf)(vbT) + [V VT (6)
(VaVo = Vi Vo) (fT) = (VaVof)T + (Vo f)(VaT) + (Vaf)(VeT) + [V VT —
~(VoVa )T = (Val (Vo) = (VoS )N(VaT) = f ViVoT =
= (VaVb — vaa)fT + f (VaVb — vaa)T (7)
Por outro lado temos que
[(X.Y]- f=Vixyf = [X.Y]'Vif = (XVY" YV X))V, f = (X*VY")Vif — (YVXO)Vif  (8)
e também

(VxY =VyX) - f = Viggww-vyx)f =X Vao(Y'Vif) =YV (X 'V, f) =
= (XV YOV f —YPXV,V,f — (YV X)WV, f + XYV, V, f =

= XYY(ViVa—VaVe)f + (X VoY )Vif — (YOV XV, f 9)
donde concluimos que, se V é uma conexao simétrica, entao
XYUVyVe = Vo Vi) f = [X,Y] - f—(VxY =VyX) f=0
- (VoVae =V Vi) f =0 (10)
Portanto
(VaVe = ViVo)(fT) = (VaVe = VeV f T+ f (Vo Ve — Vi V)T = [ (VaVy — Vi V)T (11)



3.
a)

Sendo V uma conexdo em @, {Xi,...,X,} uma base de campos vectoriais e {w?,
definicao de formas de conex&o, o seguinte

wh(z2) = Ffi Wwi(Z) = Ffi W2 X)) = F;?Z. Z'WWi (X)) = Ffi Z5) = Ffi Z7

Portanto ‘ A
VX =Vzix,Xi = 2Vx, X = Z7T% X), = wf (Z) X

Tentemos agora obter uma expressao para
Vzw'(Y) = Z(W'(Y)) — w'(VzY)

O primeiro termo pode ser expandido na seguinte forma

Z(H(YV)) = 29X, (Y'X) = 20X, (YW (X)) = 29X, (V'85) = 29(X, - Y7

e o segundo termo pode ser desenvolvido em

w™} tem-se, por

(12)

(13)

(14)

(15)

W(VzY) = W'(Vzx,Y*Xp) =0 (Z27Vx, Y X)) =o' (Z7Y*Vx, Xi + 27 (X; - YF) Xy)

= ZIYFS(TLX0) + 27 (X - YR (Xy) = ZIY T + 27 (X5 - YY)

donde
Vz'(Y) = Z/(X; Y =2V - 20(X; - YY) =
= —ZY'T; ik =—wi(2) WM(Y) VY € x(Q)
Logo, provamos que V zw' = —wi (Z) wk.
b)
Seja w uma 1-forma, X,Y € x(Q) e (z,...,2") coordenadas locais em Q. Se
; 0 0
— % k l
w = w;dx , X=X 90k , Y=Y Pl
entao tem-se que
Ow; | - ; 9] 0
dw(X,Y) = —— xR v
WX, Y) az7 ( ark axl)
Owi j i i xk 9 yl 9
= 34 (dx7®dx —dz ®d:cf)< 9k 81:1)
= g“’; (XIYi - Xiy9)
Por outro lado
X [w)] = X*F 2 (wiY?) = XFw; 35 o D
YV [w(X)] =YV (wY?) = Vi 25 + VIXT 3“;
W([X,Y]) = widet ((X*5% - v* g;f,f) ) =wi (XH 9 —yHox)
donde se conclui
Ow;

X w@)] =Y - [wX)] - w(X,Y]) = 5= (XY = X'Y) = dw(X,Y)

Ozi

(21)



c)
Pela alinea anterior temos que
d'(X,Y) =X - [W'(Y)] - Y - [w'(X)] - ' ([X, Y]) (22)
Usando a alinea a) obtemos também

wé ANA(X)Y) = (w; ®uw —w ®w§-)(X, Y)= w;-(X)wj(Y) fwj(X)w;-(Y) =

= —Vxuw(Y)+Vyw'(X)= X" [w)]+w"(VxY)+YV [w(X)] -w'(VyX) (23)
Somando as duas expressoes ficamos com
dw'(X,Y) 4+ wi A (XY) =0 (VxY = Vy X — [X,Y]) (24)
Sendo a conexao simétrica, V satisfaz VxY — Vy X — [X,Y] = 0 e portanto obtemos o resultado pretendido

dw'(X,Y) = —w! A (X,Y) (25)

d)
Por definicao de tensor de Riemann tem-se
RxyXi=VxyXi = [Vx,Vy]X; = Vixy1Xi = Vx(Vy X;) + Vy(Vx X;) (26)

Fazendo uso da primeira identidade provada na alinea a) obtemos

RxyXi = w/([X,Y])X, - vX( (Y)X<)+Vy (wg(X)Xj)
= WX YDX) — (X - [l (V))X;) — Wl (V)Vx X, +

(Y [(XmX'+w<>vaj
= X Rl -Y W0 - W (X YD X -

(
—w] (V)wh (X)X, + w! (X)wk (V) X,
(

7

Xl (V)] =Y - [l (X)) =] (X, YD} X5 +

7 (3

{
—l—(w ®w —wj ®w)(X,Y)Xk
X

W] =Y W (0] = Wl (X YD } X + 0] AWb(X,Y) X, (27)

Utilizando agora a identidade provada na alinea b) para a 1-forma de conexao wf obtemos o resultado
pretendido:

Ry X; = —dw! (X, Y)X; +w! Awh(X,Y) X, = [ A (X,Y) 4wl AWk (X, Y)}X (28)
Obtemos as forma de curvatura através de
QF(X,Y) = wF(Rxy X;) = —dwF(X,Y) + o’ AwF(X,)Y) VXY € x(Q) (29)

Pelo que QF = —dwF + w! A w;?.



Consideremos a métrica de Poincaré dada por

g:%dm@dm—i—y—tdy@dy:w”’@)w”’—&—wy@wy (30)
com w® = %dm ewy = %dy.
Uma vez que a base {w*, w¥}, dual de {y%, ya%}, é ortonormal tem-se que w;- = fwf. Logo
wy =wy =0 wy = —wy (31)
Podemos determinar as formas de conexao usando a 1%equagao estrutural de Cartan:
dw® = —%dy/\dm: —wY AW =" /\wg—i—wy/\w; :wy/\w?gj
= wy = —w' = —w} (32)

As formas de curvatura sao determinadas pela 2%equacao estrutural de Cartan. As Unicas nao-nulas sao

Qy = - = —dw, =dw" =d (ydw) = —?dy ANdr = w® AwY (33)

Visto que Q; = Rijkl w® A w!, concluimos que

x _ — Y — —= —
Todas as outras componentes do tensor de Riemann (que nao estejam relacionadas com estas por relagoes de
simetria) sdo nulas.
As componentes do tensor de Ricci sao

Ryy = Rayay + Ryyyy = Rayey =1 (35)
Ryy =Ry, =0
Finalmente, a curvatura escalar é igual a
R=Y " Rii=Rux + Ryy =2 (36)
5.
Sendo o elemento de linha
ds* = A2(r)dr? + r?(d6* + sin” Odp?) (37)
podemos escrever a métrica na forma
g=w uw +w @uwl +wf Rw? (38)
onde w” = A(r)dr, w’ = rdf, w? = rsinfdy.
A base {w”,w? w¥} é a base dual de {ﬁ%, %%, S %} e é ortonormal. Portanto
Wl =wf = wg =0
of =~
w; = —wy (39)
wi = —wy

e



Usando a 1%equacao estrutural de Cartan obtemos as formas de conexao:

dw” = Ozwe/\wg—l—w“’/\wz;
1
6 — — r 0 _ 6 © 0
dw dr A df rA(r)w AW’ =w' ANw, + w7 Aw,,
1
dw® = sin@dr Adp+rcosfdf Adp = W AW+ W AWP =W Aw? +w AW
rA(r) rtand
_ 1
w;”pirAl(r)wga
P _
I B e vt
wT:rA(r)w

As formas de curvatura nao-nulas sao

Q) = —dwj+wf Awl, = dw! —wf ANwf =
= —WdrAw9+%dw9+WweAw9:
= _WWTAWQ+7%wTAw0:—7A§(T)C§fwTAw9
% = *dwiw;wﬁ:d(cosed@—ﬂ%%wmwe:

— i 1 0 w_i 1 _ 0 »
sm@d@/\dgo—&—rQAQ(T)w Aw =3 (AQ(’I") 1>w Aw

Q= —dw;—i—wi/\w;:d wf N’ =

Lwtp + ;
rA(r) r2A(r) tan 6
A(r) +rdd

1
= 7 T A w? dw? — OAw? =
r2A3(r) wiAWT S rA(r) n r2A(r) tang” Y
A(r) +rdad 1 1 1
- _ T 0" A w? A wW? 0 Aw? — % Aw? =
r2A3(r) wIAWT 7"2A2(7')w wrt r2A(r) tan g r2A(r) tan ge
I %w" A w?
n rA3(r) dr
Daqui podemos ler as componentes do tensor de Riemann:
1 dA o 1 1
s = T = - — = — - ].
R 6ro R QT TAg(’I") dr R whp r2 (AQ(T) >
As componentes nao-nulas do tensor de Ricci sao
2 dA
R.. = Roror + Ryrpr = Rror Rrgro=——5—~—
oror T org oro + frprg rA3(r) dr

1 dA 1 1
Roo (

A2 1> = Rrpre + Ropop = Ryp

Rr9r9 + RLpanO = - r A2 (’I")

TA ) dr 2

e portanto o escalar de curvatura é igual a

4 dA 2 1
= Tr - - 7_1
R= Ror o+ Foo + R rA3(r) dr + 72 <A2(7“) )
Quando A?(r) = 1_17,2, %% = r e obtém-se
4 2 9
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(45)

(48)

(49)

(51)



Quando A?(r) = 1+1T27 %% = —r e obtém-se

R:—%(fr)+%(l+’r2—l) =46 (52)

Vejamos agora para que fungoes A(r) é constante a curvatura escalar. Para isso comecemos por definir a
nova fungao W (r) = A=2(r). Partindo da expressio (50) a curvatura escalar escreve-se entao

R=2M 2y (53)

r dr T

Esta é uma equacao diferencial de primeira ordem para W e a solucao é
R
W(r)=1+ ErQ (54)

Portanto as fungbes A(r) para as quais a curvatura escalar é constante sdo as fungdes cujo quadrado é da
seguinte forma
1

2(,) —
A(r)_l—k%r?

(55)

Notamos que obtemos S® e o espaco hiperbélico quando R é igual a —6 e 6, respectivamente.

6.
No exercicio 4 da 2%série de problemas provamos que as trajectérias de particulas materiais sujeitas ao
2 1
potencial gravitacional ¢ = R* — R, solucdes das equacoes dd;g = — gfi (i = 1,2,3), sdo geodésicas da
conexao simétrica definida por
0 0 0
I'f = ¢a Ftyt = ﬁa Iy = ﬁ (56)
or oy 0z
a)
A base dual de {Bt’ B 3y, L} é{wh = dt,w® = dz,w?¥ = dy,w” = dz}. As formas de conexdo sdo obtidas

através da expressao w; = F}W w”*. Deste modo, resulta que todas as formas de conexfo sido nulas excepto

wf =T§dt = %dt, wy =TY,dt = a—ydt, w;i =T dt = adt (57)
b)
Da férmula da derivada covariante para formas temos, em coordenadas locais (z° = ¢, 2! = z,2% = y, 2% = 2),
0 0 0 0
Vgt <8x> = (dt (am)) —dt (Vax)
0
_ k _ t
- _at (F”a k) - T
— V.o dt=-T}ds
o

—  Vdt=-T};da’ ®da’ (58)

Como todos os simbolos de Christoffel com indice superior igual a ¢ sdo nulos o resultado segue imediatamente

Vdt =0 (59)



As formas de curvatura obtém-se facilmente a partir das formas de conexao, usando a 2%equagao estrutural
de Cartan
. . L .
Q) = —dwj +wj Awy, (60)

Uma vez que qualquer forma de conexao com indice superior igual a ¢ é nulo, segue imediatamente que
Qﬁ:Qi:QZ:Qi:O (61)
E também facil ver que, se nenhum dos indices é igual a t, entao a forma de curvatura é nula
Q=0 =0=0=0=0Y=0, =0, =Q, =0 (62)

Portanto, restam apenas

Qr = —d(2dr) = Codt ndw + LLdt Ny + LLdr nde

oyox 0z0x
Yy _ 9¢ _ 9% fott) 9%

_ (20 = 20 2% 0%
Of = —d (%2dt) = ZLdt Ndo + ZLdt Ndy + T5dt N dz

d)

Da alinea anterior podemos ler directamente as componentes do tensor de Riemann:

e _ 929 ) Re. — 0%
tte — BgQ tty — 8y26;E ttz 8228:3
Y _ 079 Y __ 99 y 0%
Ry, = D20y R tty = oy” Ry, = 920y (64)
2 2
Rz, = (o) Rz, — 0~ ¢ Rz, = fot}
tte — 9z0z tty = Oydz ttz T 922

Se V fosse a conexao de Levi-Civita de alguma métrica pseudo-Riemanniana em R*, entdo (pelo exercicio
1) o tensor de Riemann tinha que ser simétrico em relagio a troca de pares de indices. Para V ser a conexao
de Levi-Civita de alguma métrica pseudo-Riemanniana tem que ser entao

0%¢

— 4. Rk
Rittj - gsz ttj — Gik aaﬂﬁxk

Rtjit =0 (ivj» k= t,z,y, Z) (65)

Sejam G e ®; a matriz e os vectores coluna, respectivamente, definidos por

gt Gtz Gty Gtz 89 P
Gyt Gyz  Gyy YGyz Dz 0y
9zt YGzx YGzy Yzz 3245
O0xl 0z
Deste modo as equagdes (65) escrevem-se simplesmente
G(I’j =0 (.7 = t,x,y, Z) (67)

Uma vez que as trés tltimas entradas dos vectores ®; sdo exactamente as componentes nao-nulas do tensor de
Riemann, exigir que R%_; # 0 é equivalente a dizer que a matriz G tem nulidade maior ou igual a 1 e portanto
é singular. Assim, se V nao fosse a conexao de Levi-Civita de alguma métrica pseudo-Riemanniana g entao
g(-,-) teria que ser uma aplicagdo degenerada contrariando a hipdtese de g ser métrica.

Portanto, V nio é a conexio de Levi-Civita de nenhuma métrica pseudo-Riemanniana em R*.



e)

O tensor de Ricci obtém-se a partir do tensor de Riemann por contraccao dos primeiro e terceiro indices:

Pp %9 %9 2
Ry = Ratat + Rytyt + Rotzr = — (32 + v + 82> =—-V%¢ (68)
R; =0 se i#t ou j#EU (69)
Portanto o tensor de Ricci é
Ray = —V%¢dt @ dt (70)
Daqui concluimos que
Rap = 47T, = dpdt @ dt — V2 = —4mp (71)

Seja (@, (,)) uma variedade Riemanniana associada a uma sistema mecénico, K : TQ — R a energia
cinética dada por K (v,) = 5 (vp,vp), pn: TQ — TQ* o operador de massa definido por p(v,)(wp) = (vp, wy),
c: I — Q uma curva C* e (¢}, ...,q") coordenadas locais em Q. Vejamos o resultado da transformagao de
Legendre de cada um dos vectores de base 8?11' através do operador u(%):

DeN(ON _ /De N _[(d¢ ;g\ 0 O
() o) = Carag) = (i) 5
(i g\ (OO
— (dt +14,.4'¢q oq)’ Oq (72)

No problema 7 da 2%série de exercicios provamos que esta 1ltima expresséo é igual ao primeiro membro da
equacgao de Euler-Lagrange em que o Lagrangeano era dado por L = (c ¢), ou seja, a energia cinética K (¢).

Sendo assim, temos
Deé 0 dg¢? ; o 0
— - = S M
M(dt><5q’> (dt+ ”“qq)<3 3(1>
2i0i T T agag? T ag

4 (0K\ 0K
dt \ O¢* qt

d (0K oK (0
- - . — d J n
i (a) ~ ) () (%)
Uma vez que a expressao ¢ valida para qualquer vector da base aiqﬂ conclui-se que
D¢ d (0K oK -
—— = | =y — J 4
w(%) =1 (G) - o) ™)



Para um sistema mecénico conservativo (@, (,),—dU) a lei de Newton escreve-se da seguinte forma

D¢
Usando o resultado do problema 7, obtemos entao (tendo em conta que U = U(q))
D¢ d (0K oK 4 ou | .
— = — == ) —==|d¢" = —dU = ——dq’
“(dt) [dt(aq'z) aqz] ! g

HOR X
at\ag ) og o | T
d (0K -U)\ O(K—U)
dt( g’ )_ oq'

— { } dg' =0 (76)

ou seja, os movimentos do sistema mecanico conservativo sao as solucoes das equacoes de Euler-Lagrange para
o Lagrangeano L = K —U.

Como vimos na aula, a conexao de Levi-Civita é definida pela seguinte expressao:

2<<VxY, Z>>=Y << X, Z>>4X << Z,Y >> -Z << X,Y >>
— << X[V, Z] >> 4+ << Y, [Z,X] >> + << Z,[X,Y] >> (77)

Usando a relacio <<, >>= e2” (,) obtemos

Y < <X, Z>>=Y(e*(X,Z)) =Y (X, Z) + (X, Z) Y (e*)

= Y (X,2)+(X,2)Y(2p)} (78)
X < <ZY>>=X(*(Z2,Y))=e*X(Z2,Y)+(Z,Y) X(e*)

= {X(Z2Y)+(Z2Y)X(2p)} (79)
7 < <X,)Y>>=Z(E*(X,)Y))=e*Z(X,Y)+ (X,Y) Z(e*)

= {Z(X,Y)+(XY)Z(2p)} (80)

Portanto,

2 < <VxV,Z>>=e{Y(X,Z)+ X (Z,Y) - Z(X,Y)
+(X,2)Y(2p) +(2,Y) X (2p) = (X,Y) Z(2p)
—(X,[Y, Z]) + (V. [2, X]) + (%, [X, Y]) (81)

Usando novamente a expressao que define a conexao, agora para a conexao V, obtemos

2 < < VxV,Z>>=2(VxY,Z) +
+e2{(X, Z) Y (2p) +(Z,Y) X (2p) — (X.,Y) Z(20)}
= 2<<VxY,Z>>+<<X,Z>>Y(2p)+
< Z)Y >> X(2p)— << X,Y >> Z(2p)
2<< VXY, Z>>+2<< X, Z >>dp(Y) +
2 < <ZY>>dp(X)-2<< XY >>dp(Z)

A

— << VxY,Z>>=<< VxY,Z>>+ << X, Z>>dp(Y)
+ < <Y, Z>>dp(X)- << XY >>dp(2) (82)



Sendo gradp = u~1(dp), entdo dp(Z) = p(gradp)(Z) = (gradp, Z). Logo

<< VxY,Z >>=<< (VxY +dp(Y)X +dp(X)Y), Z >>

— << XY >> (gradp, Z)
=<< (VxY +dp(X)Y +dp(Y)X),Z >> — (X,Y) << gradp, Z >>
=<< (VxY +dp(X)Y +dp(Y)X — (X,Y) gradp), Z >>

Uma vez que esta expressdo é vilida para todo o Z € x(Q), concluimos que

VxY = VxY +dp(X)Y +dp(Y)X — (X,Y) gradp

10.
a)

Com o Lagrangeano dado por L = (i + 1202) — U(r), as equacdes de Euler-Lagrange escrevem-se

) ) ;
& (97) — =0 {v'"'—r92+cff,f——0
d (8 oL _ A v 5
i <a§> 35 0 r(2i0 +10) =0
Portanto,
dE d 1,5 o9 T 0 255 | . dU
pral [2(7“ +r°0 )+1J(T)] =7+ 2(2rr9 + 2r 99)+rdr

- 7 7'*+r92+ﬂ _|_7~29.é:7'~ 7'4—7'0.2—1—@ +7“20.9.+27’7;9-2
dr dr
= f(fréerdU)Jrré(%éeré)O
dr
a_d
dt — dt

ou seja, a energia F e o momento angular [ sao primeiros integrais.

{7‘29} = 2770 + 120 = r(270 + 70) = 0

b)

Comegamos por notar que

Fazendo entao as substituicoes
i? = 2(E - U(r)) — %6 0=—

ficamos com

(dr)Q_z(E—U(r))—r?éQ_2(E—U(7’))_ o _2UE-U@)
@) : S " '

02 02 12
Para U(r) = —1/r obtemos

a0 —r'=—r +5r°—-r

(dr)2_2r4(E+i) s 2B, 2.4
- 12 12 12

10
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Com a mudanga de variavel

1 dr 1 du
_ = - - 92
YT T @ u2do (92)
a equacao acima obtida escreve-se

1(du>2 281 21 1

PR

ut \ do
du\®> 2E 2 )
Derivando em relagao a 6 obtemos
du d*u 2 du du d*u 1
- =220 9u— — - == 94
9z Zds de T (04)

(tendo ficado de fora a solugao u(f) = c'¢)
Podemos resolver esta equacao diferencial linear de segunda ordem pelo método da variacao das constantes.
Para a equagao homogénea temos

(D*+1)u = 0 =
u(l) = c1e + cpe™?
¢l 4 e—ib it _ o—i0
= (ata)——+(a-a)—7
= kycosO + kysinf (95)
Uma vez que u(f) = %2 é uma solucao particular do problema, concluimos que a solucao geral é
1
u(f) = 2 + k1 cos B + ko sin @ (96)
Portanto,
() = — = - o7)
w(@) 14 12(ky cosf + kysin6)
d)

Vejamos quais as trajectérias que correspondem a solucao da alinea anterior. Para isso passamos para
coordenadas cartesianas através da mudanga de coordenadas

x =rcost
{ y =rsinf (98)
Entao (97) escreve-se
7+ 1% (kyr cos @ + korsin ) = 12 = Va2 +y2 =12 (1 — kix — koy)
1— 1%k 1—14k3
L2+ Ly? — ki koxy + 2k1x + 2koy = 1 (99)

4 I4
A ultima equacao é uma equacao quadréatica em = e y e portanto as trajetorias das particulas no potencial de
Coulomb sao as cénicas.

O teorema de Jacobi permite identificar os movimentos do sistema mecénico conservativo (@, (,) , —dU) com
energia mecanica h com as geodésicas, a menos de reparametrizagio, de (Qp, ((,))) onde ({,)) é a métrica de

Jacobi:
(o =2 =U) () (100)
eQrn={peQ:U(p) <h} SendoU(r)=—-1e
.0 .0 .0 .0 o 949
<rar+980’rar+989> = (7“ + 70 ) (101)

concluimos que as cénicas com energia mecanica 0 sio as geodésicas de (R?,((,))) onde ((-,-)) = 2(-,-). Uma
vez que as geodésica da métricas ds? = %(alr2 +7r2dh?) e ds* = %(dr2 +72d6?) sdo iguais, obtemos para geodésicas
de R*\{(0,0)} (na origem o potencial ¢ infinito) com a métrica ds* = 1(dr* + r2d6?) as cénicas com energia
mecanica nula e estas sao exactamente as parabolas cujo eixo intersecta a origem e cujo lado concavo contém a

origem.
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