Resolucao Sumaria da
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1. Mostre que se a distribuicdo X é dada localmente pelos niicleos das formas w™, ..., w

¥ =ker(w')N...Nker(w"™™),

entdo X é integravel sse
do' Awr AL AWM =0

parai=1,...,n —m.

Resolugdo: Completamos {w!,...,w" ™} num co-referencial {w!, ..., W™ ™ 0 ...60™}
e tomamos o referencial dual {Y1,...,Y,_m, X1,...,X:n}. Note-se que {Xy,..., X} é
uma base local para a distribuicao . A condigdo

A ANw' A AW =0

equivale a condicdo de que as componentes de dw’ em 67 A §F sejam nulas, i.e., 3 condicdo
de que dw' se anule em X. Por outro lado, temos

dw' (X, Xp) = Xj - w'(Xp) = Xi - w' (X)) — 0 ([X;, Xx]) = —" ([X;, Xx)),
uma vez que w'(X;) = 0. Concluimos ent3o que

Y éintegravel & [X;, X;l € X (j,k=1,...,m)

@wi([Xj,Xk])zo (i=1,....n—m; j,k=1,...,m)
S do' (X, Xk) =0 (i=1,....n—m; j,k=1,...,m)
Sdl AN AGT=0 (i=1,...,n—m).

. Uma roda de raio R rolando no plano xOy sem escorregar define no espaco de configuracoes
Q=S xS xR? 3 (p,v,z,y) a restrigdo

Y = ker(dx — R cos ¢di) Nker(dy — R sen pdy).

a) Mostre que se trata de uma restricdo ndo holénoma.

b) Mostre que existe um caminho compativel com esta restricdo unindo dois quaisquer
pontos do espaco de configuracdes.



c) Supondo que a energia cinética da roda é dada por
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escreva as equagdes do movimento e resolva-as. Qual o significado fisico da forca de

reaccao?
Resolucao: Para ver que se trata de uma restricdo nao holénoma basta ver que por exemplo
dw' Awr Aw? = Rsenpdp A dip Adx A dy # 0.

Para construir um caminho compativel com a restri¢cdo unindo os pontos (¢1,%1,21,y1) €
(2,2, T2, y2) comegcamos por observar que os caminhos do tipo

a(t) = (o + f(t), %o, zo, yo);
B(t) = (po, Yo + f(t), ro + Rcospof(t),yo + Rsen o f(1)),

onde g, Yo, xo,yo sdo constantes e f : [0,1] — R é uma fungdo C° crescente tal que
todas as suas derivadas se anulam em ¢t = 0,1, s3o compativeis com a restricdo. Além
disso, concatenando caminhos deste tipo obtém-se caminhos de classe C*° compativeis
com a restricao.

Sendo (z2 — x1,¥2 — y1) = (rcos6,rsend), existe um caminho do tipo « que leva
(p1,%1,21,9y1) em (0,41, 21,y1). Concatenamos este caminho com um caminho do tipo
B que leva (6,91,21,91) em (6,€,22,y2), onde § = 1 + ;. Se § + 21 = 2 mod 2,
concatenamos um caminho do tipo 3 que leva (0, &, x2,y2) em (0, +n, x2+a, y2+b), onde
(a,b) = Rn(cosf,senf), com um caminho do tipo « que leva (0,& + 1, z2 + a,y2 + b) em
(O+7,&+n, x24a,yz2+b), com um caminho do tipo (3 que leva (0+m,&+n, x2+a,ya2+b)
em (0 + m, &+ 2n,22,y2) = (0 + m, 12, x2,y2). Finalmente, existe um caminho do tipo «
que leva (6 + m, 19, x2,y2) em (p2, 19, 2, y2).

As equacdes do movimento s3o
Dq
=) =R,
“(ﬁ)



onde

D¢\ _[d (0K 0K]
Flar ) = lat \8¢ ) ~ agi |
= Ipdyp + J@dp + Midx + Midy

R = Ai(dz — Rcos @diy)) + Aa(dy — Rsen pdi))

para certas fungdes A1, Ao a determinar. Juntado as equa¢bes do movimento as equacdes
de restricdo, temos entao

Jo=0
Izl} = —RcospA — Rsen plg
Mi =X\
Mij = Ao
& = Rcos gm/}
y = Rsen (pzﬁ
Da primeira equacio obtemos
o(t) = wt + @0

onde w € R é constante; derivando a quinta equac3do e usando a terceira vem
A1 = MR(—wsen i) + cos 1)),

e analogamente . )
A2 = M R(w cos pth + sen p1)).
Substituindo na segunda equagdo obtemos

(I +MR?)) =0 1p(t) = Qt + 1o
onde Q2 € R é constante. Finalmente da quinta equagdo vem (supondo w # 0)
= RQcosp < x(t) = R% sen ¢ + xo
e analogamente
y=RQsenp < y(t) = —R% €os ¢ + Yo.
Como vimos acima,
A1 = MR(—wsen 1) + cos 1)) = —M RwQ sen ¢;
Ao = M R(w cos pi) + sen pip) = M RwS2 cos ¢,
donde se conclui que
R = —M Rw$2sen pdx + M RwS cos pdy

A forca de reacg¢do pode ser interpretada como uma forga de atrito normal a trajectéria da
roda no plano xOy que obriga a roda a curvar por forma ao seu movimento ser compativel
com a restricao.



