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Apresente os calculos

1. Calcule
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2. Calcule a area da regiao plana, de area finita, limitada pelas linhas de
equagoes y = 2% e y = |z|.
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4. Calcule a série de Mac-Laurin de ¢(x) = / € ;
0

dt.

5. Considere a fun¢ao f : D — R, em que D é o conjunto aberto {(x,y) :
sen (2 + y*) # 0} J{(0,0)}, definida por
2
Ty
——F se (=, 0,0),
flag) = { sen(ary 0700
0 se (z,y) = (0,0).
a) Calcule os limites de f em (0,0) ao longo de todas as rectas que passam
pela origem.

b) Calcule o limite em (0,0) da restrigao de f ao conjunto
S={(x,y)eD :z=y* Ay#0}.

c¢) Estude a continuidade de f em cada ponto (z,,y,) € D. Justifique que
o dominio de diferenciabilidade de f é D\ {(0,0)}.

d) Calcule f{, 5 (a) quando a = (0,0) e quando a = ((r/2)"/?,7'/4).

6. Considere a fungao f(z,y) = y* — z(x? — 1). Calcule e classifique os seus
pontos de estacionaridade. Esta funcao tem extremos absolutos? Justifique.

7. Mostre que nao existe uma funcio f : R? — R com derivadas parciais de
2" ordem continuas tal que:

af _ of _ e
o (0,y) = —seny e By (x,0) = €”.
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8. Seja ¢ um real ndo nulo e f : R*> — R uma funcio de classe C"' que
verifica a condigao
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a) Considere a fungao vectorial ¢(u,v) = (u—2|—v’ U;CU) Calcule as  (2.2)

derivadas parciais de 1% ordem de g = f o .

b) Mostre que existe uma fungao h : R — R tal que f(x,y) = h(z — cy). (1.3)



Resolucao

1. Integrando duas vezes por partes:

/ x2senxdx:[—x2cosx]g+2/ zcoszdr =7 + 2 [z sen x|
0 0

s
—2/ senzdr = 72 + 2 [cos x| = 7 — 4.
0
O segundo caso é uma integracao imediata:
2
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/ 8T fu = / log z(log z)’ dz = = [log” r]] =2
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Nota: este resultado também se obteria muito facilmente com a mudanca de
variavel u = log x.

Quanto ao terceiro integral, fazemos a mudanca de varidavel u = arcsenx,
/

v = A
Va2
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Note-se que também este caso se poderia ter considerado como uma inte-
gracao imediata.

2. As abcissas dos ponto em que as duas curvas se intersectam sao dadas
por |z| = 22, ou seja, z = —1, 0 ou 1. Observando que, z € [—1,1] = 2% <
|z|, concluimos que a regiao mencionada consiste em todos os pontos (z,y),
tais que z € [—1,1] e 22 < y < |z|. Como as fungoes x +— |z| e z — 2? sdo
pares, a area pretendida é dada por,

/_11(|:1:|—xQ)dx:2/01(a:—x2)dx:2(%—%) :%.

3. Para levantar a indeterminacao 8, usa-se a regra de Cauchy:
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4. Sabemos que ¢/ (z) = . Como e* = E i 142+
k=0

+...,
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obtemos ' (x) = 1+§+§+. .. Como sabemos que os termos desta série sao
iguais as derivadas dos termos da série de Mac-Laurin de (), entao estes
ultimos podem ser obtidos por primitivacao daqueles. Assim, atendendo a

que ¥(0) = 0 (o que permite ajustar a constante de primitivagao),

a72 1'3 = xk
¢(I)—x+—+ﬁ+“'—kzlﬁ.

5. a) Cada recta que passa por (0,0) é dada parametricamente por
(z,y) = t(a, B), com (a, ) € R? nao nulo, fixo, sendo ¢ € R um parametro
arbitrario. Por um lado,

RN 0 R
t—0 sen [(at)2 + (Bt)Y] =0 sen [t2(a? + B412)]

t2(a? + p4?) a3’
o ey * s
af%t

tl_I% a? + BAt2 =0,
Por outro lado, quando t = 0, f(a0,30) = f(0,0) = 0. Concluimos assim

que existe e é nulo o limite de f em (0,0) ao longo de qualquer recta que
passe pela origem.
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¢) Consideremos, em 1° lugar, (,,1,) € D\ {(0,0)}. Tanto (z,y) — xy?
como (x,y) — z%+ y* sdo funcoes polinomiais e, portanto, diferencidveis em
R?. Por sua vez, u — senu, é diferencidvel em R. Entdo, pelo teorema
da derivada da fungdao composta, (x,y) — sen (2? + y*) é diferencidvel em
R?. Como o quociente de duas funcoes diferenciaveis num ponto em que o
denominador nao se anule define uma funcao diferencidavel nesse ponto, con-
cluimos que f é diferenciavel, e portanto continua, em (x,, y,).

Em 2° lugar, consideremos (z,,y,) = (0,0). Em a) conclufmos que a restricao
de f a cada recta passando por (0,0), tem limite 0 em (0, 0). Por outro lado,
em b) concluimos que a restricao de f a S, tem limite 1/2 em (0,0). Ora, se
o limite de f em (0,0) existisse, entdo os limites das restrigdes de f a todos
os subconjuntos de D tendo (0,0) como um ponto aderente seriam iguais.
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Concluimos assim que f nao tem limite em (0,0). Logo, f nao é continua, e
portanto nao é diferenciavel, em (0,0).

d) Caso a = (0,0). Como f nado é diferenciavel em (0,0), usamos a
definicao de derivada direccional:

f(t,26) = f(0,0) . at*
/ o > _
f(L?)(O’ 0) = ll_r)% t I sen (12 4 16t%)
2 4 2
i (t* 4 16t*) o« 4t _4
t—0 | sen (2 + 16t%) 2 4 16t

Caso a = ((7/2)/%,71/*). Como f é diferencidvel em a,

0F 1 o2t

(@ = VF(0).(1.2) = 5 (0) + 25 (a)

Uma vez que,

of . y?sen (2 +y*) — 222y? cos(a® + y*)
5_(a) - 2( 2 4
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e
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— V2,

sen2(3m/2)
concluimos que
flo(a) = —Vm - 2v/2V/73.
6. Como

of

(9f
2 — =
B (z,y) 37+ 1 e oy (x,y) = 2y,

resulta Vf(z,y) = 0 sse (z,y) = (=372,0) ou (z,y) = (37'/2,0). Estes sdo
os ponto de estacionaridade de f . Como f é de classe C?, tentemos usar a
informacao dada pelos termos de 2" ordem da respectiva férmula de Taylor.
Assim,

o2 f o f
@(:an) = —06x ) ayax(‘ray) =0 € a_y2<x>y) =2.




Logo, designando por H(z,y) a matriz hessiana de f no ponto (z,y),

H(—3"12,0) = {2‘0/5 g] 111(3—1/2,0):{_20\/g g}

Os valores préprios de H(—371/2,0) sdo 2/3 ¢ 2. Como sdo ambos estrita-
mente positivos conclufimos que f tem um minimo local em (—371/2,0). Os
valores préprios de H(371/2,0) sdo —2v/3 e 2. Como sdo ambos nio nulos e
de sinais diferentes, concluimos que (371/2,0) é um ponto de sela de f.

A funcao f nao pode ter maximo absoluto porque, como se viu, nao tem
maximos locais. Por outro lado, nao possui minimo absoluto porque nao é
minorada. De facto, f(z,0) = —z(2* — 1) — —o0, quando x — +o0.

7. Se f: R? — R tem derivadas parciais de 2" ordem continuas, entéo,
*f _ Pf 2

= em R”.
oxdy  Oyor
Suponhamos, entao, que existe uma funcao f que satisfaz as condigoes dadas
no enunciado. Das igualdades do enunciado, resultam

pelo teorema de Schwarz,

0*f 0*f
ax—ay(o’y)__cosy ° Pyor ———(2,0) =
o que implica
0% f 0% f
2 0,00 = -1 —1.
83:8@/(0’0) e 8yax(0’0)
Portanto °f (0,0) # O (0,0). Somos assim levados a uma contradic¢ao
" 9zy " 7 Bydz 6a0-

Concluimos que nao existe f nas condigoes indicadas.

8.a) Pela definigdo do enunciado, g(u,v) = f(p(u,v)) = f(*L2, 26 )

Usando a regra da derivagéo da fungao composta, escrevendo (z,y) = ¢(u,
ou seja, v = “E e y = = e usando af + igi 0, obtemos

dg 8f8x+8f0y aflﬁfl_%(@fﬁaf) 0,
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Nota: as derivadas 8—£ e 8—5 acima sao avaliadas no ponto (z,y) = ¢(u,v).



b) A condicao %(u, v) = 0, para todo (u,v) € R?, implica que g(u,v) é,
na realidade, independente de u, ou seja, sé depende de v. Assim, podemos
escrever g(u,v) = h(v), onde h é uma fun¢ao em R de classe C'. Como

x:“TJ”’ey:u obtemos v =x — ¢y, e

f(z,y) = g(u,v) = h(v) = h(x — cy).

Nota: Esta igualdade é valida para todo (z,y) € R?, dado que, para cada
(z,y) € R?, existe um e um s6 (u,v) € R? tal que (z,y) = (42, %2), ou

2 7 2
seja, o é invertivel e a sua inversa estd definida em R?.




