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Resolugao resumida

1. Calcule os integrais seguintes:
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Resolugao:
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(1 val.) 2. Seja
A={(z,y) eR*: 2> <y <, x>0}

Esboce A e calcule a respectiva drea.

Resolucgao:

3

A é a regiao compreendida entre o grafico de y = x° e o graficode y =z com 0 < z < 1.

Logo,
! 1
area(A) = / (z —23)de = =,
0 4

3. Seja f(z) = sen(x?) — z*.

(1 val.) a) Escreva a série de Taylor de f em = = 0.
(1 val.) b) Determine a derivada ) (0).

Resolucgao:



a) Temos a série de Taylor,

2k+1 9 .CCG

f(:r):sen Z 2k+1) —at =% -2t +§—---
=0

b) O coeficiente de x40 da série de Taylor sera igual a f(zoé!(o). Ora, 2(2k +1) =

4k 42 # 40,Vk = 0,1,2, .... Logo, f*49(0) = 0.

(1.5 val.) 4. Calcule 77 com um erro inferior a 1073
Resolugao:

Tem-se 77 = f(—0.1) com

Jw) = 1—$_Zx

n=0

O médulo do erro de ordem n na férmula de Taylor de f é dado por

(-0.1—-0)"*t _
—0.1)] = | ———2—f"T(e)| < 107 (D)
’Tn( )| (n+ 1)' f (C) — ’

onde ¢ € [—0.1,0] e onde utlizdmos |f)(c)| = ](1 J+1| < jl. Para termos um erro

inferior a 1073 basta entdo tomarmos n = 3, obtendo

1
1= 1-0.1+40.01 -0.001+---

(1 val.) 5. Determine os pontos de estacionaridade de

2

g(:c):/ cos (%) dt.
0
Resolucgao:

Sendo a integranda uma funcado continua, pelo teorema fundamental do cdlculo vamos
ter

g () = 2z cos(z%).
Os pontos de estacionaridade serdo entdo dados por ¢/(x) = zcos(z®) = 0, ou seja,
r=0ouz= (g+kﬂ')é, com k=20,1,2,...

(1.5 val.) 6. Utilizando a férmula de Taylor calcule
1— 3
lim 7(305(:6 ) .
2—0 sen(x?) — 22

Resolucgao:

recorrendo a féormula da Taylor,

_l-cos(@®) . 1-(1-Z 4o(x?) -3
hm ﬁ — hm G = hm 7—6 = —3
v—0sen(z?) — 2% 2-042 — T 4 o(z10) — g2 20 2
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(1 val.) 7. Determine o gradiente de f(z,y) = 2? — 3> + 12y e calcule a sua derivada segundo o

vector v = (4,2) no ponto (z,y) = (1,1).

Resolucgao:

Vf(l,1) = <g‘£(1,1), %(1,1)) =(2,9)

o (LD = (2,9)(4,2) =26

(1.5 val.) 8. Sejam g(u,v) = (%, ,uv) e f: R3 — R? com

Df(x,y.2) = [ 2¢ 2y O }

z 0 =z

Calcule D(f o g)(—1,1).

Resolucgao:

D(fog)(—1,1) = Df(g(—1,1))Dg(—1,1) = [ _11 (1)

= O

9. Seja S C R? a superficie definida por  — 22 — 3% — 1 — 2z = 0.
(1 val.) a) Determine o plano tangente a S no ponto (2,1, —4).
Resolucgao:
Seja F(z,y,2) = x — 22 —y? — 1 — 2. A direccdo da normal a S no ponto (2,1, —4)

é dada pelo vector VF(2,1,—4) = (—3,—2,—1). Portanto, o plano tangente a S
no ponto (2,1, —4) sera definido pela equagao

(=3,-2,-1)-(z—2,y—1,2+4) =0,
ou seja,
3xr+2y+2=4.

(1 val.) b) Determine o ponto de S em que o respectivo plano tangente é horizontal.

Resolugao:



No ponto em que o plano tangente é horizontal a normal devera ser vertical. Sendo a
normal dada pelo gradiente da funcio F(z,y,2) =z — 2% — y?> — 1 — 2z, deveremos ter

OF
= 1-22=0
ox v
oF
= 9y=o0,
oy y
SR P
ouseJa,:n—Q,y— ez = i

10. Considere a fungao g(x,y) = 2% + y* — y3.

(1 val.) a) Determine e classifique os pontos de estacionaridade de g na regiao
24y < 1.

Resolucgao:

Os pontos de estacionaridade sao dados pelas condicoes

dg
ox v
dg 2
= =2y -3y =0
By Y Y )
de onde obtemos 9
(0,0), (0, 7).

'3
Note-se que estes dois pontos estao na regiao considerada.
Para classificar os pontos de estacionaridade recorremos a matriz Hessiana

) 2 o

em cada um dos pontos.

Assim, teremos
D?%(0,0) = 20
A 0 2
Sendo D?%(0,0) uma matriz diagonal, os respectivos valores préprios sio as en-
tradas da diagonal principal e, portanto, o ponto (0,0) é um minimo de g.
2
Para o ponto (0, g), teremos
2 2 0
2 — ) =
D'g(0,3) [ 0 9 ]

e, portanto, serd um ponto em sela.

(1 val.) b) Justifique que g tem extremos absolutos na regiao
22 +y? < 1 e determine-os.



(1 val.)

(1 val.)

Resolucgao:

Sendo ¢ uma funcao continua e a regido dada por xz? + y? < 1 um conjunto compacto,
pelo teorema de Weierstrass, havera pontos de maximo e de minimo de g nesta regiao.

No interior desta regiao os extremos de g estarao localizados nos pontos de estacionari-
dade determinados na alinea anterior, ou seja, o ponto (0,0) serd um ponto de minimo
de g.

Na fronteira desta regiao os extremos de g serao determinados pelo método dos multi-
plicadores de Lagrange, ou seja, pelas equagoes

2042 x =0
2y — 3y> + 2 y =0
2 + y2 = 1.
Da primeira equagao obtemos x = 0 ou A = —1. Destas duas condic¢oes conclui-se

imediatamente que os pontos a considerar serao

(0,-1), (0,1), (—=1,0), (1,0).

Sendo ¢g(—1,0) = b(1,0) = 1, ¢g(0,—1) = 2 e ¢(0,0) = ¢(0,1) = 0, concluimos que
(0,—1) é o ponto de maximo e (0,0) e (0,1) sdo pontos de minimo.

11. Considere a equacio x%y® — 2222 + y*z = 0.

a) Justifique que a equagao determina z como funcao de (z,y), ou seja z = f(x,y),
numa vizinhanga de (1,1,1).

Resolugao:
Seja F(x,y,2) = 2y — 2222 +y*2. Esta funcio é de classe C' em R3 e F(1,1,1) =

0. Sendo 8—(17 1,1) = =3 # 0, pelo teorema da fungao implicita concluimos que
z

existe uma vizinhanga de (1,1,1) em que o conjunto dado por F(x,y,z) =0 é o
grafico de uma funcao f, de classe C*, tal que se tem z = f(z,y).

b) Calcule Vf(1,1).

Resolugao:

Dado que numa vizinhanga de (1,1,1) temos z = f(z,y), da equacao F(x,y, f(z,y)) =
0, obtemos

OF OF of
8—F(l, 1,1) + 8—F(l, 1, 1)840(1, 1) =0,

oy 0z oy



(1.5 val.)

12.

ou seja,

oF
7(17171)
9 (1,1) = — 0z =0
Ox OF
@(171,1)
oF
8f 87(17171) 7
?y(l: 1) - = OF - g
5(17171)
e, portanto,
VA1) = (0,0)

Sejam A e B duas superficies compactas em R3. Seja d > 0 a distancia minima entre
Ae B, esejam p € A, q € B tais que ||p — ¢|| = d. Mostre que o plano tangente a A em
p é paralelo ao plano tangente a B em q.

Resolucgao:

Seja f(x) = ||z — ¢q||* a funcdo que mede o quadrado da distancia de z € R® a ¢ € B.
Por definigao de p e ¢, a funcao f, restringida a superficie A, terd um minimo em = = p.
Assim, o ponto p serd um extremo condicionado de f em A, ou seja, serd solucao do

sistema

Vf(z) =AVF(zx)

F(z)=0
em que A € R e F é uma funcdo de classe C'! que descreve, localmente em torno do
ponto p, a superficie A.

Sendo VF'(p) um vector normal & superficie A em p, a primeira equagao diz-nos que o
vector V f(p) é também normal a A em p.

Notando que Vf(p) = 2(p — q), concluimos que o vector p — ¢ é normal a A em p. Do
mesmo modo, se conclui que o vector p — ¢ é normal a B em gq.

Dado que o plano tangente num ponto é perpendicular ao vector normal nesse ponto, é
claro que o plano tangente a A em p é paralelo ao plano tangente a B em gq.



