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1. Determine o plano normal à linha

L = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 ; y = 0},

no ponto (2, 0, 4).

2. Determine o plano tangente à superf́ıcie

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
√

x2 + y2},

no ponto (1, 1,
√

2).

3. Mostre que a função f(x, y) =
1

1 + x2 + y2
tem máximo e ḿınimo no conjunto

Q = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ 1 ; |y| ≤ 1},

e determine os pontos correspondentes.

Resolução:

1. Note-se que L é o conjunto de pontos em R3 da forma (x, 0, x2) em que x ∈ R. Portanto, é a
linha descrita pela função γ : R → R3 definida por γ(t) = (t, 0, t2).

É claro que a função γ é de classe C1, g′(t) = (1, 0, 2t) e que (2, 0, 4) = g(2).

Sabendo que o vector g′(2) = (1, 0, 4) é tangente a L no ponto (2, 0, 4), o correspondente plano
normal será o conjunto dos pontos em R3 que verificam a condição

(1, 0, 4) · (x− 2, y, z − 4) = 0,

ou seja,
x− 2 + 4(z − 4) = 0.

2. Consideremos a função definida por f(x, y, z) = z −
√

x2 + y2. Note-se que f é de classe C1

no seu doḿınio e
S = {(x, y, z) ∈ R3 : f(x, y, z) = 0},

ou seja, S é o conjunto de ńıvel zero de f.

Portanto, o vector

∇f(1, 1,
√

2) =
(

∂f

∂x
(1, 1,

√
2),

∂f

∂y
(1, 1,

√
2),

∂f

∂z
(1, 1,

√
2
)

=
(
− 1√

2
,− 1√

2
, 1

)
será perpendicular ao plano tangente a S no ponto (1, 1,

√
2).

Assim, o plano tangente a S no ponto (1, 1,
√

2) será o conjunto de pontos que verificam a
condição

(x− 1, y − 1, z −
√

2) ·
(
− 1√

2
,− 1√

2
, 1

)
= 0,

ou seja,

−
√

2
2

(x− 1)−
√

2
2

(y − 1) + z −
√

2 = 0.



3. Sendo f cont́ınua e Q um conjunto compacto, f tem máximo e ḿınimo em Q.

Da definição de f, podemos concluir imediatamente que:

a) f(0, 0) > f(x, y) ∀(x, y) 6= (0, 0) e, portanto, a origem é o ponto de máximo absoluto de f.

b) Os conjuntos de ńıvel de f são circunferências centradas na origem e f decresce à medida
que ‖(x, y)‖2 = (x2 + y2) →∞, ou seja, à medida que o raio das circunferências aumenta.

Portanto, os vértices do quadrado Q são os pontos de ḿınimo de f porque se encontram sobre
a circunferência centrada na origem e de raio

√
2.

Note que a origem é um ponto de estacionaridade de f pois ∇f(0, 0) = (0, 0).
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