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14 Aula Pratica

I. Séries Numéricas.

Definigao.
+oo
Uma série E an diz-se convergente (em R) sse a sucessdo das suas so-
n=0
n
mas parciais, de termo geral S,, = E ay , for convergente (quando isto néo
k=0
acontecer, a série dir-se-4 divergente).
—+oo
Sendo S € R tal que S = lim S, , diz-se que S é a soma da série E G,
n—-s-4oo
n=0
escrevendo-se
—+oo
E a, =5 .
n=0
(Por vezes, o somatério comega num numero natural diferente de 0).
—+oo +oo
Uma série E ay diz-se absolutamente convergente sse a série E |an]|
n=0 n=0
for convergente.
+oo
Uma série E a, diz-se simplesmente convergente (ou condicional-
n=0

mente convergente) sse for convergente mas nao for absolutamente conver-
gente.

Tem-se o seguinte resultado importante:

Proposigao.
+oo
a) E an ¢ convergente—> lim a, =0.
n—s-4oo
n=0
400
No entanto, pode acontecer que se tenha hn—ls- a, =0, sendo g a, diver-
n—--—1:0o0
n=0
gente , como veremos , mais adiante, quando apresentarmos a série harmdénica.
+oo +oo
b) E a, € absolutamente convergente—- g |an| é convergente.
n=0 n=0



Exemplos.
1) A Série Geométrica de Razao = .

+oo

doat=l4z+a®+- 42"+

n=0

1

Esta série converge sse |z| < 1, tendo-se:
“+o0
<l= "= .
2] Dot =1

n=0
+o00
Por exemplo,z (%)n é convergente, tendo-se:
n=0
*2"’ (1)” R S
- - =
o 2 1—-3
+oo
Mas, Z 3™ é divergente.

n=0

2) As Séries Redutiveis ou de Mengoli.

Estas séries tém a forma
+oo

Z (an — an1) -

n=0

Estas séries convergem sse (a,,) é convergente, tendo-se:

—+oo
lim a .
e n+1

(an) é convergente = Z (Gn — @ny1) = ag —
n

n=0

1

“+oo
1 : :
Por exemplo, Z (n—H — m) é convergente, tendo-se:

n=0
=X/ 1 1 , 1
Z — =1— lim =
= n+1l n+2 n—-+oo N + 2



3) Séries de Dirichlet.

Estas séries tém a forma

—+o0
E — , sendo o um ndmero real fixo .
n

n=1

Estas séries convergem sse o > 1 .

+oo
Por exemplo, a série harmodnica: E % =1+ % + % 4+ % 4+ 8
n=1
+oo
divergente; mas g E oz sao convergentes.
n2
Séries de Termos Nao-Negativos.
Critério Geral de Comparagao.
+oo +oo
Sejam g an € E by, séries tais que, a partir de certa ordem, se tenha
n=0 n=0
0<a, <by
Entao:
a)
+oo +o0
g b, é convergente —> E an € convergente .
n=0 n=0
b)
+oo —+o0
E an é divergente — E b,, é divergente .
n=0 n=0
Como consequéncia do critério anterior, tem-se:
Corol4drio.
+oo —+o0
Sejam E an € E by, séries de termos positivos tais que
n=0 n=0
. a"ll
lim —=1[l,com0<l<+oc0.
n—-s—4oo n
Entao:
—+o0
E G € E b, tém a mesma natureza (isto é, sdo ambas convergentes ou ambas divergentes).
n=0



Critério da Raiz de Cauchy.

+oo
Seja ZO a, uma série de termos nao-negativos tal que nlnioo Wa, =1 € [0, +00].
n=
Entao:
+oo
a)l<l= Z a, & convergente,
n=0
+oo
b)l>1= Z a, € divergente,
n=0
do lim ¢/a, (limit ior d ao ( 1/ ior d blimit
sendo  lim _/an (limite superior da sucesséo ( an)) o maior dos sublimites

da sucessao ({“/(ﬂ) . o

(é claro que, quando (ﬁ/an) é convergente (em R), se tem lim ¢/a, =

n—s-+4oo
lim /a,).

n—---+00

Como consequéncia imediata, tem-se:

Critirio de d’Alembert.

Seja Z a, uma série de termos positivos tal que lim <2 =] € [0, +o0].

n—s+oo 4n
_n=0
Entao:
—+oo
a)l<l= Z a, é convergente,
n=0
“+oo
b)l>1= Z ay é divergente.
n=0

Critério do Integral.
Sejam p um numero natural fixo, f : [p, +oo[ — R uma fungao decrescente
n

nao-negativa e (t,) a sucessdo de termo geral ¢, = /f () dx, para n > p.

P
Entao:

—+oo
a) Z f (n) é convergente<=> (t,,) é convergente.
n=p

+oo
b) Z f(n) & divergente<=> (t,,) é divergente.
n=p



Séries Alternadas.

Definigao. Uma série alternada tem a forma

+oo
Z(fl)nan:aofalJragfa3+~~+(fl)nan+~~ ,

n=0

sendo (a,) uma sucessdo de termos nao-negativos.
Tem-se o seguinte critério de convergéncia:

Critério de Leibniz.

+oo
Seja E (—1)" a,, uma série alternada, tal que (a,) é uma sucessao decres-
n=0

centee lim a,=0.

n—-+00
Entao:
“+o00
Z (—=1)" a,, é convergente.
n=0

Mais ainda, o erro cometido quando se substitui a soma da série, S , pela
soma parcial de ordem n , S, , é dado por:

|S - Sn| S Ap+1 -

Como aplicagao imediata deste critério, verificamos que a série harmdénica
“+oo

. 1yt 111 YL 6 -

alternada: Z( D'gg=1l-g+3—3+ -+ 737+ , € conver

n=0
gente. Visto que a série harmonica é divergente, conclui-se que a série harmoénica

alternada é simplesmente convergente.

Resolvamos alguns exercicios:

+oo
oni3n 3
1) Provemos que E =5
n=1
Ora,
—+oo +oo —+oo —+oo
Z 2n+3n _ Z 2n+1+3n+1 _ 2 2\ 3 Z 3 n _
6" 6+ 6 (6) 6 (6) temos duas séries geométricas com |z|<1
n=1 n=0 n=0 n=0
2_1 3_1 21 31 1 3
= = + = = == + =5 = = + 1 = =
61-2 61-32 6 2 63 2 2

ot



+oo
2) Provemos que Z 2“2;”1) =

Wl

0 n=1
+<f<>a’ " +oo " +oo +oo L
SR (LRSS SITEED SIS
1 n=1 n=1 n=0

+ +oo

CEEFSNCL e NI
2- .

temos duas séries geométricas com |z|<1 1-3

3) Determinemos a natureza (convergéncia ou divergéncia) das seguintes
séries.

a) ZnJrl :

Ora para n > 1, tem-se:

v
lim = = lim =1¢€]0,4+00
n—-—4oo % n*>+oo”+1 ] [

+oo
1 N
Sendo assim, E n+1 E In tém a mesma natureza.
n=0

o0 “+o0
1 _ 144 . - .
Ora, g Vol E el divergente (é uma série de Dirichlet com o < 1).
n=1 n=1

Logo,
“+oo

E vn ¢é divergente.
n+1
n=0

b) 3 e ~ 2

Ora,
1
lim 2 =  lim =1€]0,4+00

n——too = n—>+oo sy = VI=1€]0,+[.
+o0o

Sendo assim, Z e Z —= tém a mesma natureza.
n=1

Ora, Z T L ¢ divergente (¢ uma série de Dirichlet com o < 1).

n2

Logo7

é divergente.



n=0
Ora,
lim £ = lim 4= lim —- =1¢€]0,+oo[
n*>+oo(%)w n*>+oo4 +1 n—s--+oo 1"'4Ln } ’ [
—+o0 —+o0o
. n n o,
Sendo assim, E jﬁ e E (g) tém a mesma natureza.
n=0 n=1
“+o0
n , . L, .. , .
Ora, E (2)" & divergente (é uma série geométrica com |z| > 1).
n=1
Logo,
00 n
——— ¢é divergente.
ZO 1 8
n=

+o00 ,
d) y =
n=0

Ora, paran > 1, tem-se:

(n+1)?
. i )T . n! . n+41\2 _ .
i = () (i (5)7) = (et
=(0)(1)=0<1.
Logo, pelo Critério de d’Alembert:
+o0 ng )
g —- €& convergente.
n!
n=0

—+00
e) Z 27':77:! .
n=1
Ora, paran > 1, tem-se:
2+l (np1)
lim —ePT =9 iy DL ) ( lim —20— > -

n—s-—+4oo T n—-s-+oo n! n+1 n—-s--+o00 (n+1)n

— : 1
=200 (it

Logo, pelo Critério de d’Alembert:

=2(1)1=2<1.

€ €

N————

X 27!

— € convergente.

n=1

“+o00
logn
f) BRI
n=1
Seja f : [3,400] — R a fungao definida por f (z) = k’%.
E claro que f é nio-negativa.



Por outro lado, para qualquer x € [3,400] :
!/
log : 1—log
flz)=("2%) = =2 <0.

Logo, f é decrescente.
Ora, paran > 3:
n

n

_ logz _ 1 _ J1og%x n_
tn—/ 5 dx—/;.loga:da:— [gTL =

3 3
= % (log2 n — log? 3) )
Visto que hni tn, = +oo , conclui-se, pelo Critério do Integral, que
n—s—+00
+o0 oo
Z m% é divergente (em R); logo, o mesmo acontece com Z 1"% )
n=3 o

400
1
g) Z nlogn °
n=2

Seja f : [2, +0o[ — R a funcio definida por f (z) = —L

’ zlogz”®
E claro que f é nao-negativa.
Por outro lado, para qualquer x € [2, 400 :
/
—logw—1 log z+1
fl (.’L’) = (a:l;ga:) = zzoligxzx = _mggloxg2z <0.
Logo, f é decrescente.
Ora, paran > 2:
n n
1
ty = /—mlggm dr = /lo;;x dz = [log (log x)]5 =
2 2
= (log (log ) — log (log 2)) .
Visto que hr{l&- t, = +oo , conclui-se, pelo Critério do Integral, que
n—--—+0oo
+oo
Z nl(}gn é divergente (em R) .
n=2

4) Determinemos se sdo absolutamente convergentes, simplesmente conver-
gentes ou divergentes, as seguintes séries.

—+o0
(="
a) Z Vn241
n=0
Ora,
—L __) & decrescente e lim 5
n2+1 n—s—+oo Vni+1

Logo, pelo Critério de Leibniz,

E ———— é convergente.
vn2 +1
n=0



Consideremos a série dos modulos:

“+oo

E : (=n"
vVn24+1

n=0

Ora, paran > 1, tem-se:
1

—+o0
:E 1
vVn241 -’

n=0

2 2
lim 2 = lim —2— = lim 2 =1€]0,+o0[.
n—-+00 % n—+4oo Vn2+1 n—--+00 n?+1 } T [
+oo
Visto que a série g % é divergente , concluimos que o mesmo se passa com
n=1
+oo too
1 1
E T © portanto, com E N ES iR
n=1 n=0
“+o0
—1)" ~ ., .
Logo, E % nao é absolutamente convergente, embora seja convergente.
n=0

+oo
Sendo assim E LD g simplesmente convergente.
’ Vn2+1

n=0
+oo
(_1)’7l
b) Z 2n2—1 °

n=1
Ora,

1 . . 1
<m) é decrescente e ninioo 521 =0.
Logo, pelo Critério de Leibniz,

————— & convergente.
Z mz — 1 g
n=1
Consideremos a série dos médulos:
+o0 +oo
E: (=" _E: 1
2n2—-1| 2n2—1 °
n=1 n=1
Ora,
2
lim 225 = lim 2%— =1¢€]0 +o0f.
n—s—+oo ﬁ n—s—+oo 2n?—1 2 ] 7+ [

—+oo

Visto que a série E L & convergente , concluimos que o mesmo se passa

2
400
com Z 1 .
2n2—1
n=1
“+o0

L "
Logo, a série E —é 2 ) 7 € absolutamente convergente.
n=—

n=1

n=1



II. Séries de Poténcias.

Definicao.
Sejam ag, a1, as,...,a,,... nimeros reais.
0, U1, ) ) ’
400
Uma série da forma E anT” = ag + a1x + agx?® + -+ apx™ + -+ diz-se
n=0
uma série de poténcias de z com coeficientes ag,a1,as,...,a,,...

Tem-se o seguinte resultado importante:

—+oo
Teorema. Sejam g anx"” = ag + a1z + asz® + - -+ ap,z” + - - - uma série
n=0

de poténcias de z ¢ R € [0, +0o0] definido por:
1

lim  {/]an|

n—-- -+00

R=

Entao:

a) A série ¢ absolutamente convergente no intervalo |—R, R] .

b) A série ¢ divergente em |—co, —R[U]R, +00] .

c) Para x = —R ou x = R, quando R € |0, +o0[ , nada se pode concluir, a
partida, relativamente a convergéncia ou divergéncia da série (é preciso analisar
caso a caso).

R diz-se o raio de convergéncia da série de poténcias e ao subconjunto

de R onde a série é convergente dé-se o nome de dominio ou intervalo de
convergéncia da série.

Observagao.

1) Se R =0, a série de poténcias apenas converge no ponto =0 .

2) Se R = 400, a série de poténcias converge em todos os pontos de R .
3) Se existir, em [0, 4+o] , nin—&l-oo Vlan| , tem-se:

1

ir{li_oo Vlan|

n

R =

4) Se existir, em [0,+00] , lim %l

LI ey B tem-se:

R= lim 7‘a"‘

n—s-+oo ‘an+1‘ ’

10



Alguns Exemplos de Desenvolvimentos de Fungoes em Séries de
Poténcias (trata-se de desenvolvimentos em Série de Maclaurin).

—+oo
et = Z ";, = 1+x+§+§—?+~ . —1—2—,4— -+, com intervalo de convergéncia
n=0
igual a R .
—+oo
. n 2n41 3 5 7 n 2n+1
sinz =) ()G =r -S4+ A D et
n=0
com intervalo de convergéncia igual a R .
“+o0
) 21 2 4 6 2n
cosz = Z(—l)" Gy =l G+ -t D) Gyt com
n=0

intervalo de convergéncia igual a R .

Para o € R fixo:
—+o0

(1 _|_1:)a _ Z ala—1)(a—2)---(a—n+1) " — 1+a+o¢(a71) x2+a(a713)!(a72)$3+

n! 21

n=0

o a(afl)(a72?~»-(a7n+l) A , para © € ]_1’ 1[ .
= +1 2 3 4 +1
log(l+2)=> (-)"'&r =-S5 +% -+ + ()" &5+,
n=0

com intervalo de convergéncia igual a |—1,1] .

Vejamos alguns exercicios:

1)

+oo
e) > Mr(z+1)".
n=0

Ora,
“+oo +oo
> g+ = >y
ntl (z+1) ymatl ni1¥
n=0 n=0
NG
lim 2l = Jim 22 = lim lim 242 ) =
n—>+oo|a"+1‘ n—-s 400 7:3:;1 n—s—+oo Vn+tl n——+oo 1

_ : n . n+2 _ _
—QB%DMJ(Jﬂwm>—WDm—L

O raio de convergéncia é:
R=1.

11



Ora,

—“I<y<l<=-1<z+1<l+= -2<z<0.

Sendo assim:

A série ¢ absolutamente convergente no intervalo |—2,0[ e é divergente em
|—o00, —2[U]0, 400 .

Para x = -2
+o0o N +oo v

n+l (z+1)" = Tﬁl (=" .
n=0 n=0

Seja f:[1, +o00[ — R a fungao definida por

Jz

Tem-se: , (et 1)—vE
_ (V= _ st —vr o a410p
f' (@) = TH) = T T aaGr
_ 1—
= s/m@s? =0
Logo,
(ﬂ) é decrescente, para n > 1
nt1 » P = L

Por outro lado,
lim Y% = lim e = lim e = =v0 =0.

n—4oont1 n—+oo\/ (n+1) n—-s-400
Sendo assim, pelo Critério de Leibniz:
A série é convergente para x = —2 (podemos desprezar o termo de ordem 0

ou qualquer nimero finito de termos de uma série sem alterar a sua natureza).

—+o00
VeJamos se a convergenc1a nesse pOIltO é absoluta isto e se Z P | ( l)n

n=0

& convergente:
Ora, para n > 1:

NG
lim =+ = lim -2= =1¢€]0,+o0].
n—s —400 ﬁ n—>+oon+1 ] ’ [
+oo
Logo. as séries E E —r tém a mesma natureza.
n=1
—+oo
Mas, E -1 & divergente (¢ uma série de Dirichlet com o < 1).
2
n=1 "
400
Sendo assim, E ”1 é divergente e, portanto, também E "1 o é.
n=1 n=0
A série é simplesmente convergente no ponto x = —2 (é convergente mas
nao é absolutamente convergente).
Paraxz =0:
+00 400
o (x+ n" = E 27 que jd vimos que ¢ divergente.
n=0 n=0

O intervalo de convergéncia da série é [—2,0] .

12



(5z+1)"
k) Z n2+1) :

Ora,
+o0o +o00o
(Gz+1)" ———
n2+1 e n2+1
=5a+1

n=0 y=or n=0

: an " . 1)2+1 . 2

lim A%l = lim 72“ = lim U - gy ntE2ada? g
n—-too lan+1] n*woom n—stoo Mt n—stoo M
O raio de convergéncia é:

R=1.

Ora,

“l<y<l<=-1<br+1<l<=-2<z<0.

Sendo assim:

A série é absolutamente convergente no intervalo }—%, 0[ e é divergente em

J]—00, =2[U]0, 00 .
Para T = f% :
“+ o0 “+o00
(5e+1)" 1 n
CE =D e (D"
n=0 n=0
Tem-se:
1 o 1 n +2n+2 n—1 2n+1 > O
n2+1 (n+1)%2+ (n2+1)(n2+2n+2) (n2+41)(n2+42n+2) =
Logo,

1 ,
(m) ¢é decrescente.
Por outro lado,

lim —'==0.
n—s—400 n?+1
Sendo assim, pelo Critério de Leibniz:
A série é convergente para x = —%.
—+o0
Vejamos se a convergéncia, nesse ponto, é absoluta; isto é, se E n%ﬂ (-=1)"
n=0
& convergente:
Ora, paran > 1:
1
. 3 . 2
lim 25t = lim 25 =1¢€]0,+o0].
n—--—+oo 3,2 n—>+oon +
400 400
Logo. as séries g 1 _e g L tém a mesma natureza.
n2+1 n
n=1 n=1
+oo
Mas, E # é convergente (é uma série de Dirichlet com a > 1).
n=1
+oo —+oo
. 1 . 1 P
Sendo assim, E 7277 € convergente e, portanto, também E T ot
n=1 n=0

A série é absolutamente convergente no ponto r = —

[S1N)

13



Para x=0:
+o0 —+o0

(5z+1)" 1 o ,
E i 727 due ja vimos que € convergente.
n=0 n=0
A série é absolutamente convergente no ponto x =0 .
O intervalo de convergéncia da série é [—%, 0] .

14



