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I. Continuidade de Fungoes.

1) f:R\ {0} — R ¢ a funcao definida por:

. k+e’%,w>0
f(x)—{ z(2-z), z2<0 "’

sendo k € R uma constante.

(a) Calculemos lini f(x)e lim f(x).

Ora, -
lim f(z)= lim (k—|—e_%) =k+ lim e % =
r—>+00 r—+00 xr—— 400 lim (7%):0
xr—— 400
=k+ limoey:k+60:k+1 .
y*)
lim f(z)= lim z(2-2)= lm z(2-2z)= lim (—2? +2z) =

ver o Apéndice VI

(b) Determinemos o valor de k € R de forma a que f seja prolongavel por
continuidade ao ponto 0 .

Ora,
. . _1\ . 1 _
Jm s @)= i (sred) =br imet 5
z——0T1
=k+ lim e¥=k+0=%F.
Y——00
lim f(z)= lim z(2—-2)=0.
r—0— r—0~

Sendo assim, f é prolongdvel por continuidade ao ponto 0 <=
= lim+f(x): lim f(z)<=k=0.
r—0 z—0—

(c) Designando por F' o prolongamento por continuidade de f ao ponto 0,
ter-se-4: .
e =, x>0
F(z)= 0, z=0 )
x(2—-1z), <0

ou, de forma equivalente,

1
_ ez, x>0
F(x)—{ x(2—1z), <0



Calculemos o contradominio de F, CDp .

Ora,

F ¢ continua em ]0,+o0o[, porque, neste conjunto, & a composta de duas
fungoes continuas.

F' é continua no ponto 0, porque é o prolongamento por continuidade de f
a esse ponto.

F' é continua em |—o0, 0], porque, neste conjunto, é uma fungéo polinomial.

Logo, F' é uma funcao continua em todo o R.

Por outro lado,

lim F(z)= lim z(2-2)=—o0,
z(2—z)<—=zx=0Vz=2=Vze€l-00,0[: F(z)=2(2—2z) <0,
F(0)=0.

logo, pelo Teorema de Bolzano (ver o Apéndice VII):
F assume qualquer valor do intervalo |—o0,0], quando = € |—00,0].
Para z € ]0, +00[, tem-se.

~l<0 = D<ez<ed=1.

x A fungdo g(z)=e® ¢ estritamente crescente

Por outro lado,

lim F(z)= lim e = = e =1,
r—s+00 xr— 400 i <_%):0
1m
z——+o0
lim F(z)= lim e = =
z—01 z—01 lim (7%):—00
z——0+F

= lim e¥=0.
Yy—> —00

Logo, pelo Teorema de Bolzano.
F assume qualquer valor do intervalo ]0,1[, quando = € ]0, +o0].
Sendo assim,

CDF :]70030]U}071[:]70071[
4) f:R\ {1} — R ¢é a fungéo definida por:

f(m):{ log(2+ %), z>1

1-22%2 z<1 ’
sendo k£ € R uma constante.

(a) Calculemos lini f(x)e lim f(x).

Ora, -
lim z)= lim log(2+ & =
w—>+oof( ) x—s+00 & ( I) lim (2_5_&)72

= lim2 logy =log2 ~ 0,693 15.
y;}

I = lim (1-2? - =
wﬁl{rfloof (ZL’) xﬁl{goo ( v ) ver o Apéndice VI



(b) Determinemos o valor de k € R de forma a que f seja prolongdvel por
continuidade ao ponto 1 .

Ora,

wl;nhf (x) = IE+ log (2+ %) =log (2+k).
lirriif (x) = hn{, (1-2?)=0.

Logo,

f é prolongével por continuidade ao ponto 1 <= lirri+f (x) = lirriif () =
—log(2+k)=0<=2+k=1<k=—-1.

(c) Designando por F' o prolongamento por continuidade de f ao ponto 0,

ter-se-a:
log(2—%)7 z>1
F(x)= 0, z=1 ,
1-22, z<1

ou, de forma equivalente,

log(2—31), z>1

Calculemos o contradominio de F, CDp .

Ora,

F é continua em ]1,+o00[, porque, neste conjunto, é a composta de duas
fungoes continuas.

F' & continua no ponto 1, porque é o prolongamento por continuidade de f
a esse ponto.

F ¢é continua em |—o0, 1], porque, neste conjunto, é uma fungéo polinomial.

Logo, F' é uma funcao continua em todo o R.

Ora,
lim F(z)= lim (1-2?%) =-o0,
1-2?=0<=(1-2)(1+2)=0<=z=-1Vz=1=

Vo €]—o00,—1[: F(z)=1—-22 <0
{ Vee[-1,1]: F(z)=1-22>0
O méximo de F () = 1 — 22 é obtido para z = % = 0, sendo igual a
F(0)=1.
Logo, pelo Teorema de Bolzano,
F assume qualquer valor do intervalo |—o0, 1], quando z € |—o00,1].
Por outro lado,
r>1 = 2-1<2-1<c2-0=1<2-1<c2—=
0<i<1 £ *
= logl < F () :log(Q— %) <log2 <= 0< F (z) <log2,

lim F(z)= lirri log (2—1) =1log2,

r—+00



— i _ 1) —
lim F( )—mlirg+log(2 1) =logl=0.

r—1t

Logo, pelo teorema de Bolzano,

F assume qualquer valor do intervalo |0,log2[, quando z € |1, +0o0].
Sendo assim,

CDp =]—00,1]U]0,log 2| = ]—o00,1].

log 240,693 15
6) f:R\ {0} — R & a funcao definida por:
flay=4 " (2<1+r>> » @>0
(z+1)2 -k z<0

sendo k£ € R uma constante.

(a) Calculemos LIR f(x)e lim f( ).

Ora, -
s () =
o 2 =, M 2=
= lim tany = +oo.
v—(3)
lim f(z)= lim (m+1f—k)= lim (22 + 224+ 1 — k) = +oo.
r——00 r———00 €r——00

(b) Determinemos o valor de k € R de forma a que f seja prolongavel por
continuidade ao ponto 0 .

Ora,

wEr(lﬁf( x) = w%+ tan (%) =tan0 = 0.

lm f(2)= lm ((a:+1)2 —k) -1k

Logo,

f & prolongdvel por continuidade ao ponto 0 < zE}r(lﬁf (x) = Ilil}%_f (2) =

<—0=1-k<=Ek=1.

(c) Designando por F' o prolongamento por continuidade de f ao ponto 0,

ter-se-4:
tan( (1+T))’ z >0
F(z) = 0, =0 ;
(z+1)° =1, 2<0

ou, de forma equivalente,

F(x):{ tan(%),x>0

(z+1)7° -1, <0



Calculemos o contradominio de F, CDp .

Ora,

F ¢ continua em ]0,+o0o[, porque, neste conjunto, & a composta de duas
fungoes continuas.

F' é continua no ponto 0, porque é o prolongamento por continuidade de f
a esse ponto.

F' é continua em |—o0, 0], porque, neste conjunto, é uma fungéo polinomial.

Logo, F' é uma funcao continua em todo o R.

Ora,

lim F(z)= lim ((a:Jr 1)% - 1) = lim (2% 4 22) = +oo,
Fx)=(@x+1)?—-1> -1,
F(-1)=-1.

Logo, pelo Teorema de Bolzano:
F assume qualquer valor do intervalo [—1, 400, quando x € |—00,0].
Por outro lado,

Tz T _ T
r>0=0< 2(1+w)<ﬂ_2$

= tan0 < F'(z) = tan (Z(%w)) < li?l) tany <
y—I(%)

<— 0< F(z) < 400,

lim F(z)= lirri f(z) = +o0,

r—+00

lim F(z)= lim tan (%) =tan0 = 0.

z—0t z—0t

Logo, pelo Teorema de Bolzano:

F assume qualquer valor do intervalo ]0, +o00[, quando z € ]0, 400 .
Sendo assim,

CDp = [—1,400[U]0,+00[ = [-1, +0o0].

II. Axioma do Supremo.
Convém ler, primeiro, o Apéndice VIII.

6) Sejam A e B dois subconjuntos limitados e ndo-vazios de R tais que
inf A < sup B.

Provemos que
dJacAFBbeB:a<b

Mostremos, primeiro, por reducao ao absurdo, que

dbe B:inf A <b.



Suponhamos que:
~dbe B:inf A <b.

Entao:
Vbe B:b<infA.

Mas, sendo assim, inf A seria um majorante de B estritamente inferior a
sup B, o que contradiz a definicao de supremo.
Logo,
dbe B:inf A <b.

Para b € B satisfazendo a condic¢ao inf A < b, escolha-se ¢ = b —inf A > 0.
Entao (veja-se a Proposigao do Apéndice VIII):

Ja€e A:a<infA+e=0,

o que conclui a demonstragao.

15) Seja A um subconjunto majorado e ndo-vazio de R tal que sup A = 1.
Pretende-se provar que

AN0,1] #£ 0.
Seja 0 <e < 1.
Entéo, pela Proposi¢do do Apéndice VIII:
JaeA:1—-e<a<supA=1

Mas,
0<1—e.

Logo,
daeA:ac]0,1].

Sendo assim,
AN0,1] #£ 0.

IT1. Propriedades Globais das Fungoes Continuas.
1) seja f:]0,1] — R uma fungdo continua tal que
Vze[0,1]:0< f(z)<1.
Pretede-se provar que
Je € [0,1] : f(¢) = ¢ (¢ diz=se um PONTO FIXO de f).
Considere-se a funcao g : [0, 1] — R definida por

g(@)=f(z)—x.



Ora,
g € uma fungdo continua (porque é a diferenga de duas fungoes continuas),
[0,1] é um intervalo,
g(0)=f(0) =0,
g(1)=f(1)—1<0.
Logo, pelo Teorema de Bolzano:
dce[0,1]: g(c) =0,

o que é equivalente a
dee[0,1]: f(c) =c

8) Seja f : R — R uma fun¢ao continua tal que

lin+1 fx) = beR,
lim f(z) = a€R.

(a) Pretende-se provar que f ¢ limitada.
Fixemos um ¢ > 0.
Entao:
lim f(z)=b=3IM >0z €M, +o0[:b—c < f(z)<b+e,

r—>+00
lim fx)=a=3Im<Wze]-co,m[:a—e< f(z)<a+e.
T—>—00
Ora,
f € continua no intervalo limitado e fechado [m, M] ; logo, pelo Teorema
de Weierstrass (ver o Apeéndice IX), existem [, L € R tais que:

l = i ,
IG%?M]f ()

L = .
méﬁ?ﬁ]f (z)
Sejam
I* = min{a—e¢,b—¢l},

L* = max{a+eb+e L}.

E claro que:
VeeR: 1" < f(z) < L".

Logo,
f € limitada.
b) Pretende-se provar que
(

JeeR: f(e)=c.



Considere-se a fun¢ao g : R — R definida por

(@)= f(z)—a .

Ora,
g é continua, porque ¢ a diferenga de duas fungoes continuas,
lim g(z) = lin[}r f(x) = (+00) =b— (+00) = —o0,
T—>1T00

z—s+o0

Jim_g(@) = lm_f (@)= (=) = a = (~o0) = +o0.

Sendo assim, pelo Teorema de Bolzano:
JceR:g(c) =0,

o que é equivalente a:

JeeR: f(e)=c.

(¢) Supondo que ab < 0, calculemos o méximo da fungdo g : R — R
definida por

Ora,

Por outro lado,

ab < 0 o JdeR: f(d) =0

Teorema de Bolzano

Sendo assim, para um tal d :

Logo,



