CDI-I

3? Ficha (parte 2) - 11° e 12* Aulas Praticas

ITI. Primitivas de Fungoes Racionais.

1) 7(”1)1(%_2) = A+ B = 1=A@-2)+B@+1) <

B A+B=0 A=-B
<:>1(A+B)x2A+B<:>{_2A+B:1 <:>{ 3B — 1
A=-1
=
3

Logo,

/(z+1)1(x72)dx = / (1%1 + xéz) dr = _é/%ﬂdfﬂ + %/ﬁdm =

<~

Sy

—92 _
:—%log|x+1|+%log|x—2|zélogiz_ﬂl =log ¢ iﬁ‘
4 4
3)41I—;c :xfl :
—x

—%7 ¢ uma fracgdo racional imprépria (o grau do numerador é maior ou
igual ao grau do denominador).

Usemos a Regra de Ruffini para dividirmos —z* por = — 1, obtendo um
polinémio e uma fracgdo racional prépria (o grau do numerador é menor que
o grau do denominador):

-1, 0 0 0 0
1 1| -1]-1] -1
—1|-1|-1|-1] -1

Sendo assim,

—zt=(z-1) (-2 -2’ -2z-1)-1.
Logo,

—a? 3 2

— 3 11
rx—1 x T T 1 r—1 7

/(—x?’—xQ—m—l—ﬁ)dw:—/m3da:—/x2dw—/xdw—/1dx—

5) 22 + x + 1 ndo tem raizes reais.
Escrevamos z2 + z + 1 na forma (z — p)® + ¢2 :

2 .
Photl=s 42 () 1ok = (@) 4=

(- (1) + (£)



Logo,

/mzﬂdwz/(x(é);2+(2>2dx: (%)2/H<w?;>>2d$:

%5 (s
\}E/HI;))?CZCB— \%arctan( (232)) = 2 arctan (% (:c—i—%)) -

5

-

[

2
V3

2
2

= % arctan (% (z+ %)) .
2z _ 2z _ A B B
8) (@2=1)(z+1) = (e—1)(z+1)Z ~ =—1 31 T (z+21)2

—2u=A+1)’+B(z-1)(z+1)+By(z—1) =
=20=A(2?+20+1)+ B (22— 1)+ By (z — 1) <
= 2r=(A+B)) 2>+ (2A+ By)z+ A— By — By

A+ B =0 A=-B
< 2A+ By =2 < —2B1+ By =2 <«—
A—B;—B;=0 —2B1 — By =0
A=-B A=-B
= By =2+2B; ¢ By=2+2B; <=
—2B1 —2-2B1 =0 —4B1 =2
A1
e Blz—%
By =1
Logo,

2% 3 -3 1
E e = / <w—1 T T (m+1)2) do =

1 1 1 1 1

:%log|x71|f%log|x+l|+/(x+1)_2dm:

— oo lz=1l o @Dt e—1] _ 1
= glog g+ — =log /|55 — &1 -
14+ _ —1—xz __ —1—x _
20) 155 = Tt = (z2-1)(z2+1) —
- —1l-z A B Cx+D
T (@-D(z+)(22+1) T 2-1 toag t o <&

= —-1l-z=A@+1)(2*+1)+B(z—-1) (2> +1) +(Cz+ D) (2* — 1) <
= —l-z=A(P+22+z+1)+B (2® -2+ 2 —1)+(C2® + Dz? — Cz — D) <
— —2-1=(A+B+C)z*+(A- B+ D)2*+(A+ B - C)2+A—-B-D <

A+B+C=0 A=-B-C

— A-B+D=0 — —-B-C-B+D=0 —
A+B-C=-1 -B-C+B-C=-1
A-B-D=-1 -B-C—-B-D=-1



A=-B-C A_—B—f
..)] 2B-C+D=0 <JB+D RPN
-2C =-1
—2B-C—-D=-1 <JB D_—%
A=-B-1 =-1
) 2B+D=35 _ B:O
C=3 C:%
2D =1 D=3
Logo,

—1—x —
/ T @ = / (=

:—§ d$+4/ dx-f—

\
i
2
8
|

2+1
=—3 10g1|x - 1|1—|— 1 log (2% + 1)1—1— 5 arctanx =
— 1 2 L

= log TeT + 4log(ac + 1) + jarctanz .

IV. Primitivagao por Partes.

1) Relembre-se a Férmula de Primitivacao por Partes:

/u’vdm = uv — /uv’dw )
Sendo assim,

/xsinxdx = (—Cosx).x—/(—cosac)dx:

u =sinx
v=2=x
= —xcosx—l—/cosxdx = —xcosx+sinz .

10) /sin2azdx:(—cosx)sinx—/(—cosa:)cosxdx:
:—sinxcosx+/coszxdm:—sinxcosx—i—/(1—sm x) dr =

:—sinzcosz+/1dx—/sin2md:z::—sinxcosx+m—/sinzxdac.

Logo,

Q/Sin2xdx:—sin:ccosx+x<:>/sin2xdm:—%sinxcosx+%:

— _ 1 z
= 4sm2m+2.

18) /arctana:d:z: = /l.arctanxdas = z.arctanxf/z.ﬁdz =
w =1 /

v = arctanz

= g.arctanx — 1/1+$2d9&—x arctanz — flog (1—|—x ) =

= z.arctan x + log \/14-7



28) /ngd:t = /x_% log zdx
1

u = ijé
v =logx
=22 logx — ‘”2 1dx—2flogac—2/ac sdr =2z logz — 2
= 2y/zlogz — 4\f = 2y/z (logz — 2)
V. Primitivagao por Substituicao

1) Relembre-se o esquema de Primitivacdo por Substituicao
(¢) Pretende-se calcular

/ f(x)dz.
diferencidvel

o (¢) dt.

(#4) Efectua-se uma mudanca de varidvel x = ¢ (t) , sendo ¢ uma bijecgao
(741) Calcula-se /f
(iv) Obtém-se, finalmente, /f ) dx , efectuando a substituicio t = ¢~ (z)
em / fle

Apliquemos este esquema ao calculo de

Efectue-se a mudanca de varidvel ¢
=)=t
Ora,

2(z+1) (Va+2) dz :

[0, +00] —i [0

+o0o[ , definida por
/ T2 P (t) dt = /2(t2+1) t+2)2tdt /(t2+1)(t+2)dt
5¢ _ A
E+1)[E+2) — t+2

Bt4+C
t+2 +

S =5t =A (P + 1)+ (Bt+C) (t+2)
A+B=0
= 5t=(A+B)t*+(2B+C)t+A+2C <= 2B+C=5 <
A+2C=0
A=-B A=-B A=-B
= 2B+C =5 <+={ 2B+C=5 «<=<{ 5C=5
—-B+2C=0 B=2C
A=-2
= B=2 .
c=1
Logo,

—

B =2C
/ (t+2 + ?Ztﬁ) dt = _2/ti2dt+

f s f
= —2log |t + 2| + log (t* + 1) + arctant = log £

Efectuando a substituicio inversa t = p~1(x) =
5
2(z+1)

(t+2)2 + arctant.
(™

1 r+1
%8 (Vat2)”

vz, obtém-se
+ arctan /T .



eQJ:
14) /md{l} =7

Efectue-se a substitui¢do ¢ : ]0, +00[ — R definida por = = ¢ (t) = logt .
Tem-se:

Q2logt ( logf) 1 t2 1
(eZTogt_1)(11eloet) ¥ "(t)dt = /( elogt)z_l)(1+elogt) tdt /(t2 1)(1+t) tdt

:/mdﬁ

Ora,

t _ t —

FOT — e — 1t et o
S t=AC+1)’+ B, (2~ 1)+ Ba(t — 1) =
= t=A+2t+1)+ B (P —1)+ B (t — 1) =
< t=(A+B1)t*+ 24+ B)t+ A— B) — By &

)2<:>

A+B; =0 A=-B
e 2A+ By =1 — —2B1+ By =1 <—
A—By—By=0 —2B; — By =0
A=-B A=l
— —4B; =1 — By = —i
9B, — By =0 By=1

Logo,

t _ : —
/(tzfl)(1+t)dt_/(t 1 +t+1 + (t+1)2)dt_
:1/ Aodt — /t}rldt—k /(t+1)* dt =

= tlog|t —1| — log|t+1|+1(t+l) =

t—1

= log ¢ m’ - 2(t+1) :

Considerando a substituigao inversa t = ¢! (x) = €%, obtém-se:

2z
/(a%fwdm = logy

er—1] 1
er+1 2(e*+1) *

1 _
27) /Cosmdx =7

Efectue-se a substitui¢ao ¢ : ]-1,1[ — | =%, %[, definida por # = ¢ (t) = arcsin¢

Tem-se:
— Lo (t)dt = L L_dt =
cos(arcsin t) \/l—sinQ(arcsin t) Vi-t?
_ 1
\/W de —zdx .
Ora,

L - -1 _ A
12 =~ G—D(+D) — -1

+
<:>1(A+B)t+AB<:>{



Logo,
/(:1 )= [ () de= =4 [ ared [ a -

log|t71|+1log\t+1\—log,/’t+l‘ :

Efectuando a substituicdo inversa t = ¢! (z) = sin z, obtém-se:
inz+1 inx+1

/Coszd:r_log \/ :m; 1 —IOg \V :mz 1

28) sin x dm 7?

Efectue-se a substituigao ¢ : |—1, 1] — ]0, 7, definida por = ¢ (t) = arccost

Tem-se:
1 / _ 1 _ 1 —
/m(p <t) dt = /\/170052(arccos t) ( 1_t2) di =
—1 _ -1

T %1 = dr = | —pzdx .
Ora, usando a decomp051ga0 feita no exercicio anterior:

-1 _ 5 + _E
1—t2 — t+1°
Logo,
/1—12dt /—dtff g dt = $loglt — 1| — log|t 4+ 1| =

_ t—1

Efectuando a substitui¢do inversa t = ¢+ (z) = cosx, obtém-se:

cosx—1| __ cosxz—1
/mnwdx - log cosz+1 IOg \/ cosz+1

1 —

Efectue-se a substituicao ¢ : ]fg, g[ — R, definida por « = ¢ (t) = tant .
Tem-se:

sec?tdt =

1 / _ 1
tan tv/1+tan2 t'L‘O (t) dt 1+tan2_t:SeC2 : / tantsect
_ sect Cost cost—1| _
- /t"mt dt = / :g‘:tt dt = /smtd log cost+1 ‘ -
Cost 1 —sect 1—+v1+tan?t
log \/T IOg \l 1+sect 10g 1+\/ 1+tar12

Efectuando a substituicao inversa ¢t = ¢~ = arctan z, obtém-se:

1 do — 1—4/1+tan2(arctan x) ’ _‘/1+T —V1+a2
———dz =1o =1lo —V_TT_| —]o, T
/ zv1+2? & \/ 1+\/1+tan2(arctan x) 8 +V1+a? & + T4a2




VI. Treino Complementar de Primitivas.

20) /ﬁdlﬁ =7

Efectue-se a substitui¢ao ¢ : ]—1,1[ — | =%, %[, definida por # = ¢ (t) = arcsin¢
Tem-se:
3 ! 80 vV 2 dt =
cos® (arcsin t) \/1 sin2 (arcsin t)(l sin? (arcsint)) 1 t
_ 1
/\/W =) Tl = /(1—t2)2dx :

Ora,

1 1

_ _ A B
=7 = GoDPaan? — -1 T e 1)2 it (t+1)2 A
= 1=A (t-1)(t+1) +A2(t+1) + B (t—1)2(t+1)+ By (t— 1)

= 1=A (B+12—t—1)+A (P 42+ 1)+B (3 =2 =t + 1)+Bx (* =2t + 1) <

— 1= (A1+Bl)t3+(A1+A2—Bl+B2)t2+(2A2—A1—Bl—232)t+
(A2 — A1 + By + By) <=

A+ B =0 A =—-B;
A1 +Ay—B; +By=0 Ay —2B1 + By =0
N 24, - A, —B, —2B,=0 945 —2By =0
Ay — A1+ Bi+By=1 Ay +2B1+ By =1
Alz—Bl A1:—B1
— A2 = By e h=B
—2B1 +2B; =0 By = B>y
2B; +2B5; =1 4B, =1
Ay =-1
— AQ:%
Bl_%
By 1
Logo,

/(1 ey dt = /(t
:—1/ dt + /(t—l)‘QdH/t%dﬁi/

. B
— —Llog|t— 1]+ 2O 4 Lyog e 4 1) 4 L0

1 1 1 1 1
= log {/ |5 ’—Zﬁ—zmzlog“

Efectuando a substituicdo inversa t = ¢!
/ g dr =log {

27) /arctan V) dx =?
Efectue-se a substituigéo ¢ : [0, +00] — [0, +00], definida por z = ¢ (t) = 2

x) = sinz, obtém-se:

sinz4+1| 1 _sinx 710 4/ sinz41 1 sinz
sinz—1 2smZz—1 — 108 sinz—1 2 cos?2z °




Tem-se:

/arctant.go’ (t) dt = /arctant.2t dt = =
u =2t
v = arctant

= t2. arctant — /t2ﬁdt = t2. arctant — /t2+1_1dt =

14¢2

= t2. arctant — /1dt + /ﬁdt = t?. arctant — t + arctant =

= (t2 + 1) .arctant —¢ .
Efectuando a substituicdo inversa t = p~! (x) = \/x, obtém-se:

/arctan(ﬁ) dxr = (z + 1) .arctan (v/z) — /T .

Ora, para cos 5 # 0 , tem-se:

sinz = sin (2%) = 2sin (£) cos (%) = 21“((%)) cos? (2) =
s(5
_ 2tan(%) _ 2tan(§) _ 2tan(%)
(@) ) seer(5)mrrunr(z) (3
COS T = COS (2%) = cos? (%) — sin? (z) = cos? (

C
1—tanz<%> . 1—tan2(g)
(%) sec?(§)

Logo,

g Lttan®(§)
/1+sinmd$_/1+2can(g) dx_/1+tan2(%)+2tan(%) dz .

1+4tan2 ( %)

Efectue-se a substituicao ¢ : R — ]—g, 3 [, definida por = ¢ (t) = 2arctant

w
@
a
¥
—
[SE]
~—
|
—
+
o+
©
=
o
—
[N
~—
Ju
+
o+
o
=]
©
—~

Tem-se:
1+tan?(arctant) / _ 14-t2 2 _
1+tan?(arctan t)+2 tan(arctan t)"p (t) dt = t242t+1 14+t2 dt =

— 142 2 _ 1 _ _92 _
o™t 2

-1 T
Efectuando a substituicdo inversa t = p~! (x) = tan (%), obtém-se:

_ 1 - _2 ___ 2
/1+sinxdm t+1 T tan(%)—i—l '



VIII. Integral Indefinido e Teorema Fundamental do Célculo.
Relembre-se o Teorema Fundamemtal do Calculo:

Teorema Fundamental do Caélculo

Sejam a,b € R tais que a < b, f : [a,b] — R uma fungdo continua e
integrdavel em qualquer intervalo limitado e fechado contido em [a,b] , ¢ um
ponto qualquer de [a,b] e F : [a,b] — R a fungao definida por

F(x):/f(t)dt.

Entao:
F ¢ diferencidvel em qualquer ponto = € [a,b] , tendo-se:
F'(z) = f(z), isto &

/f(t)dt — /() .

F diz-se um integral indefinido de f , com origem ¢ . E claro que F ¢
uma primitiva de f .

d d
1) Sejam f, g : [a,b] — R duas fungdes continuas tais que /f = /g , para
c (&
quaisquer ¢, d € [a,b] .
Provemos que:
Vo € [a,b] : f(z)=g(x) .
Ora, para qualquer z € [a, b] tem-se, por hip6tese:

d /

i) - ()

Sendo assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo:

Vo € [a,b] : f(x)=g(z) .



6) Mostre que os valores das seguintes expressoes nao dependem de z .
1
T

(a) /ﬁdt—k/prﬁdt z>0.

0 0
Ora, pelo Teorema Fundamental do Célculo e pelo Teorema de Derivagao da
Funcgao Composta, tem-se, para qualquer = > 0:

1 ! / 1 /
— 1 1 __1 1 1\ _

/1+t2dt+/1+t2dt = /Htgdt + /H_tzdt = natoy (z) =

0 0 0 0 B
_ 1 1 1y _ _1 1 1y _ _1 1 1Y) _
= T3 T 1+(2)? _?2) = T3 T 1+(2)? ) T e T 24 (_F) -

1 1

— —5—==0.

T 14 T 2241
Visto que a derivada é igual a 0 , para qualquer x > 0 , conclui-se que a

expressao nao depende de x .

(b)/ Adt ze]0,3].

Ora, usando o Teorema Fundamental do Célculo e o Teorema de Derivagao
da Fun¢ao Composta, tem-se, para qualquer = € ]0, 3 [ e sendo ¢ um ponto fixo

de]O,g[:
sin x ! sin x !
1 _ —
/ et = / mdﬂr / Amdt| =
— COS T — COS T
—cosx sinx —cosx sin x !
— 1 1 _ 1 _
- / \/17t2dt+/ 142 - / \/1 t2 + /\/17t2dt -
© 1 ‘ 1 sin & ¢ cosx

/
\/1—(—cosx)? (_ COb$) + 1—(sinx)? (blnl‘) VI COSzI \/1 sinz
o h bt |
Visto que a derivada é igual a 0 , para qualquer = € ]O, g[ , conclui-se que

a expressao nao depende de x .

IX. Regra de Barrow e Calculo de Areas.

Relembre-se a regra de Barrow:

Teorema.

Sejam a,b € R tais que a < b e f: [a,b] — R uma fun¢ao continua.

Entao, para qualquer primitiva F' de f , tem-se:
b

Regra de Barrow: /f (z)de =F (b) — F (a) .

10



b

a

A Regra de Barrow &, frequentemente, escrita na forma: /f (z)dz = [F (z))°

a

1) Calculemos a 4rea da regido plana D C R? limitada pelas curvas
y=e ,y=1—xex=1.
Pontos de Intersecgao das curvas:

y=¢€e*, y=1—x:

r=0=e"=1—-2z=1.

Por outro lado:

r<0=1—-z>1>¢€"

r>0=1l—-z<1l<e".

Logo,

O tnico ponto de intersecgao destas curvas é o ponto (0,1) .

y=¢€e*,x=1:
O tnico ponto de intersecgao destas curvas é o ponto (1,¢) .

y=1—-xex=1:
O tnico ponto de intersecgio destas curvas é o ponto (1,0) .
A a’urea pretendida é:

1
1
A= / (1-x)) :/ T —1+2) = [e’”—x—i—%ﬂ =
Regra de Barrow 0
0
e —

_e—1+7—1_e—2+7 3.

12) Determinemos a rea do conjunto de pontos (z,y) € R? cujas coorde-
nadas verificam as condigoes

0<z< -el0<Ly<xsinx .

w\ﬂ

Repare-se que

Vme}o,g} :xsinz >0,

r=0=— xsinx =0.

11
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0.0

Determinemos uma primitiva de z sin x
(—cosz).x — / (—cosz) doe =

F(z)= /xsina:dac
v =sinz

V=2

= —2CcosT +sinw .
Logo, a area pretendida é:
x
. sy
= [~zcosz+sinz]§ =1.

2
A= [zsinzdr =
Regra de Barrow
0

12



