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4° Ficha - 14® Aula Pratica

Definigao.
+oo
Uma série E a, diz-se convergente (em R) sse a sucessdo das suas so-
n=0
n
mas parciais, de termo geral S,, = E ay , for convergente (quando isto nao
k=0
acontecer, a série dir-se-4 divergente).
—+o0
Sendo S € R tal que S = lim 5, , diz-se que S é a soma da série E an,
n—-s—4oo
n=0
escrevendo-se
—+o0
E a, =S .
n=0
(Por vezes, o somatoério comega num nimero natural diferente de 0).
“+o0 —+o0
Uma série g a, diz-se absolutamente convergente sse a série g |an]|
n=0 n=0
for convergente.
—+oo
Uma série E a, diz-se simplesmente convergente (ou condicional-
n=0

mente convergente) sse for convergente mas nao for absolutamente conver-
gente.

Tem-se o seguinte resultado importante:

Proposigao.
o0
a) E an € convergente=—> lim a, =0.
n—-s-4oo
n=0
“+00
No entanto, pode acontecer que se tenha lim a, =0, sendo E a, diver-
n—s-4oo
n=0
gente , como veremos , mais adiante, quando apresentarmos a série harménica.
+o0 too
b) E a, € absolutamente convergente—- E a, € convergente.
n=0 n=0



Exemplos.
1) A Série Geométrica de Razao = .

+oo

doat=l4z+a®+- 42"+

n=0

1

Esta série converge sse |z| < 1, tendo-se:
“+o0
<l= "= .
2] Dot =1

n=0
+o00
Por exemplo,z (%)n é convergente, tendo-se:
n=0
*2"’ (1)” R S
- - =
o 2 1—-3
+oo
Mas, Z 3™ é divergente.

n=0

2) As Séries Redutiveis ou de Mengoli.

Estas séries tém a forma
+oo

Z (an — an1) -

n=0

Estas séries convergem sse (a,,) é convergente, tendo-se:

—+oo
lim a .
e n+1

(an) é convergente = Z (Gn — @ny1) = ag —
n

n=0

1

“+oo
1 : :
Por exemplo, Z (n—H — m) é convergente, tendo-se:

n=0
=X/ 1 1 , 1
Z — =1— lim =
= n+1l n+2 n—-+oo N + 2



3) Séries de Dirichlet.

Estas séries tém a forma

—+o0
E — , sendo o um ndmero real fixo .
n

n=1

Estas séries convergem sse o > 1 .

+oo
Por exemplo, a série harmodnica: E % =1+ % + % 4+ % 4+ 8
n=1
+oo
divergente; mas g E oz sao convergentes.
n2
Séries de Termos Nao-Negativos.
Critério Geral de Comparagao.
+oo +oo
Sejam g an € E by, séries tais que, a partir de certa ordem, se tenha
n=0 n=0
0<a, <by
Entao:
a)
+oo +o0
g b, é convergente —> E an € convergente .
n=0 n=0
b)
+oo —+o0
E an é divergente — E b,, é divergente .
n=0 n=0
Como consequéncia do critério anterior, tem-se:
Corol4drio.
+oo —+o0
Sejam E an € E by, séries de termos positivos tais que
n=0 n=0
. a"ll
lim —=1[l,com0<l<+oc0.
n—-s—4oo n
Entao:
—+o0
E G € E b, tém a mesma natureza (isto é, sdo ambas convergentes ou ambas divergentes).
n=0



Critério da Raiz de Cauchy.

+oo
Seja ZO a, uma série de termos nao-negativos tal que nlnioo Wa, =1 € [0, +00].
n=
Entao:
+oo
a)l<l= Z a, & convergente,
n=0
+oo
b)l>1= Z a, € divergente,
n=0
do lim ¢/a, (limit ior d ao ( 1/ ior d blimit
sendo  lim _/an (limite superior da sucesséo ( an)) o maior dos sublimites

da sucessao ({“/(ﬂ) . o

(é claro que, quando (ﬁ/an) é convergente (em R), se tem lim ¢/a, =

n—s-+4oo
lim /a,).

n—---+00

Como consequéncia imediata, tem-se:

Critirio de d’Alembert.

Seja Z a, uma série de termos positivos tal que lim <2 =] € [0, +o0].

n—s+oo 4n
_n=0
Entao:
—+oo
a)l<l= Z a, é convergente,
n=0
“+oo
b)l>1= Z ay é divergente.
n=0

Critério do Integral.
Sejam p um numero natural fixo, f : [p, +oo[ — R uma fungao decrescente
n

nao-negativa e (t,) a sucessdo de termo geral ¢, = /f () dx, para n > p.

P
Entao:

—+oo
a) Z f (n) é convergente<=> (t,,) é convergente.
n=p

+oo
b) Z f(n) & divergente<=> (t,,) é divergente.
n=p



Séries Alternadas.

Definigao. Uma série alternada tem a forma

+oo
Z(fl)nan:aofalJragfa3+~~+(fl)nan+~~ ,

n=0

sendo (a,) uma sucessdo de termos nao-negativos.
Tem-se o seguinte critério de convergéncia:

Critério de Leibniz.

+oo
Seja E (—1)" a,, uma série alternada, tal que (a,) é uma sucessao decres-
n=0

centee lim a,=0.

n—-+00
Entao:
“+o00
Z (—=1)" a,, é convergente.
n=0

Mais ainda, o erro cometido quando se substitui a soma da série, S , pela
soma parcial de ordem n , S, , é dado por:

|S - Sn| S Ap+1 -

Como aplicagao imediata deste critério, verificamos que a série harmdénica

+oo
alternada: Z (=" n%_l =l-f+i-3+-+(-1)" n-l‘,-l + .-, é conver-
n=0

gente. Visto que a série harmonica é divergente, conclui-se que a série harmoénica
alternada é simplesmente convergente.

Resolvamos alguns exercicios:

ITI. Séries Numéricas.

1)

+oo +oo +oo +oo
Z2”+3”’_§:2"+1+3"+1_2§:2"’éE 3\ =
b) no 67+l 6 (6) +6 (6) - N
temos duas séries geométricas com |z|<1
n=1 n=0 n=0 n=0
—2_1 31 __ 21,31 __1 -3
=srzterzr—6rtez—atl=3

ot



0 z e

n=1
+oo “+o0
n n
SICIEE) CE)
n=011 nTO 5

D S IC)

“+o00

+Z

1

n=1 n=0

temos duas séries geomeétricas com \w\<1 1_5

2) Determinemos a natureza (convergéncia ou divergéncia) das seguintes

séries.

+oo
b) Y M

=0
Ora, paran > 1, tem-se:

Vo
lim =3t
n—--4+oo /n

NG

lim

—+o00
Sendo assim, Z

n=0
—+o00

n+1

+oo
Ora, Z ﬁ

n=1

Logo,

n=1

L =1¢€]0,+o0[.

n*>+oon+1

—+o00
L tém a mesma natureza.
§ : vn

n=1

é divergente.

Z

n+1

Ora,
1
lim 2tl —  lim
n—-—+oo vn n—>+oo

Sendo assim, Z

Vn+1
Ora, -
Z =2
n=1
Logo7
“+o0o
. 5”
D=
n=0
Ora,
lim £ = lim
n—>+oo(1) n—--+o00

1

#:ﬁzle]o,%o[.

S

n=1

tém a mesma natureza.

¢é divergente.

1

4 lim — =1 €]0,+o0].

n—s-+4o0o 1477

Z -1 & divergente (¢ uma série de Dirichlet com o < 1).
n2

é divergente (é uma série de Dirichlet com « < 1).



—+o0 —+oo
. 43 5\ ~
Sendo assim, E S _ ¢ E (2)" tém a mesma natureza.
n=1

4n+1
n=0
“+o0
n 3 . 3 P 2 :
Ora, E (%) é divergente (é uma série geométrica com |z| > 1).
n=1
Logo,

+00 n
z o é divergente
n +1 '

n=0
3)
“+o0
2
n
oS
n=0
Ora, para n > 1, tem-se:
((n+1))2: \ 102 |
lim =Dt — lim —2 lim (2t = lim ——
n—-+400 n? n—- 400 (n+1)! n—>+oo( n ) n—>+oon+1

Logo, pelo Critério de d’Alembert:

+00 TL2
E - é convergente.
n

n=0

+oo
: 2" n!
i) e

n=1
Ora, para n > 1, tem-se:

Ty _
: (n+1)" _ : n ' : n" _
lim T =2 < lim _ n+1> < lim (n+1)"> =

n—-+400 nm n—--+o00 n—-s--4oo
_ ; 1 — 1_2
2 tm_ by ) m2mi=2<t
Logo, pelo Critério de d’Alembert:
X onpl )
¢ convergente.
nn
n=1

4)

+o0
a) )
n=1
Seja f : [3, 400 — R a fungiio definida por f(z) = &%,

x
E claro que f é nao-negativa.

n—s-4oo



Por outro lado, para qualquer x € [3,400] :
!/
f/ (LU) — loi.t — 1—113gac <0.
Logo, f é decrescente.
Ora, paran > 3:
n

n

_ logz _ 1 _ J1og%x n_
tn—/ 5 dx—/;.loga:da:— [gTL =

3 3
= % (log2 n — log? 3) )
Visto que hni tn, = +oo , conclui-se, pelo Critério do Integral, que
n—s—+00
+o0 oo
Z m% é divergente (em R); logo, o mesmo acontece com Z 1"% )
n=3 o

“+o0
E 1

C) nlogn *
n=2

Seja f : [2,+00] — R a fungao definida por f (z) = ﬁgm'

E claro que f é nao-negativa.

Por outro lado, p/ara qualquer z € [2,4+00] :

@) = () = S = -2 <0,

Logo, f é decrescente.

Ora, paran > 2:
n

n

by = /ﬂ;gm dx = /1o§z dz = [log (log z)]y =

2 2
= (log (log ) — log (log 2)) .
Visto que lim ¢, = 400 , conclui-se, pelo Critério do Integral, que

n—-—+oo

+oo
Z m é divergente (em R) .

n=2

7) Determinemos se sdo absolutamente convergentes, simplesmente conver-
gentes ou divergentes, as seguintes séries.

+00
0%
Orazzo
< n£+1) ¢é decrescente e ’ﬂlnioo ﬁ _
Logo, pelo Critério de Leibniz,

0.

+oo (_1)n

E ———=—— é convergente.
vn?+1

n=0

Consideremos a série dos médulos:



Z\%Zﬁ

Ora, paran > 1, tem-se:
1
. /n2 . .
lim Y = lim ——2Z— = lim
n—s+o00 n n—s+4oco Vni+l n—s-+400
+oo

Visto que a série E % ¢é divergente , concluimos que o mesmo se passa com

n2+1 =1€]0,400] .

n=1
—+o0 —+o0

1 1
Z T © portanto, com Z NS
n=1 n=0

+oo
—1)" ~ .
Logo, Z \(/T% nao é absolutamente convergente, embora seja convergente.

n=0
+o0

1 .
Sendo assim, E ( ) é simplesmente convergente.
n—O

d) Z it
Ora,

1 , : 1 —
(7271271) é decrescente e lim 21 — 0.

n— 00

Logo, pelo Critério de Leibniz,

“+oo n
Z Q é con t
2 —1 vergente.

n=1

Consideremos a Série dos médulos:

z :2n2

n=1 n=1

Ora,
7 2
lim 2"51 = lim ﬁ =3 S ]O,-'—OO[ .
n—-—4oo n2 n—-—4oo
+oo
Visto que a série E —z € convergente , concluimos que o mesmo se passa
n=1
+oo
com E ——
2n2—1
—1)"
Logo, a série E ) é absolutamente convergente.

n=1



