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4° Ficha - 15 Aula Pratica

Definigao.
Sejam ag, a1, ag, ..., ay, . .. NUMEros reais.
+oo
Uma série da forma E anx™ = ap + a1 + asx?® + - -+ apz” + - - diz-se
n=0
uma série de poténcias de z com coeficientes ag, ay,a2,...,ay,...

Tem-se o seguinte resultado importante:

+oo
Teorema. Sejam E anx” = ag + a1z + asz® + - -+ anz™ + - - - uma série
n=0

de poténcias de x e R € [0, +0o0] definido por:
1

BRI

Entao:

a) A série ¢ absolutamente convergente no intervalo |—R, R] .

b) A série é divergente em |—oo, —R[U|R, +o0] .

c) Paraxz = —Roux =R, quando R € ]0,+o0[ , nada se pode concluir, a
partida, relativamente & convergéncia ou divergéncia da série (& preciso analisar
caso a caso).

R diz-se o raio de convergéncia da série de poténcias e ao subconjunto
de R onde a série é convergente dd-se o nome de dominio ou intervalo de
convergéncia da série.

Observagao.
1) Se R =0, a série de poténcias apenas converge no ponto z =0 .
2) Se R = 400, a série de poténcias converge em todos os pontos de R .

3) Se existir, em [0, 400] , nirﬂl_oo Vlan| , tem-se:
_ 1
A Ve
4) Se existir, em [0, +00] , lim 1%L tem-se:

n——toolan+1l

R= lm (%l

n—s--+oo ‘anJrl‘ ’



Alguns Exemplos de Desenvolvimentos de Fungoes em Séries de
Poténcias (trata-se de desenvolvimentos em Série de Maclaurin).

—+oo
o -2 -3 PO . A .
et = Z =14+ 5+ 5+ -+ 77+, com intervalo de convergéncia
. n=0
igual a R .
—+oo
. . n g2ntl 23 25 27 n g2ntl
sinz = Y ()" gam=r St - H oo+ ) gam o
n=0
com intervalo de convergéncia igual a R .
“+o0
n g2n 2 4 6 n a2n
cosz =Y (-1) G =l TGt o+ (D) Gyt com
n=0

intervalo de convergéncia igual a R .

Para a € R fixo:
“+o0
(1 _|_1:)a _ Z ala—1)(a—2)---(a—n+1) " — 1+a+o¢(c;:1) x2+a(a713)!(a72)$3+

n!

n=0
a(a—1)(a—2)---(a—n+1)

s = "+  parax € |-1,1].
+o0
n+1 2 3 4 n41
log(1+2) =3 (-1)" 45 =o -5+ 5 — 5+ + ()" a5+
n=0
com intervalo de convergéncia igual a |—1,1] .
Vejamos alguns exercicios:
IV. Séries de Poténcias.
1)
+oo
e) > M (z+1)".
n=0
Ora,
“+ o0 400
VAN noo_ Vn
n= n=
NG
: anl s nfl  _ : Vn : nt2 \ _
ninioola'”*l‘ - nin_,'l_oo x/;zr-;l - (nin-t,l-oo n+1> <n£>rr—&l-oo”+l> =

=Qﬂm)£0(uﬂgﬁ)=wnm=r

O raio de convergéncia é:
R=1.



Ora,

—“I<y<l<=-1<z+1<l+= -2<z<0.

Sendo assim:

A série ¢ absolutamente convergente no intervalo |—2,0[ e é divergente em
|—o00, —2[U]0, 400 .

Para x = -2
+o0o N +oo v

n+l (z+1)" = Tﬁl (=" .
n=0 n=0

Seja f:[1, +o00[ — R a fungao definida por

Jz

f@)=—""
Tem-se: . )
_ (V2 _mnEEtve aii9s

f’ (x) - (m) =2 wiD)? = et —
_ 1=
= sz =0~

Logo, visto que W\/ﬁl < ﬁ\ﬁl .

(nf\ﬁ) ¢ decrescente.

Por outro lado,

. N T
oA gt = e =,y e = V0 =0

Sendo assim, pelo Critério de Leibniz:
A série é convergente para x = —2 (podemos desprezar o termo de ordem 0
ou qualquer nimero finito de termos de uma série sem alterar a sua natureza).

—+00
VeJamos se a convergenc1a nesse pOIltO é abboluta isto e se Z ntl ( l)n

n=0

€ convergente:
Ora, para n > 1:

I
lim 2% = lim -5 =1¢€]0,4o0].
n—-—+oo ﬁ n—>+oo +
—+oo

Logo. as séries Z o Z tém a mesma natureza.

n+1

n=1
—+oo
Mas, -1 & divergente (é uma série de Dirichlet com o < 1).
2
n=1 "
“+ o0 400
Sendo assim, Z gt © divergente e, portanto, também g1 © ¢
n=1 n=0
A série é simplesmente convergente no ponto x = —2 (é convergente mas
nao é absolutamente convergente).
Paraxz =0:
“+o0 —+o00
NG NG
(et " Z 7 que jd vimos que ¢ divergente.

n=0 n=0

O intervalo de convergéncia da série é [—2,0] .



(5z+1)"
k) Z n2+1) :

Ora,
+o0o +o00o
(Gz+1)" ———
n2+1 e n2+1
=5a+1

n=0 y=or n=0

: an " . 1)2+1 . 2

lim A%l = lim 72“ = lim U - gy ntE2ada? g
n—-too lan+1] n*woom n—stoo Mt n—stoo M
O raio de convergéncia é:

R=1.

Ora,

“l<y<l<=-1<br+1<l<=-2<z<0.

Sendo assim:

A série é absolutamente convergente no intervalo }—%, 0[ e é divergente em

J]—00, =2[U]0, 00 .
Para T = f% :
“+ o0 “+o00
(5e+1)" 1 n
CE =D e (D"
n=0 n=0
Tem-se:
1 o 1 n +2n+2 n—1 2n+1 > O
n2+1 (n+1)%2+ (n2+1)(n2+2n+2) (n2+41)(n2+42n+2) =
Logo,

1 ,
(m) ¢é decrescente.
Por outro lado,

lim —'==0.
n—s—400 n?+1
Sendo assim, pelo Critério de Leibniz:
A série é convergente para x = —%.
—+o0
Vejamos se a convergéncia, nesse ponto, é absoluta; isto é, se E n%ﬂ (-=1)"
n=0
& convergente:
Ora, paran > 1:
1
. 3 . 2
lim 25t = lim 25 =1¢€]0,+o0].
n—--—+oo 3,2 n—>+oon +
400 400
Logo. as séries g 1 _e g L tém a mesma natureza.
n2+1 n
n=1 n=1
+oo
Mas, E # é convergente (é uma série de Dirichlet com a > 1).
n=1
+oo —+oo
. 1 . 1 P
Sendo assim, E 7277 € convergente e, portanto, também E T ot
n=1 n=0

A série é absolutamente convergente no ponto r = —

[S1N)



Para x=0:
+o0 —+o0

(5z+1)" 1 o ,
E i 727 due ja vimos que € convergente.
n=0 n=0
A série é absolutamente convergente no ponto x =0 .
O intervalo de convergéncia da série é [—%, 0] .



