1. GRUPOIDE FUNDAMENTAL

Seja X um espago topoldgico, xg,z1 € X, I = [0,1]. Entao C(I,0,1; X, zo,x1)
é o espago dos caminhos « tais que a(0) = z¢ e a(l) = z1.

Definicao 1.1. Dizemos que dois caminhos aq,a; sao homotdpicos, e escreve-
mos ag ~ i, Se ap,; pertencerem & mesma componente conexa por arcos de
C(1,0,1; X, xo,21), isto é, se
(1) Existir um caminho h: I — C(1,0,1; X, xg, 1), com h(0) = ag, h(1) = ay
(h(t) = oy é entao uma familia de caminhos interpolando entre oy e ay)
ou, equivalentemente,
(2) Existir uma funcgdo H : I x I — X tal que H(s,0) = ag(s), H(s,1) =
a1(s), H(0,t) = 29 e H(1,t) = 1. A continuidade de H é em geral mais
facil de demonstrar que a continuidade de h.

Observagao 1.2. Dados espagos topoldgicos X,Y, Ay,..., A, C X, By,...,B, C
Y, denotamos por C(X, Ay,...,An; Y, B1,..., By,) o espago das fungoes continuas
f:X =Y tais que f(A;) C B;.

Proposigao 1.3. A relagao de homotopia de caminhos € uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragdo. As componentes conexas por arcos formam uma particao do espaco
topolégico C(1,0,1; X, xq, z1). O

Denotamos a classe de equivaléncia de caminhos por [a].

Proposigao 1.4. Seja V um espago vectorial, K C V um subconjunto convezxo.
Entao quaisquer dois caminhos ag, a1 em K sao homotopicos.

Demonstragao. Definimos a homotopia h(t) = ay = (1 — t)ap + taq, ou equivalen-
temente, H(t,s) = (1 —t)ag(s) + tai(s). O

A concatenacao de caminhos é preservada por homotopia:

Proposigao 1.5. Sejam ag, a1 caminhos de x para y, By, 1 caminhos de y para
z tais que ag ~ a1 e Bo ~ B1. Entdo ag * By ~ aq * O1.

Demonstragao. Se oy, B¢ sao as homotopias, entao a; * G; é uma homotopia entre
ag x Py e ay x f1. Explicitamente, a homotopia é dada por

oy (25) se s €0, 3]
Bi(2s—1) sese[3,1]

ay * B(s) = H(s,t) = {
Pelo lema da colagem, H é continuo. ([

Teorema 1.6. Sejam o; caminhos de x;_1 para x;. A concatenagao de caminhos
tem as sequintes propriedades:
(1) Para cada x € X seja ey : I — X o caminho constante e,(t) = x. Entao
[aa] * [ex,] = [eao] * [a]
(2) Seja a1(t) = ar(1 —t). Entdo [aq] * [@1] = [ex,] € [@1] * [1] = [ex,]-
(3) (fen] * [a2]) * [as] = [aa] * ([az] * [as])

Demonstracdo. A demonstracdo é uma consequéncia directa de I ser convexo:
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(1) [oa * ea,] = [aa]:
2 5 0,1
or % g (5) = a1(2s) bes€[1,2]
ai(l)=z; sese3,1]
logo a1 *xe,, = o f em que
_J2s sesel0,4]
f(s){l se s € [3,1]

Como [ é convexo, f é homotdpico & identidade logo oy * ey, ~ ag.
(2) [oq * @1 = [ex,]: seja az(s) = ay(ts). Entao ag = ey,. Logo ay * @ é uma
homotopia entre ey, * 5, = €5, € a1 * O1.

) ([aa] * [az]) * [as] = [aa] * ([ea] * [es]):
o (4s) se s € [0, 1]
(1 * ) * a3 = az(4s—1) ses €[], 1]
az(2s—1) sese€[i,1]
a1(2s) se s € [0, 3]
op k(g xaz) = an(4s —2)  ses€[d, 3]
az(4s —3) sese€[3,1]

logo (o * ag) * a3 = a1 * (g * ag) o f em que

2s se s € [0, 1]
fls)=<s+1 sesel[: 1]
sl se s € [5,1]

Como I é convexo, f é homotdpico & identidade logo (a1 * ag) * az ~
Q% (OZQ * 0[3). O

Definigao 1.7. Um grupoide é uma categoria em que todos os morfismos sao
invertiveis. O grupoide fundamental é a categoria cujos objectos sa@o os pontos de
X e, dados xg,x1 € X, os morfismos Mor(zg,z1) sdo as classes de equivaléncia de
caminhos de o para 1. A composicao é dada pela concatenacao de caminhos.

Definicao 1.8. Para cada xy € X definimos o grupo fundamental por m (X, xg) =
Mor(xzg,z0) = Aut(zo).

Teorema 1.9. Seja [a] € Mor(xg,z1). Entdo [o] induz um isomorfismo & :
7T1(X,£E0) — 7T1(X,"E1).

Demonstragao. Seja [y] € m1(X, xo). Definimos &([y]) = [o] % [y] *[@]. Entao é uma
verificagdo directa que & é um homomorfismo e que a~1([§]) = [a] * [0] * []. O

Em particular, se X é conexo por arcos, todos os grupos 71 (X, z) sdo isomorfos.

2. ESPAQOS DE REVESTIMENTO

Definigcao 2.1. Sejam E, B, F' espagos topolédgicos. p : E — B é um fibrado com
fibra F' sse, para todo o x € B existe U € V, e um homeomorfismo ¢ : U x F' —
p~1(U) tal que po ¢ é a projecgio U x F — U.

Exemplo 2.1. O exemplo mais trivial de fibrado é a identidade Id : X — X.



Exemplo 2.2. p: B x F' — B é claramente um fibrado

Exemplo 2.3. Seja M™ uma variedade diferenciavel de dimensaon, TM = J, T. M
o0 seu espaco tangente. Entao p : TM — M é um fibrado de fibra R™.

Exemplo 2.4. A banda de Moebius X é um fibrado sobre S' de fibra I.

Definicao 2.2. Um revestimento p : £ — B é um fibrado cuja fibra F' tem a
topologia discreta.

Exemplo 2.5. p: R — S! dado por p(z) = (cos(27z), sin(27x)) é um revestimento
de fibra Z.

Antes de prosseguirmos precisamos do lema do nimero de Lebesgue:

Lema 2.3. Seja X um espago métrico compacto, {U,} uma cobertura aberta de
X. Entdao existe um § > 0 tal que, para qualquer subconjunto A C X de diametro
menor que 0 existe um « tal que A C U,,.

Demonstragdo. Podemos assumir a cobertura é finita: X =U; U...UU,. Seja
n
fla) =) d(, Uf)
k=1

e seja d = %Inin f. Como f(x) > 0 para todo o z, § > 0. Agora é ficil de ver que
se diam A < §, entao existe um k com A C Uy. ([
Defini¢ao 2.4. Dado um fibrado p : £ — B e uma funcao continua f : X — B,
um levantamento de f é uma funcao f: X — F tal que f =po f.

Exemplo 2.6. Um campo vectorial X : M — T'M é um levantemanto da identi-
dade M — M.

Exemplo 2.7. Sejap: B x F — B o fibrado trivial. Entao, se fixarmos um ponto
y € F, dada uma fungao f : X — B existe um levantamento f(z) = (f(x),y).

Teorema 2.5. Sejap: E — B um espaco de revestimento, v : I — B um caminho
de xo para x1. Entdo, para cada yo € p~'(x¢) um levantamento 5 : I — E de v tal
que ¥(0) = yo existe e € dnico.

Demonstragdo. Dividimos a demonstragao em dois casos:

(1) Primeiro tratamos o caso em que F = B x F. Seja yo = (z9,2), z € F.
Para provar existéncia basta definir 4(s) = (y(s), z). Provemos unicidade.

Como [ é conexo, e F' é discreto, a composigao [ 2 Bx F — F é constante
logo (I) C B x z. Mas entao a equagdo p o4 = 7 tem por solugdo tnica
Y(s) = (v(s), 2).

(2) Provemos agora o caso geral. Para cada z € B fixamos U, € V, e um
homeomorfismo ¢, : U, x F — p~1(U,). Entdo B = (JU, logo I =
Upt(Us). Seja § o nimero de Lebesgue desta cobertura e seja 0 = ¢y <
1 < ... < ¢, = 1 uma partigdo de [0,1] em intervalos de comprimento
menor que 9.

Assumimos, por indugdo, que 4 ji estd definido no intervalo [0, cp_1].
Seja z tal que [cr_1,ck] C v 1(Us), ou seja, ([ck_1,cx] C U,. Entdo



temos o seguinte diagrama:

¢'o7
Ck—1 ——> U, x F

[Ck—1, Ck]

Por (1), existe um tnico levantamento & de v com &(ck—1) = ¢ o F(cg_1).
Definimos ¥ = ¢ o .

Assim 4 fica definido no intervalo [0, ¢c]. A continuidade segue do lema
da colagem. (I

Lema 2.6. Seja p : E — B um revestimento, H : I x I — B. Entdo existe uma
tnica fungio H : I x I — E tal que H(0,0) =yy epo H = H.

Demonstra¢do. A demonstracdo é quase idéntica a anterior: divide-se I X I em
quadrados de diametro menor de §, ordenam-se os quadrados com cuidado e define-
se H indutivamente, quadrado a quadrado. ([l

Corolario 2.7. Seja p: E — B um revestimento, a, 3 caminhos em B de xqy para

x1. Seja yo € p~1(x), &, 3 os levantamentos de o, 3 com a(0) = B(0) = yo.
(1) Se &~ ( entio o ~ .

(2) Se a~ 3 entio a(1) = B(1) e & ~ ?
(3) Se E é convexo, a ~ 3 sse a(1) = B(1).

Demonstragao.

(1) Seja H:IxI—>Ea homotopia entre & e B Entao pOﬁ' é uma homotopia
entre a e 3.
(2) Seja H : I x I — B a homotopia entre a e £, H o seu levantamento com
H(0,0) = yo. Entao
e H(s,0) é o levantamento de H(s,0) = a(s) logo H( 0) = a(s)
H(s,1) é o levantamento de H(s,1) = ((s) logo H(s,1) = B(s)
1(0,t) é o levantamento de H(0,t) = e,, logo H(O t) =ey
H(1,t) é o levantamento de H(1,t) = e,, logo H(1, t) é um caminho
constante. Em particular &(1) = H(1,0) = H(1,1) = 5(1).
Logo H é uma homotopia entre & e ﬁ
(3) Se E é convexo, quaisquer caminhos enre os mesmos pontos sdo homotépicos
logo &(1) = B(1) = a ~ 3. O

Teorema 2.8. Seja 7o = (1,0) € S*. Entdo 7 (S, z0) = Z.

Demonstragio. Sejap: R — S* o revestimento p(z) = (cos(2rx), sin(2mrx)). Defin-
imos ¢ : Z — w1 (S, z0) por ¢(n) = [yn] em que v,(s) = p(ns). Entdo o levanta-
mento de v, comegando em 0 € R é 7,,(s) = ns.
(1) ¢ é injectiva: se v, ~ Yim, entdo n = 3, (1) = 4 (1) = m.
(2) ¢ é sobrejectiva: dado [y] € m1(St,z0), seja 7 o levantamento de v com
4(0) = 0. Seja n = (1) € Z. Entao, (1) = 4,(1), logo ¥ ~ 7¥,. Logo
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(3) ¢ é um homomorfismo: basta mostrar que v, * Vi ~ Vntm. Calculemos o
levantamento de 7, * Yp,:

T (25) ses€[0,4] | p(2ns) se s €0, 3]
Ym(2s —1)  ses € [3,1] ~p@2ms—m) sese [1,1]

Yo * Ym(8) = {

Como p(2ms —m) = p(2ms —m+n), o levantamento de v, * 7y, é a funcdo

continua
— 2ns setelo,i
2ms+n—m set¢ [5,1]
LOgO ’me(]-) = ;?n+m(1) IOgO Tn ¥ Ym ™~ Vntm- O

3. HOMOMORFISMO INDUZIDO E HOMOTOPIA

Definicao 3.1. Seja f : X — Y, f(x) = y. Entao definimos f, : m(X,z) —
m(Y,y) por fi[y] = [f ]-

Teorema 3.2. f, estd bem definido e (f 0 g)« = fx © gx.
Demonstracao. Se v ~ ' entao f oy~ fo~' logo f. estd bem definido.

(fog)=1[(fog)ovl=I[folgoy)]= flgon]= flg:["]) O

Definigao 3.3. Seja X um espago topoldgico, A C X, 2: A — X a incluséo.

(1) Uma retracgao ¢ uma funcio 7 : X — A tal que 7|4 = 14 ou, equivalente-
mente, ro1 = 1 4.

(2) Dizemos que A é um retracto por deformagao de X sse existir uma retraccao
r: X — A e uma homotopia h; : X — X entre 1 x e 207 tal que, para
qualquer ¢, hy|a = 1 4.

Teorema 3.4. Seja X um espago topoldgico, A C X, xg € A.

(1) Ser : X — A € uma retrac¢ao entao 1. € sobrejectiva, 1. € injectiva e
m1 (A, x0) 2 m (X, z0) X Kerr,.

(2) Se A é um retracto por deformacao de X entdo iy, 7« $Go isomorfismos
inversos um do outro.

Demonstragao.
(1) Isto é um facto standard em dlgebra quando se tem uma sucessao exacta

Tx

1—— Kerr, —— (X, 29) (A, xg) —1

-
Tx
tal que 7, 02, = 1.
(2) Sabemos que 7, 01, = 1. Mostremos que 2, o, = 1. Seja [7] € m1(X, x0).
Entéo h; oy é uma homotopia entre y e 2 0 7 o7y logo 2, o ri[y] = [7].

O

Lema 3.5. Sejam X,Y espacos topologicos, x € X. Sejam fo, f1 : X — Y funcoes
homotdpicas, yo = fo(x), y1 = fi1(z). Seja {fs} uma homotopia. Definimos o
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caminho a(s) = fs(x) entre yo e y1. Entao o diagrama

(fo)-
m(X, ) = m1 (Y, 0)

L

(Y, y1)
é comutativo, isto é, (fo)x = @ o (f1)«.

Demonstragio. Seja [y] € m(X,z). Definimos oy : I — Y por au(s) = a(st).
Entdo ap = ey, e @1 = a. Logo oy * (froy)*a& : (1,0,1) — (Y,y0) é uma
homotopia entro fo 0y ¢ o (f1 07) @ 10go (fo)al1] = & (f1). . O
Corolario 3.6. Seja f: X — X homotdpica a identidade. Entdo f. :m (X, x) —
m (X, f(z)) € um isomorfismo.

Definicao 3.7. Duas funcoes f : X — Y e g : Y — X sao inversas homotopicas
sse fog~1y e gof~1Tx. Dizemos entdo que f,g sdo equivaléncias homotépicas
e que X,Y sao homotopicamente equivalentes.

Teorema 3.8. Se f ¢ uma equivaléncia homotdpica entao f. € um isomorfismo.

Demonstragao. Seja yo = f(x0), 1 = g(yo). Consideremos a composigao

m(X, 20) B w1 (Y, yo) &5 m (X, 71)

Como go f ~ 1 x, g, o f, é um isomorfismo logo f. é injectiva. De maneira similar
concluimos que g, é injectiva. Mostremos que f, é sobrejectiva. Seja [a] € 71(Y, yo).

Seia [8] = gulo] € T1(X, 21), [1] = (g o o) 1[B]. Entdo g, o fulr] = [8]. Como g,
é injectiva e g, o fi[v] = g«[a] concluimos que f.i[v] = [a]. O

4. ACGAO DE m1(X,x0) NA FIBRA

Definicao 4.1. Seja p : E — B um revestimento de fibra F, g € B, Fy, =
p~H(zo) 2 F. Dado [y] € m1(B, x¢) e y € Fy, definimos y - [y] = (1) em que 7 é o
levantamento de v em y.

Proposicao 4.2. y - [y] estd bem definida e € uma acgdo de w1 (B, xg) em Fy,.
Demonstragdo. Sey ~ v/, entdo (1) = /(1) logo a acgdo estd bem definida. Sejam
[71], [v2] € m1(B, x0). Mostremos que

- -hel =y (Inl*h2)

Seja 41 o levantamento de 1 em y e seja J2 o levantamento de y5 em 1 (1) = y-[11].
Entao (y - [71]) - [v2] = #42(1). Por outro lado,

po (i xd2) = (Poi)*(pod2) =7 %7
logo A1 * 42 é o levantamento de 1 % y2 em y. Assim, y - ([y1] * [12]) = 1 * F2(1) =
Y2(1). O

Proposicao 4.3. Seja E um espago conexo por arcos. Entdo a ac¢do de w1(B,xp)
em Fy, € transitiva e dado y € Fy, o estabilizador de y € dado por I, = p,.m1(E,y)
Assim,

F= FIO = 71-1(B7x0)/p*ﬂ-l<E‘7 y)



Demonstragao. Mostremos que a acgdo é transitiva. Sejam yo,y1 € Fy,. Entao
existe um caminho a em E de yo para y1. Seja v = po a. Entao v(0) = v(1) = x¢
e a é o levantamento de v em yg. Logo yo - [7] = a(1) = y1.

Provemos que I, C p.mi(E,y). Seja [y] € I,. Entao y- [y] = 7(1) = y logo
7(0) =4(1) = y. Portanto [y] € m1(E,y) e [y] = p.[7].

Provemos que p.mi(E,y) C I,. Seja [y] € p.m(E,y). Entdo [y] = p.lal,
[a] € m(E,y), ou seja v = po . Mas entdao a é o levantamento de v em y logo
y-=al)=y.

Como a acgao é transitiva, a 6rbita de y é F,, logo F,, = m(B,x0)/l, =
m1 (B, x0)/p«m1(E, y). O

5. SEIFERT-VAN KAMPEN

Dada uma colec¢ao {G,} de grupos, o produto livre % G, é o conjunto das
v

palavras
g1®g29®...009m
formadas por elementos g; € G, sujeitas as relagoes
(1) Sejam 1, € Gy, 1, € G,, as identidades. Entao 1, =1,
(2) Se g1,92 € G, entdo g1 ® go = g19a.
A multiplicagdo em % G, é definida da maneira 6bvia:
v

(g1ogoe...0g)e(hje...0h,)=giegse...0g,, ehje...0h,

Seja {U,} uma coleccao de abertos tais que X = J, U,. Seja v € Q(X, zo). Se
a imagem de -y estiver contida em U, entdo ~ define um elemento em 71 (U,, o)
que representaremos por [7y],.

Vamos definir um homomorfismo ® : % 71(U,,z9) — 71(X, 2zg). Os elementos

v
de % 7T1(UV7 xO)a sao os produtos [’Yl]ul ° ['72]1/2 s...0 h/m]um com ['yi]ui € 7T1(Ul/i7 LL'()),
v
em que y; € Q(X,zg) sdo caminhos com imagem contida em U,,. Entao
@ ([l o [relus oo [ymlu, ) = [y

Teorema 5.1 (Seifert-van Kampen). Assumimos que as intersec¢oes Uy, NU,, N
Uy, NU,, sao conexas por arcos.
Seja ~ a sequinte relagio em Y w1 (U, x0): se v € Q(X,xo) é um caminho com
v
imagem em U, N U, entao [v], ~ [7],..
Entao ® induz um isomorfismo

* m1(Uy, x0)

=)

————m(X,20)

G =

1R

~

Demonstragdo. ® estd bem definido no quociente porque ®([7],) = ®([v],) = [V]-

(1) Provemos sobrejectividade. Seja~y € Q(X,x0). Sejad o ntimero de Lebesgue
da cobertura y=1(U,) de I. Seja 0 =cy < ¢1 < ... < ¢, = 1 uma particio
de I em intervalos de comprimento menor que §. Seja a; a curva obtida
restringindo v a [c1-1,¢;]. Entado a imagem de «; estd contida num U,
€y = qQi*...*Q, Nao podemos escrever a;],, € m1(U,,,zo) porque a
curva nao é fechada. Isso resolve-se facilmente: seja

z; =7(c;) = ai(l) = a;11(0) € Uy, NU,,



Uy, NU,,,, é conexo por arcos logo existe uma curva ¢; em U,, NU,
unindo z; a xg. Escolhamos dg = 6,, = e,,. Entao

i1

v~ (O % g % 81) % (01 % g % O2) % ...k (Opu_1 % Q. % Oy
Seja a; = §;_1 * a; * ;. Entao &; € Q(X, zo) é uma curva em Uy, definindo
um elemento [&;),, € m1(U,,,x0). Como [y] = [G1 * ... * &),
(=@ ([ar]p, @ o fdmlu, )
Provemos injectividade. Seja [v1],, ® [¥2]v, ® - .. ® [+], € Ker ®. Entao

([l o [r2lu, @ 0[], ) =[x k] = [eg,]
Existe portanto uma homotopia H : I xI — X com H(t,0) = vy *... %%y, (t)
e H(t,1) = zo9. Seja J o ntimero de Lebesgue da cobertura H~1(U,).
Dividimos I x I em rectangulos de diametro menor que §. Entdo H leva
cada rectangulo num certo U,,, . A restricao de H as arestas dos rectangulos
define curvas em X a que chamaremos o, 3;;:

Ami1=€r, Om2=€r, Qmn =€z,
Czq =Bmo U;anl Bm1 Bm n-1 Uﬂm,n B?n'n,:emo
amat AUm-1n
€zq =Bm-10
exo=PBs0
Q21 Q22
€xo=0B20 Uum B21 UM22 B22 Ban=€azq
: Q1n
a1 QU2
ez =010 UM11 Bi1 Uulz B2 B1n-1 UM" Bin=€z
@o1 @02 @03 S Q0 n-1 Qon

Tal como antes os caminhos «;, 3;; nao sao fechados. Resolvemos o pro-
blema da mesma maneira. Seja x;; a imagem do vértice 47, isto é,
zij = (1) = Bi5(0) = i 4:(0) = Bira;(1)

com z;; €V =U,, NUu, ., "Uu ., NUu., .- Como V é conexo por
arcos, podemos arranjar um caminho d;; em V unindo z;; a xg, e escolhemos
0ij = es, sempre que x;; = xg. Por exemplo, §;0 = ey,. Entdo definimos os
caminhos em Q(X, xo):

dij = §i-1j * QUi % 6ij S Umj N U;L

Bij = 0ij % Bij % 0ij, € Uy, NU

Hij+1

i+1j



Podemos sempre dividir I x I de forma compativel com a partigao de I x 0
dada por 1 * ... % .. Isto é, por forma a que

kzl ’y1:a01*a02*...*a0k25401*&02*...*02%
<n

com férmulas semelhantes para os outros 7;. Entao, em 71 (U,,,xo) temos
[71]er = [Go01]ey * - - * [Gok],, DPelo que em k 71 (U, zo) temos [y1],, =
14
[5[01]1,1 .. .0 [dOk}ul-
Agora, ay; estd em U,,, pelo que [&o;]y, ~ [@01]u,,. Fazendo o produto
dos 7;, obtemos
Vilo, ® 2l @ @ [yl ~ [&Ol]uu ...0 [dOn]mn

Olhemos agora para um dos rectangulos dentro de I x I:

Bija Uis Bij

Qg4
Este rectangulo induz uma homotopia «a;; * 3 =~ Bij. * iy em Uy, .
Entao & * Bij =~ Bij.1 * &y pelo que, em 71 (Uy,;, 7o),
[dij]m]‘ * [ﬂij]mj = [ﬂij-l]uij * [di-lj]mj

LOgO7 em % 71—1((]1/71:0)7

([@ijlui; @ Bislusy = Bl @ 10 i,
A relacao ~ significa que nao precisamos de nos preocupar com em que
aberto U, estao os caminhos é;;, Bl-j, pelo que omitiremos o subscrito [-],
daqui para a frente. Usando a equagéo (1), e notando que Bio = Bin = €xo
obtemos

[Ciir] @ [Qiro] @ .00, ,] =

= ([Bio]™ @[] @ [Bia]) @ ([Bir] ™" @ [diz] @ [Biz]) @ ... @ ([Bina] ™"  [Gin] ® [Bin])

= [Qi1] @ [duiz] @ ... ® [Gin]
Concluimos que

il elele...ofym]=[a0]e... efaon] = [am]e...oan]=]es] [



