Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

'Semana 10|

1. Determine a solucao da equacao linear:
y® =2y 4y —2=b(1)

que verifica as condigoes iniciais

quando:
(i) b(t) =0, VteR.
(ii) b(t) =t, VteR.
(iii) b(t) =€', VteR.

Resolucao:

A solucao da equagao
y® — 2y 4o/ = b(t) + 2

y(t) = yn(t) + yp(t)

em que y,(t) é a solugao geral da equagao homogénea associada, e y,(t) é uma solugao
particular da equacao completa.

(i) Sendo b(t) = 0, estamos a resolver a equagao

e é 6bvio que y,(t) = 2t é uma solucao particular da equagao. Para determinar a solugao
geral da equacao homogénea
y(3) _ 2y(2) + y/ -0

note-se que a equagao caracteristica é
M2 4 =0 \A-1)2=0

Entao
yi(t)=€" | pt)=¢ , pt)=te

sao 3 solugoes linearmente independentes da equagao homogénea, pelo que

yn(t) = a + be' + cte*



Anélise Matemadtica IV 2

Finalmente, a solugao da equacao pedida é
y(t) = yn(t) + y,(t) = a + be' + cte' + 2t
Dado que y(0) = ¢/(0) = 0 e y”(0) = 1, concluimos que

a+b=0 a=>5
b+c+2=0 < b=-5

b+2c=1 c=3

pelo que
y(t) =5 — be' + 3te' + 2t

(ii) A solugao da equacao
y® — 2y 4y =t 42 (1)

y(t) = yn(t) + vp(t)

em que y,(t) é a solugdo geral da equacao homogénea associada, e y,(t) é uma solugao
particular da equagao completa. Como calculado em (i)

yn(t) = a + be' + cte*
Para calcular y,, note-se que b(t) =t + 2 = (t + 2)e” é solugao da equagdo diferencial
y' =D’y =0
Temos entdo, aplicando P,(D) = D? a equagao (1)
D*(D? - D*+4+ D)y =D*(t+2) & D¥D—1)*)=0

Esta equacdo admite como solugao geral (atenda a que as solugoes do polinémio carac-
teristico sdo 1 de multiplicidade 2 e 0 de multiplicidade 3)

y(t) = a+ bt + ct® + de' + fte'

e conclui-se que bt + ct? é a candidata a solugao particular (dado que a + de' + ftet é yy).
Resta agora calcular as constantes b e ¢ de modo a que y,(t) = bt + ct* seja solugao de
(1). Assim

yp(t) = bt +ct® , oo (t) =b+2ct , yi(t)=2c , y'(t)=0

pelo que

1
yl()g)—ZyI()Q)—i-y;:t—l—Z & 2ct+b—-4dc=1t+2 & c:§eb:4

Tem-se entao que y,(t) = 4t + %, e a solugao geral de (1) é

2

y(t):a+bet+ctet+4t+§
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Dado que y(0) = ¢/'(0) =0 e y”(0) = 1, concluimos que

a+b=0 a=2~8

b+c+4=0 <« b= -8

I
W

b+2c+1=1 c

pelo que
2

t
y(t):8—86t+4tet+4t+§

(iii) A solugao da equagao
y® —2y@ oy =€t 2 (2)

y(t) = yn(t) + yp(?)

em que y,(t) é a solucdo geral da equacao homogénea associada, e y,(t) é uma solugao
particular da equagao completa. Como calculado em (i)

yn(t) = a + be' + cte*

Para calcular y,, comecamos por verificar que como consequéncia da linearidade da deri-
vada
yp(t) = 2t + 2,(¢)

em que z,(t) é solugao particular da equacao
y® — 2y 4 of = ¢t (3)

Sendo b(t) = €' solugao da equacgao diferencial (por estar associada & raiz do polinémio
caracteristico 1 de multiplicidade 1)

y—y=(D-1y=0
teremos, aplicando P4(D) = D — 1 a equagao (3)
(D-1)D(D—-1)*y=(D—1)" & DD —-1)>*y=0

Esta equacao admite como solugao geral (atenda a que as solugoes do polinémio carac-
teristico sao 0 de multiplicidade 1 e 1 - de multiplicidade 3)

y(t) = a + be' + cte' + di’e’

e conclui-se que dt?e! ¢ a candidata a solucao particular (dado que a + be! + cte! & yy).
Resta agora calcular a constante d de modo a que z,(t) = dt*e’ seja solugao de (3). Assim

zp(t) = di?e’ | 2 (t) =d2t+t*)e' | 2)(t) =d2+4t+1%)e | 2)(t) = d(6 + 6t +t°)e’

pelo que

1
3 2 ot _ _
zz(,)—QzI(,)—i-zp—e <:>2d—1<:>d—§
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Tem-se entao que z,(t) = tQTet, e a solugao geral de (2) é

2t
y(t) :a+bet+ctet+2t+7€
Dado que y(0) = ¢/(0) =0 e y”(0) = 1, concluimos

b+c+2=0 <« b= -4

b+2c+1=1 c=2
pelo que

tQt
y(t):4—4et+2tet+2t+76

2. Determine a solucao da equacao diferencial
y// o 4y/ + 3y — (1 + e—az)—l

que verifica as condicoes iniciais y(0) = y'(0) =1
Resolucao:

A solugao da equacao é da forma

y(t) = yn() + yp(2)

sendo ¥y, a solugao geral da equacao homogénea associada e y, uma solugao particular da
equacao completa. Comecemos por calcular y,. O polinémio caracteristico associado é

AN —4)A+3=0< A=1loul=3

Sendo assim, € e e3*

pelo que

sao duas solugoes linearmente independentes da equacao homogénea,

yn(t) = cre” + cpe™”

Para calcular y,, notamos que teremos forcosamente de utilizar a férmula da variagao das

constantes, dado que
1
h(x) =
(z) 1+e®

nao é solucao de nenhuma equagao diferencial linear de coeficientes constantes. Assim

st o) [ 8 Ja

1+e—*

em que W (x) é a matriz Wronskiana associada, isto é

T 3x

Wi = & g

(&4
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Assim
3 1 3e™t —ed 0
Yp(z) = [e e’ }/ 5| —e3s o3s }{ 1 ]ds

1+e—*
e o Y ] s

14+e—s

3 } { B log(1+e7") }

e 2% —x —x
5~ +e " —log(l+4e™")

[exe

x

= <e$ log(1+e™") — % + ¥ — ¥ log(1 + e‘w)>

2

e e 3z
= ——+
4

—Te log(1+¢e™)

6—33
1+e—s

onde calculdmos a primitiva de fazendo a substituicao e™® = ¢. Finalmente

2x e et — 6323

e
y(x) = yu(x) + yp(z) = c16” + 2™ + 5 T T log(1+4e™™)
Dado que y(0) = ¢/(0) = 1 tem-se que
Cl—|—62:4§1 Cc1 = —%IOgQ

cl+302:i+log2 02:—%1+%10g2

pelo que

. Considere a equacao
y®) —4y@ £ 50 =0

(i) Determine a sua solucao geral.

(ii) Determine para que condigbes iniciais em ¢ = 0 é que os problemas de valor inicial
correspondentes tém solugoes convergentes quando ¢ — oo.

(i) O polinémio caracteristico associado é
N AN +5A= AN -4\ +5)=0 & A=0oul=2+i

pelo que 1, e* cost e e?!sent sdao trés solucoes linearmente independentes da equacao.
Como tal a sua solugao geral é

y(t) = c1 + cpe? cost + cze* sent
(ii) Pretende-se determinar «, 3 e v de modo a que o problema de valor inicial

{ y® — dy® 4 5y =0
y(0)=a, y'(0) =03, y"(0) =~
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tenha solucao limitada. Observe que a fungao y(t) possui limite quando t — oo sse
co = c3 = 0, isto é se é da forma y(t) = ¢;. Sendo assim, as condigoes iniciais requeridas
serao

para a € R.

4. Para que valores de c € R é que a equacgao
y' —2cy' +y=0

admite uma solucao periédica, que nao seja identicamente nula?

Resolucao: O polinémio caracteristico associado é
NM=2A+1=0 & A=ctV2-1
H4, entao, trés hipoteses:

e ¢ — 1 =0: Neste caso o polinémio caracteristico tem apenas uma raiz ¢ pelo que a
solucao da equacao diferencial é

y(t) = cre® + cote.

A tnica solucao periddica é a solucao nula: ¢; = co = 0.

e 2 — 1> 0: Neste caso o polinémio caracteristico tem duas rafzes reais distintas ¢t
e ¢, pelo que a solucao da equacao diferencial é

y(t) = cref Tt cpet !,

Mais uma vez, a tnica solugao periddica é a solugao nula: ¢; = ¢y = 0.

e ¢ — 1 < 0: Neste caso o polinémio caracteristico tem duas raizes complexas conju-
gadas ¢ £ iv1 — ¢2, pelo que a solugao da equacao diferencial é

y(t) = cre” cos(tV'1 — ) + cpe sen(tvV1 — ¢2)

Para que esta solucao seja peridédica teremos de ter ¢ = 0. Assim, este valor é o
unico valor de ¢ para o qual a equ¢ao admite solucoes periddicas nao triviais. Neste
caso as solugoes sao:

y(t) = ¢y cos(t) + co sen(t)

5. Considere a equacao
y@ 4+ 2y 4 9@ =t 4 cost (4)

(i) Determine a solugao geral da equagao homogénea correspondente a (4).
(ii) Determine uma solugao particular de (4).

(ili) Determine a soluc@o de (4) que verifica a condigao inicial

y(0) = /(0) = y@(0) = y®(0) = 0
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Resolucao:

(i) O polinémio caracteristico associado é
MA2X¥3 A2 =0 & XA +1)2=0

pelo que 1, ¢, e~ e te™! sao solucoes independentes da equacao homogénea, e como tal

yn(t) = c1 + cot + cze” '+ eqte?

¢é a solucao pedida.

ii) Como usualmente a solucao de (4) é dada por
(ii) G p
y(t) = yn(t) + yp(t) = c1 + cot + cze™ + cate™ + y,(t)

em que y, é uma solucdo particular de (4). Para utilizar o método dos coeficientes
indeterminados, podemos considerar

yp(t) = 21(t) + 22(t)
em que 27 € solucao da equacao diferencial
y@ 42y 4y = (5)
e, z9 é solucao da equagao diferencial
y W 4 2y 4 y@ = cost (6)
Comecemos por calcular z;. Visto ¢ ser solugao da equagao
y'=D*% =0
aplicando P,(D) = D? a equagao (5)
DD+ 1)’y =D*t=0

Esta equacdo admite como solugao geral (atenda a que as solugoes do polindmio carac-
teristico sao 0 de multiplicidade 4 e -1 de multiplicidade 2)

y(t) = ai + ast + ast® + ast® + ase”' + agte™!

e conclui-se que azt? 4+ ayst® é a candidata a solugao particular (dado que a; +ast +ase™" +
agte™" é y;). Resta agora calcular as constantes a3 e a4 de modo a que z;(t) = ast® + ast?
seja solucao de (5). Assim

2 (t) = agt®+agt® | (1) = 2ast+3ast?® |, 2'(t) = 2a5+6ast , 2(t) =6as, 2() =0
pelo que

a3:—1

254) + 22%3) + ZF) =t < 12a4 +2a3 +6agt =t < { ag =

=



Andlise Matematica IV 8

Tem-se entao que z(t) = —t?+ %. Para calcular z5, note-se que cost é solugao da equagao
y'+y=(D"+1)y=0
aplicando P,(D) = D* + 1 & equagao (6)
(D? +1)D*(D + 1)*y = (D* + 1) cost = 0

As raizes do polinémio caracteristico sao 0 (com multiplicidade 2), -1 (com multiplicidade
2) e i (simples). Assim, a equagao acima admite como solugao geral:

y(t) = a1 + ast + aze”" + aste™" + ascost + agsent

e conclui-se que ascost + agsent é a candidata a solugdo particular (dado que a; +
ast + aze™ + agte”" é y;,). Resta agora calcular as constantes as e ag de modo a que
25(t) = as cost + agsent seja solucdo de (6). Assim

23(t) = ascost +agsent , zy(t) = —assent + agcost , z(t) = —azcost — agsent

(1) = assent — ageost , 25 (t) = 2(t)

pelo que

3) (2)

254)—1—22'5 + 2y =1 & —2agcost + 2assent = cost < {

Tem-se entao que z;(t) = —1 sent. Finalmente

1
y(t) = yn(t) + 21(t) + 22(t) = c1 + cot + cze Fegte™ — 2 + 5~ gsent

(iii) Dado que y(0) = ¢/(0) = y”"(0) = y"(0) = 0 concluimos

Cl+03:0 (61:—3
62—03+C4—%:0 02:3
S &
03—204—220 03:3
—Cg+3C4+%:O kC4:%

pelo que
3

1 t 1
y(t) = =3+ 3t +3e" + Ete_t —t* 4+ e §Sent



