Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

|Semana 11|

1. Calcule as transformadas de Laplace e as regioes de convergéncia das fungoes definidas
em t > 0 pelas expressoes seguintes:

(a) £(t) = chat) (b) f(t) = tsen(at)
© f=ceostr) (@) £ =" (150
Resolucao:
(a) Atendendo a que S
ch(at) = %

e a linearidade da Transformada de Laplace, tem-se

eat + e—at
2

_1<1+1)_ S
- 2\s—a  s+al)  s2—aq2

L{ch(at)}(s) = L{ M) = 5 (L0 o) + L))

Visto .
L{e"}(s) = —— Res >
{e"}(s) s, ¢ Res>a
e
L{e""}(s) = Res > —
{e7}(s) st ¢ Res a
tem-se que

L{ch(at)}(s) = ﬁ se Res > |a

(b) Atendendo a que paran € N

DL = (1L () "
tem-se que
L{tsen(at)}(s) = —%E{sen(at}}(s) = _%52 i el 2f22)2
Visto .
Llsenat)}(s) = = s Res >0
tem-se
L{tsen(at)}(s) = L se Res>0

(s2 + a?)?
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(c) Atendendo a que
L{ef(t)}s) = L{f}(s — a)

tem-se que
s—a

L{e™ cos(bt)}(s) = L{cos(bt)}(s — a) = Goaltp

vélido para Re (s — a) > 0, ou seja, Res > a.

(d) Visto néo se conseguir calcular, por primitivacdo, o integral

sent [ _gsent
{5 = [

teremos que utilizar uma das propriedades da Transformada de Laplace. Assim sendo,
note-se que

%(c{s‘mt}(s)) — —E{tse:t}(s) — L{sent}(s) = ———

t s24+1

pelo que, integrando em s

E{%ﬂt}(s) = —arctgs+c

Para calcular o valor constante, consideramos a equacao anterior no caso especial s = 0:

E conhecido que

pelo que c = 7 e

t
E{Se: }(s) = —arctgs —i—%

2. Calcule a inversa da Transformada de Laplace de
(a) (s*>—=1)"2  (b) 6(s* +10s* +9)~!

s+1 1
-— d
s2+s—6 (d) (s+1)4

(c)

Resolucgao:

(a) Para calcular a inversa da Transformada de Laplace, vamos separar a fungao em
fracgoes simples, isto é
1 1 A B C D

P—12 G-1PG+12 s—1 (=12 s+1 (s+17

Calculando as constantes, tem-se entao que

1 _1< 1+1+1+1>
(s2—-1)2 4 s—1 (s=12 s+1 (s+1)
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E 6bvio que

1 _ t 1 _ —t
= LN e g = L)
Por outro lado, visto
1 d 1 d '
(s—1)2  dss—1 —gﬁ{e us

mais uma vez por aplicagdo da propriedade (1), teremos

1
(s =

72 = L{te'}(s)

e de modo andlogo se conclui que

5 - 5 = £t

Finalmente 1 1 t o y
(EEnp = Zﬁ{ —e +te'+e "+ te }(s)
pelo que
£ (ﬁ) (t) = ;l( —el+tel+et+ te_t>

(b) Note-se que
s'4+10s* +9=0 & s°=-9 ou s*= -1

pelo que
6 6 _As+B  Cs+D

s4+1032+9:(32+1)(32+9)_ s2+1 5249

Calculando as constantes, tem-se entao que
6 B 3< 1 1

st +10s2+9  4\s2+1 5249

) = Z(ﬁ{sent}(s) — %L’{sen 3t}(3))

pelo que
6 3 1
-1 O _2 ot
L <s4+1052+9)(t) 4semt 4sen3t
(c) Mais uma vez separando em fragoes simples
s+1 s+1 1 3 2 1
- - (= = = (3£{e™Hs) + 2L{e M} (9))
2+5-6 (s—2)(s+3) 5<s—2+s+3> 5( {e7h(s) + 2L{e 7} o)
pelo que
s+l ) Lo o =7
— () ==(3 2
<52~|—s—6() 53 T 2¢7)
(d) Note-se que
1 1 d( 1 > 1 14 ( 1 )
(s+14  3ds\(s+1)3/ 3 2ds2\(s+1)2
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e por aplicacao de (1)

1 3 3 —t
Entao ] ]
£_1<(s n 1)4>(t) =gt

3. Utilizando a Transformada de Laplace resolva os seguintes problemas de valor inicial:
a) y' —y —6y =0, y(()) =1, y/(o) =—1
b) ¥ + w?y = cos(2t), w? £ 0, y(0) =1, ¥'(0) =0
¢) ¥’ +2y + 2y = h(t), y(0) = 0, y'(0) = 1 sendo

1 se mn<t<2n
h(t)_{() se 0<t<met>2m

Resolucgao:

(a) Para a resolugao dos problemas de valor inicial, iremos utilizar a propriedade

L{f'0)}(s) = =f(0) + sL{f(t)}(s) (2)

que tem como consequeéncia imediata

L{F ()} (s) = = f'(0) = s£(0) + s"L{f (1) }(s)

Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equacao, utilizando (2) e
denotando Y(s) = L{y}(s), obtem-se

—1/(0) — sy(0) + s*Y(s) — (—y(0) + sY(s)) = 6Y(s) =0 < (s> —s5—6)Y(s)+2—5=0
onde utilizdmos o facto de y(0) = —¢'(0) = 1. Entao
1

s—2

Vis)= 52 = 1 j -+ ! 2 = %(4&{6—%}(3) +L{M)(s))

pelo que a solugao do PVI é

1
y(t) = R (46_2t + e3t>

(b) Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equagao, utilizando
(2) e denotando Y'(s) = L{y}(s), obtém-se

214 & (F+w)Y(s)—s= i
s

52+ 4

—/(0) — sy(0) + s*Y (s) + w?Y (s) =

onde utilizdmos o facto de y(0) =1 e ¢/(0) = 0. Entao

S S

Y{s) = (s +4)(s* + w?) * s? + w?

= Hy(s) + Ha(5)

Nao ha duvida que

Hs(s) = L{coswt}(s)
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Relativamente a Hi(s), é fundamental notar que o resultado depende do valor de w.

Se w? # 4 entao, decompondo H(s) em fraccoes simples:

1 S S
Hl(s):uﬂ—ll <52+4_52+w2>

1 1
Hi(s) = o <£{COS 2t}(s) — L{cos wt}(s)) =L {w2 — 4(COS 2t — coswt)} (s)
Logo, a solugiao do PVI no caso w? # 4 (ou seja, w # —2 e w # 2) &

y(t) = coswt +

(cos 2t — coswt)

w2 —
Se w = —2 ou w = 2, entao:
S 1d 1 1d/1
H =5 =—7— =—=—(= 2t
1(s) (s + 4)? 2ds<s2+4> 2ds<2£{sen HS))

e mais uma vez por aplicagao de (1), tem-se

Hy(s) = —}l(—l)lﬁ{tsen 21} (s)

Finalmente a solugao do PVI neste caso é:
1
y(t) = Zt sen 2t + cos 2t

Neste caso ocorre ressonancia.

(c) Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equagao, utilizando
(2) e denotando Y'(s) = L{y}(s), obtem-se

/() — 59(0) + 7Y (5) + 2(-y(0) + 8Y () + 2V () = (7™ — ")

pelo que
s +25+2)Y (s —1——1 e ™S — e TS
( ) s

onde utilizdmos o facto de y(0) = 0 e ¢/(0) = 1. Entao

e~ TS —27s 1

Y(s) = — ¢

=H Hy(S) + H.
s(s?+2s+2) 3(32+23+2)+32—|—23+2 () + Ha(S) + H(s)

Para calcular a Transformada de Laplace inversa de Hj3(s) poderemos utilizar um dos
dois métodos seguintes:
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(i) Note-se que

Hs(s) = m =H(s+1)
sendo {
H(s) = i L{sent}(s)
Utilizando a propriedade
L{e™f(t)} = L{F(O}Hs +a) (3)

podemos concluir
Hs(s) = L{sent}(s + 1) = L{e "sent}(s)
(ii) Atendendo a que
S+2s+2=0 & s=—1+ious=—-1—1

podemos separar em fracoes simples

1 A N B
s2 4+ 2s+2 s—(=1414) s—(—=1—1)

1 1 1
- %<s—(—1+i) B s—(—l—i))
= o (LY (s) — L)
1 —t( it —it
= L )

= L{e'sent}(s)

Por outro lado, para calcular as inversas das Transformadas de Laplace de H; e Hy
podemos utilizar a propriedade:

LLH(t —a)f(t — a)}(s) = e L{f(1)}(s) (4)
Note-se que
1 11 s+1 1
s(2+25+2) 25 2(s+12+1 (s+1)02+1

1 1
= 55{1}(5) ~ 3 L{e " cost}(s) — L{e " sent}(s)
onde utilizdmos a propriedade (3). Entao:

1 1
Hy(s) = e’”sﬁ{é - Ee’t cost —e "sent}(s)

— L{H(t— ) (% - %e(t”) cos(t — ) — ¢~ sen(t — m) ) }(s)
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onde utilzdmos a propriedade (4). De igual modo se mostra que

1
H. . __p—2ms
() © s(s?+2s + 2)
_2”(1 1 s+1 1 )
g —e S — _
2s 2 (s+1)24+1 (s+1)2+1

1 1
= —e’QWSE{i - ée’t cost — e "sent}(s)

= —L{H(t—2m) <% = %e(t%) cos(t — 2m) — e~ (t=2m) sen(t — 27r)> Hs)

Finalmente a solucao do PVI é

1 1
y(t) = H(t—mn) (5 + 567(’5’”) cost + e " gen t) -
1 1 —(t—2m) —(t—2m7) —t
—H(t—27r)<§—§e cost —e sent>+e sent

4. Designa-se por 0 a distribuicao de Dirac com suporte na origem. Utilizando a transfor-

mada de Laplace, resolva os seguintes problemas de valor inicial:

a) y' +2y +2y=0(t—m),y0)=1,4(0)=0

b) v +y=06(t—m)—0(t—2m), y(0)=0,y(0)=0

c) ¥y +y=20(t—m)cost, y(0)=0,y'(0) =1
Resolucao:
(a) Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equagao, utilizando
(2) e denotando Y (s) = L{y}(s), obtem-se

—/(0) — sy(0) 4+ s*Y (s) + 2(—y(0) + sY(5)) +2Y(s) = L{6(t — m)}(s)
0 que é equivalente a
(82 +25+2)Y(s) —s—2=¢ "

onde utilizdmos o facto de y(0) =1, y/(0) =0 e

L{0(t —to)}(s) =e ™ | t,>0

Entao 54 ]
S
Vis)e —21% Lem__ - _pg H.(S
()= s 12 ¢ siasya - )+ H(S)

Por método andlogo ao utilizado na alinea (c) do problema 3:

s+1 1

H —
() 212512 212512

= L{e " cost + e "sent}(s)

Utilizando a propriedade (4):

Hy(S) = e ™L{etsent}(s) = L{H(t — m)e "™ sen(t — 7)}(s)
= L{-H(t—me " sent}(s)
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Finalmente a solugao do PVI é
y(t) = e t(cost +sent) — H(t — m)e "™ sent

(b) Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equagao, utilizando
(2) e denotando Y (s) = L{y}(s), obtem-se

—/(0) — sy(0) + s*Y (s) + Y (s) = L{6(t — ) — 0(t — 27)}(s)

0 que ¢é equivalente a
(52 + 1)Y(S) — 6—71’8 o 6—27rs

onde utilizdmos o facto de y(0) =0, ¢'(0) =0e
L{5(t—to)}(s)=e ™ | 1 >0

Entao
—27s

1 1
—e - =
s2+1 s2+1

pelo que, utlizando a propriedade (4

Y(S) =e ™ H1(8> + HQ(S)

Hi(s) = e ™L{sent}(s) = L{H(t — 7)sen(t — 7)}(s)

Hy(s) = —e #™ L{sent}(s) = —L{H(t — 2m) sen(t — 2m)}(s)

Finalmente a solucao do PVI é
y(t) = —H(t —m)sent — H(t — 27m) sent

(c) Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equagao, utilizando
(2) e denotando Y (s) = L{y}(s), obtem-se

—1/'(0) — sy(0) + s*Y (s) + Y(s) = L{5(t — 7) cost}(s)
0 que é equivalente a
(2 +1)Y(s) —1=—e
onde utilizdmos o facto de y(0) =0, ¢'(0) =1e¢

/ "5t — o) f() dt = f(to)

Entao ] ]
Yis) = 211 ¢ 211
= L{sent}(s) — e ™ L{sent}(s)

= L{sent}(s) — L{H(t — 7)sen(t — 7)}(s)

Finalmente, a solucao do PVI é

y(t) =sent+ H(t — m)sent



